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大 体 上 说 ,近代 数学 是 伴随 着 微 积分 学 的 诞生 而 兴起 的 . 以 微 积分 学 为 基础 而 
衍生 的 分 析 数 学 ,在 其 凯歌 式 的 前 进 中 ,长 时 间 占 据 着 数学 的 中 心 位 置 . 那些 在 近 
代数 学 史上 光芒 四 射 的 人 物 Leibniz、Euler、D ”Alembert、Lagrange、Riemann、 
Weierstrass、 Poincire 等 ,虽然 大 多 堪 称 所 在 时 代 的 全 才 , 但 毕竟 主要 以 其 分 析 学 上 
的 贡献 而 名 垂 后 世 . 

19 世纪 与 20 世纪 之 交 , 是 数学 史 ( 也 是 整个 科学 史 ) 的 大 爆发 时 期 ,重大 事件 
风起云涌 ,里 程 碑 式 的 发 现 纷 至 朝来 一 一 以 公理 化 为 标志 的 近世 几何 与 近世 代数 
初步 形成 ;Lebesgue 的 积分 论 在 人 们 的 惊 疑 性 惑 中 诞生 ;各 种 抽象 空间 理论 如 雨 后 
春笋 般 崛 起 . 以 这 些 重 大 突破 为 标志 ,数学 进入 了 它 的 现代 史 时 期 . 这 是 一 个 真正 
的 黄金 时 代 . 现代 数学 在 整整 一 个 世纪 的 迅猛 发 展 中 ,大 大 扩张 了 自己 的 疆界 , 充 
分 细 化 了 自己 的 学 科 , 同时 也 模糊 了 各 分 支 之 间 的 界线 . 新 的 理论 与 分 支 几 乎 每 天 
都 在 涌现 ,而 一 些 老 的 分 析 学 科 则 似乎 逐渐 淡出 数学 舞台 的 中 心 . 于 是 ,一 种 声音 
隐约 出 现 并 逐渐 响亮 起 来 :分 析 学 还 是 数学 的 中 心 吗 ? 新 技术 时 代 难 道 不 应 有 全 
新 的 数学 ,现代 数学 难道 不 应 告别 Euler 与 Lagrange ,告别 Cauchy 与 Riemann ,甚至 
也 告别 Lebesgue、Fréchet 与 Riesz 等 分 析 大 师 吗 ? 

完全 没有 疑问 ,新 的 时 代 确 需要 新 的 数学 ， 而 新 的 数学 有 赖 于 新 的 驱动 力 . 传 
统 或 纯粹 的 分 析 学 ,确实 不 足以 引领 现代 数学 的 新 潮流 . 不 同 于 经 典 数 学 ,现代 数 
学 建立 在 远 为 宽广 与 坚实 的 基础 上 . 现代 数学 理论 大 厦 的 构建 , 比 以 往 任 何 时 候 都 
更 得 益 于 以 公理 化 为 标志 的 观念 与 方法 ,而 这 些 观 念 与 方法 的 兴起 和 发 展 ,在 很 大 
程度 上 来 自 近代 几何 与 代数 学 中 发 生 的 那些 影响 深远 的 变革 ,这 些 变革 整个 地 改 
变 了 数学 的 面貌 . 数学 更 加 统一 了 ,更 难以 “ 几何、 代数 与 分 析 ” 这 种 传统 的 三 分 法 
加 以 区 分 了 . 近世 代数 与 几何 (包括 拓扑 ) 语 言 的 运用 ,已 完全 支配 了 近代 分 析 学 ， 
致使 纯粹 的 分 析 学 逐渐 成 为 历史 . 

然而 ,所 有 上 述 变化 并 未 而 且 也 不 足以 改变 一 个 基本 事实 :支配 数学 发 展 的 根 
本 动力 ,与 其 说 是 公理 化 的 理论 构架 与 形式 语言 , 倒 不 如 说 是 描述 发 展 过 程 与 变动 
的 永恒 需要 . 如 同 现实 世界 一 样 ,数学 对 象 首 先 呈 现 出 动态 特征 ,与 之 相应 的 研究 
方法 必然 是 变量 数学 的 方法 . 关于 变动 .逼近 与 转化 的 思想 , 既 支 配 了 Newton 与 
Leibniz ,也 支配 了 近代 的 Poincire 与 Hilbert. 而 这 种 起 支配 作用 的 思想 , 正 是 属于 
分 析 学 的 ,而 且 是 分 析 学 的 真正 灵魂 . 既然 数学 永远 需要 过 程 与 动态 的 观点 ,分 析 
学 的 使 命 就 永远 不 会 完结 ,其 生命 之 树 自 然 会 长 青 ! 没有 任何 证 据 表 明 分 析 学 正 
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在 走向 衰落 . 恰恰 相反 ,现代 数学 所 有 令 人 振奋 的 进展 ,几乎 都 可 用 作 分 析 学 不 朽 
力量 的 明证 . 近年 内 数学 界 最 引 人 注 目的 事件 之 一 一 一 三 维 Poincare 猜想 的 证 明 ， 
当然 是 一 项 拓扑 学 的 成 就 . 但 如 果 没 有 高 度 精细 的 分 析 方 法 的 有 效应 用 ,结果 又 将 
如 何 呢 ? 

于 是 ,我 们 还 是 看 到 ,今日 分 析 学 仍旧 昂 然 屹立 , 它 满载 往昔 的 辉煌 与 当代 的 盛誉 ， 
在 历史 的 波涛 中 面向 未 来 . 对 于 一 门 不 折 不 扣 的 现代 学 科 一 一 Moderm Analysis， 人 们 宁 
可 给 它 冠 以 “近代 ”之 名 , 乃 是 一 种 应 有 的 超然 姿态 . 对 于 “现代 ”一 词 ,人 们 不 能 不 心怀 
敬 占 , 唯 礼 被 人 训 为 “今天 还 属 时 尚 , 明 日 即将 过 时 ”. 

然而 ,究竟 何谓 “近代 分 析 ”? 用 一 个 定义 去 回答 它 ,显然 非 智 者 所 为 . 但 这 并 
不 妨碍 我 们 谈 到 近代 分 析 的 某 些 公 认 的 特点 与 标志 . 首先 ,近代 分 析 必 然 是 抽象 空 
间 上 的 分 析 学 一 一 无 论 所 用 的 空间 是 拓扑 向 量 空间 、 无 限 维 流 形 , 或 者 仅仅 是 Eu- 
clid 空间 R". 在 今天 看 来 ,R" 已 如 此 具体 ,似乎 人 们 已 能 身 居 其 中 了 ,但 它 毕竟 是 
一 种 抽象 空间 . 其 次 ,如 300 年 前 一 样 ,分 析 学 的 对 象 仍然 是 函数 及 施 于 函数 的 分 
析 运 算 , 只 是 所 涉及 的 函数 与 运算 更 加 复杂 ,而 且 今 天 的 关注 点 不 是 个 别 函数 而 是 
各 种 函数 类 (或 函数 空间 ) 罢了 . 再 者 ,近代 分 析 学 仍然 被 一 个 看 似 平常 实则 威力 
无 比 的 思想 所 支配 :通过 适当 的 归 化 程序 ,研究 对 象 能 够 且 应 当 转 化 为 某 种 初等 、 
常规 或 正则 的 替代 物 . 分 析 学 已 铸就 了 一 双 慧 眼 ,得 以 从 简单 中 透视 复杂 ,从 原始 
初等 的 论题 中 发 现 新 思想 ,从 平淡 无 奇 的 常规 思考 中 领悟 到 足以 破解 深奥 问题 的 
诀窍 . 分 析 学 所 依仗 的 ,不 过 是 “转化 ”二 字 而 已 ,只 是 这 种 转化 的 技巧 已 经 发 展 到 
出 神 人 和 人 化、 登峰造极 的 地 步 . 在 实现 从 高 深 到 浅显 转化 的 同时 ,分 析 学 每 天 都 在 向 
高 处 攀登 ,这 样 做 的 一 个 内 在 动力 就 是 最 大 限度 地 突破 现 有 理论 的 限制 ,使 人 们 在 
进行 各 种 分 析 运 算 时 获得 越 来 越 大 的 自由 . 在 Newton 时 代 , 人 们 几乎 只 关注 初等 
函数 的 积分 ;即使 在 Cauchy 时 代 , 实 质 上 也 只 限于 连续 函数 的 积分 . 多 亏 Lebesgue 
的 不 朽 贡献 , 才 使 人 们 在 积分 时 将 连续 性 丢弃 一 旁 , 而 Lebesgue 的 后 继 者 们 所 引 
人 的 那些 积分 , 则 初 看 起 来 几乎 使 积分 的 原始 思想 踪迹 难 观 了 . 

分 析 学 在 其 发 展 中 不 断 表现 出 向 初等 层面 回归 的 强烈 意向 ,似乎 是 一 种 " 保 
守 性 ”. 但 正 因为 如 此 ,分 析 学 才 在 其 变动 不 居 的 永恒 发 展 中 保持 理论 形式 的 相对 
稳定 ,这 不 能 不 说 是 一 件 幸 事 . 将 新 发 现 的 、 缺 乏 了 解 的 事物 转化 为 已 知 的 ` 老 的 事 
物 , 乃 是 人 类 认 知 的 一 种 基本 方法 ,任何 科学 探索 概 莫 能 外 . 但 分 析 学 在 这 一 点 上 
做 得 格外 突出 , 堪 称 典范 . 例如 , “空间 ”一 词 用 于 分 析 学 ,已 经 表现 出 要 将 复杂 事 
物 转化 为 似乎 伸手 可 触 的 直观 对 象 的 强烈 意向 . 通过 从 复杂 到 简单 的 回归 或 者 设 
计 出 恰当 的 类 比 ,分 析 学 的 前 沿 理论 与 其 初等 原型 之 间 的 距离 拉 近 了 . 甚至 可 以 
说 , 自 Newton 时 代 以 来 ,分 析 学 所 循 的 基本 思路 与 理论 框架 ,如 收敛 性 .连续 性 、 
微 积 分 运算 及 其 种 种 推广 或 变形 ,从 形式 上 看 是 很 接近 的 . 但 这 并 不 妨碍 类 似 的 
理论 外 壳 之 内 所 容纳 的 内 容 及 应 用 的 广度 获得 巨大 的 提升 . 分 析 学 的 理论 形式 及 
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其 基本 用 语 的 相对 稳定 性 , 既 使 进入 这 一 领域 的 初学 者 深 得 其 便 ,也 使 分 析 学 的 著 
作 能 在 一 定 程度 上 袭 用 一 些 已 经 成 熟 并 被 广泛 认可 的 理论 框架 ,不 必 处 处 从 头 开 
始 .本 书 读者 开卷 所 见 就 是 一 些 熟 悉 的 标题 ,如 微分 学 测度 与 积分 .解析 函数 等 . 
这 些 名 词 即使 放 在 100 年 以 前 ,也 不 会 被 认为 是 新 奇 事物 , 但 就 其 涵盖 的 内 容 而 
言 , 则 实在 已 不 能 同日 而 语 . 

这 就 是 在 进入 本 书 之 前 ,关于 近代 分 析 这 一 题目 预先 要 作 的 简单 解说 . 这 些 解 
说 既 不 全 面 也 未 必 准 确 , 仅 一 家 之 言 而 已 . 有 兴趣 的 读者 , 倘 能 从 中 获得 某 些 启 发 ， 
以 至 增加 对 该 领域 的 好 奇 与 思考 乐趣 ,作者 将 不 胜 欣慰 . 

对 于 本 书 的 意图 与 特点 , 尚 需 少量 交代 . 

一 本 分 析 学 著作 , 既 要 阐明 理论 所 循 的 基本 思想 ,又 要 提供 可 操作 的 方法 与 技 
巧 .这 两 者 其 实 是 很 难 兼顾 的 . 作者 向 来 主张 将 基本 思想 的 阐发 置 于 对 技术 性 细节 
的 处 理 之 上 . 所 有 重要 概念 与 基本 结果 的 背景 与 直观 本 质 都 尽量 作 了 充分 说 明 , 关 
键 之 处 甚至 到 喉 喉 不 休 的 地 步 . 相反 ,一些 推导 细节 却 被 省 略 了 . 有 些 属 于 割爱 ,但 
大 部 分 略 去 的 细节 确实 不 是 一 个 急于 前 行 的 探索 者 愿意 停 下 来 驻足 细 看 的 . 

不 会 有 哪 一 本 著作 (包括 Dieudonné 的 Treatise on Analysis 在 内 ) 试 图 去 “ 概 
括 " 近 代 分 析 学 ,此 学 科 的 身躯 实在 太 大 了 ,而且 每 天 都 在 成 长 . 仅 以 提供 “近代 分 
析 基 础 ”为 目标 的 本 书 ,当然 只 在 相对 较 小 的 范围 内 选择 最 基本 的 材料 . 但 确定 哪 
些 材 料 应 属 “ 基 本 ”并 不 容易 ,任何 有 关 取 舍 失 当 的 批评 都 是 值得 作者 考虑 的 . 

叙述 与 论证 的 简明 性 是 本 书 所 追求 的 基本 目标 之 一 . 除了 篇 幅 的 考虑 之 外 , 作 
者 觉得 , 唯 有 简洁 的 方法 才 是 真正 有 前 途 的 .“ 简 单 即 美 ”, 似 乎 应 成 为 数学 的 格 
言 . 单纯 削减 文字 ,显然 不 足以 达到 简洁 的 目的 ,体系 与 方法 上 的 改进 , 才 是 真正 发 
掘 潜力 之 道 . 对 于 材料 的 安排 及 所 有 重要 结论 的 处 理 ,都 作 了 反复 考虑 ,至 于 能 否 
达到 预期 的 效果 ,就 只 能 由 读者 来 评判 了 . 

本 书 常 将 一 些 互 有 联系 的 概念 统合 在 一 个 定义 中 (如 定义 1.4.1). 长 的 定义 
并 不 受 初学 者 欢迎 ,但 出 于 参考 目的 的 读者 可 能 更 喜欢 适度 集中 处 理 的 表述 . 本 书 
中 某 些 定理 在 叙述 了 主要 结论 之 后 ,用 "因此 ，…… ”或 “特别 地 ，…… ”这 样 的 句 式 
顺便 补 述 一 个 次 要 结论 (如 定理 1.5.1) ,而 不 是 将 次 要 结论 作为 推论 单独 列 出 ,而 
且 定 理 证 明 也 不 涉及 次 要 结论 . 以 上 两 者 都 可 能 收 简便 之 功效 ,但 本 意 却 不 在 于 节 
省 篇 幅 , 而 在 于 强调 相关 内 容 的 联系 ,也 更 便于 引用 . 

本 书 初稿 特 请 张 敦 穆 教 授 审阅 ,他 独 具 慧 眼 的 批评 建议 对 于 本 书 的 最 后 成 形 
作用 甚大 . 在 此 , 谨 致 以 深 深 的 感谢 . 
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2008 年 9 月 
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符号 说 明 


集 4 的 补 

集 4 的 内 部 

集 4 的 闭 包 

集 4 的 正 交 补 或 零 化 子 

集 {x eAhA:o(x)CO| 

绝对 连续 函数 类 

常 记 重 指标 , a = (aaz，…ans) € Qt 

以 a 为 心 、r 为 半径 的 球 

以 a 为 心 、r 为 半径 的 闭 球 

B 函数 z 

常 记 Borel 集 族 

1 上 的 有 界 函 数 空间 

有 界 变 差 函 数 类 

n 维 复 Euclid 空间 ;C = C: 

nxn 阶 复 矩 阵 之 全 体 

从 XX 到 了 的 连续 映射 之 全 体 ;C(X) = C(X,K) 
从 XX 到 了 的 C 映射 之 全 体 ;C'(X) = C(X,K) 
从 全 到 Y 的 有 紧 支 集 的 C' 映射 之 全 体 ;C.(X) = C'(X,K) 
从 站 到 了 且 无 穷 远 点 为 零 的 连续 映射 之 全 体 
Co(X,K) 

集 4 的 凸 包 

微分 算 子 - i3 

微分 算 子 (9， 0 ;0; = 0/ 0x; 

F 的 定义 域 

Dirichlet 核 

集 4 与 集 8 之 间 的 距离 ;d(x,A) = d( {x| ,4) 
集 4 的 直径 

集 4 的 边界 

Laplace 算 子 

代数 4 的 结构 空间 


LCS 

LP(O,E,n) 
L* (0,E,n) 
L(X,Y) 
L(X,,… 
L"(X,Y) 
L"(X,Y) 
LP (0,E) 


是。 》 Y) 


符号 说 明 


Kronecker 记号 

常 记 Banach 空间 

带 下 空间 结构 的 CO2,BE) ;8 CO) = 儿 '(0,K) 
即 区 ” (OF); 20O) = HN,K) 

函数 e 

Fréchet 导数 

方 同 导数 ;所 (x,h) : 单 侧 方 向 导数 

函数 了 的 Fourier 变换 

Fejér 核 

群 ;B 代数 中 的 可 逆 元 之 全 体 

上 的 拓扑 自 同 构 之 全 体 

Gelfand 表示 

T 函数 

常 记 某 个 Hilbert 空间 

从 旭 到 的 全 纯 函 数 之 全 体 ;H(0) = H(0,C) 
Sobolev 空间 

单位 算 子 ;1x:X 上 的 单位 算 子 

包含 映射 i: A CX. 

及 或 C( 由 上 下 文 判定 ) 

同 态 的 核 

局 部 紧 Hausdorff 空间 

局 部 凸 空间 

(Qn) 上 p 次 可 积 记 值 孙 数 空间 ;L(0,p) = (0,Ksp) 
(02,u) 上 本 性 有 界 函 数 空间 ;L* (0Q,p) = 2 (0,K,p) 
从 XX 到 I s 间 ;L(X) = L(X,X) 
从 XX x … x XX, 到 了 的 连续 nn 重 线 性 算 子 之 空间 
L(X,.…,X;Y) 

连续 对 称 n 重 线性 算 子 之 空间 

空间 P(0Q,E,n) ,4 为 计数 测度 

空间 PP(Q,K);PF = P(N) 

人 2 上 有 界 五 值 测度 之 全 体 ;M(CO) = M(0,K) 
Lebesgue 测度 

通常 记 正 测度 

自然 数 集 

点 * 的 邻 域 系 


符 号 说 明 


N(7) 

& 

P,(x) ,P,(%) 
Pp 

Q 

R, 

R(F) 

r,(%) 

s 
F(R',E) 


中 SN 


由 勾 


D 口 8 I> 2 


算 子 了 的 零 空间 

集 4 的 特征 函数 

Poisson 核 

通常 记 投影 

有 理 数 集 

n 维 实 Euclid 空间 ; R = R' 
区 间 [0,% );R' = (R,)" 

F 的 值 域 

x 的 谱 半径 

n 维 单位 球面 

五 值 速 降 函 数 空间 ;. 灾 (及 ') = (RR",K) 
符号 函数 

集 4 生成 的 向 量子 空间 

函数 /的 支 集 

x 的 谱 

7 的 点 谱 

n 重 环 面 ;T = T! = S: 
拓扑 ; 实 或 复 变 元 

平移 算 子 

f 在 [a,b] 上 的 全 变 差 , 亦 写作 V (UP 
区 的 对 偶 空间 

x 的 Gelfand 表示 

Sobolev 空间 

整数 集 

非 负 整数 集 ;23+ = (2Z,)" 

测度 空间 ,拓扑 空间 或 某 个 开 集 
恒 等 于 

近似 于 

同 构 、 同 胚 或 拓扑 同 构 (由 上 下 文 判定 ) 
等 价 于 

定义 为 

总 认 作 + % 

定理 或 命题 证 完 


几 上 点 说 了 明 


1. 指标 用 法 
出 现 于 多, TI ，u ,mn 下 的 指标 通常 省 略 , 其 变 程 由 上 下 文 判定 . 和 式 
》 a,(n e N) 依 情况 可 写成 


oo 
oo oo 

2 D0 D0 
n=1 1 

neN n=1 n 


Ta,, U 4, 等 类 似 . 给 定 x e K" 与 K" 值 函数 f, 总 自动 地 认定 x = (xi ,x,,，…， 
xm) ，f = (fi, 太 ,…, 所 ) ,上 标 T 表 示 转 置 . 

2. 集 记号 

集 {x e X: x 满足 P} 常 缩写 作 {P} ,如 {f > 0 = {x e 针 : 用 x) > 01. 约定 
A+B=iatb:aeA,beBl,a+B= {a+b:be Bl, 只 要 其 中 的 a+b 有 定 
义 ;4B,4B- 等 类 似 .对 于 B C27, 约定 B8* 为 B 的 任何 有 限 子 族 之 交 的 全 体 , B* 为 
B 中 所 有 集 之 并 . 

3. 映射 记号 

Ff: D CX 一 了 表示 映射 F: D 一 Y, 但 强调 D 看 成 X 的 子 空间 或 子 集 . p(…， 
y) 表示 映射 x 一 g(x,y) ,其 中 y 固定 . 

4. 不 等 式 记号 

A<BoOVae4,beB, 有 a 志 b,a BoOVb eB, 有 a < 志 4b, 只 要 其 中 a < 
b 有 定义 ;4 < B,4 < 5b 等 类 似 .f(4) <f(B)OVa eh4,beB, 有 f(a) fb) ;f=< 
gOVx.e D(f) = D(g), 有 f(x) < g(x);f < & 类 似 . 


5. 范 数 

1 .| 表示 K" 中 的 Euclid 范 数 ;|| ， |。 表示 sup 范 数 ; | ， |, 表示 书 范 数 . 不 
必 区 别 时 , 赋 范 空间 X,Y,L(X,Y) 及 X" 中 的 范 数 均 记 作 ‖ .中 . 约定 f= 
sup f(x) ‖ ,只 要 1(x) | (x e S) 有 定义 . 

6. 极限 


lim x, 与 lim xu, 分 别 缩写 为 lim %, 与 jim xu 二 表示 一 致 收银, 性 表示 亚 收 


敛 , 驴 表 示 依 测度 jy 收敛 , 一 a.e. 表示 几乎 处 处 收敛 ,一 表示 弱 收 敛 ,一 表示 弱 ” 
收敛 . 
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7. 零 记号 

0 依 情 况 表 示 数 零 、 零 向 量 、 零 泛 函 或 零 算 子 , 具 体 含义 由 上 下 文 判 定 . 

8. 空 间 记 号 

空间 (02,E,n) 依 情 况 缩写 为 PD(Q,E) ,LP(n) 或 三 ;有 通常 表示 空间 
ER ) 或 EC0O) 9 9 97 等 类 似 . 

9. const 的 用 法 

当 const 出 现在 式 子 中 时 , 它 表 示 某 个 常数 ,其 具体 数值 难以 或 不 必 明 确 写 出 . 

10. 其 他 约定 

aVb= maxi{abl,aAb= min {fablyar=aVO0O,a =(-a)’; supb 


=-%,ing = oo. 
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抽象 空间 被 称 为 近代 分 析 的 数学 分 支 ,大 体 上 形成 于 20 世纪 前 半 叶 ,其 突出 
特点 是 :概念 、 理 论 与 方法 在 各 种 抽象 空间 中 展开 ,并 大 量 运 用 近世 代数 、 几 何 与 拓 
扑 学 的 语言 与 处 理 模式 . 在 一 定 程度 上 可 以 说 ,抽象 空间 理论 之 于 近代 分 析 , 有 如 
实数 理论 之 于 经 典 分 析 . 这 就 使 得 任何 一 本 关于 近代 分 析 的 著作 ,不 得 不 花 相当 大 
的 篇 幅 , 先 去 介绍 抽象 空间 . 本 书 自然 不 能 例外 ,但 在 篇 幅 安 排 上 则 音 惜 得 多 , 仅 用 
一 章 而 已 . 这 就 只 能 选择 最 必需 的 材料 ,而 且 运用 高 度 紧凑 的 表述 方式 , 略 去 某 些 
推导 细节 . 这 样 做 的 结果 , 当然 不 会 使 本 章 特别 具有 可 读 性 , 它 看 起 来 更 像 是 定义 
与 结果 的 堆砌 ,以 至 使 你 很 快 耗 尽 停留 于 此 的 耐心 . 这 倒 不 是 什么 特别 严重 的 事 
情 . 在 初次 阅读 时 ,你 完全 可 以 选择 匆匆 而 过 ,尽快 转 和 后面 的 章节 (已 初步 学 过 
泛 函 分 析 的 读者 尤其 如 此 ) ,只 是 到 必要 查询 时 ,再 回顾 一 下 本 章 的 相关 部 分 . 

抽象 空间 无 疑 是 一 个 大 题目 , 短 短 的 一 章 甚至 不 足以 观 其 一 斑 . 但 一 个 快速 的 
浏览 可 能 有 一 个 好 处 :对 于 拓扑 空间 、 度 量 空间 、Banach 空间 \F 空间 及 局 部 凸 空间 
等 众多 对 象 ,更 易 从 互相 对 照 中 获得 某 种 综合 印象 ,而 这 对 于 理解 近代 分 析 的 逻辑 
基础 是 非常 有 益 的 . 


1.1 拓扑 空间 


在 抽象 空间 这 一 逻辑 链条 上 ,最 初 的 3 个 环节 就 是 集 、 拓 扑 空 间 与 度量 空间 ， 
它们 构成 本 节 的 对 象 . 

本 书 所 用 到 的 集 论 知识 都 是 常规 的 ,几乎 不 超出 常识 的 范围 ,无 需 备 述 其 详 . 
下 面 只 是 列举 若干 术语 与 记号 备查 . 

给 定 集 X, 以 2” 记 开 子 集 的 全 体 . 表示 一 集 4( CX) 的 标准 方式 是 

A= {x € 针 :x 满足 Pi， 
其 中 , P 是 某 个 命题 或 条 件 . 只 要 不 致 误解 ,就 用 简略 写法 4 = X(P) 或 4 = {P}. 
例如 , 设 4 是 实 多 项 式 f 的 实 零点 之 集 , 则 记 
A= {xeR:f(x) =0} 或 4 = {f = 01. 

集运 算 的 记号 是 标准 的 . 差 集 “4 减 B” 写 作 4\B, 而 将 记号 4 - B 保留 给 向 量 空间 
使 用 . 任 给 4 CX, 以 4° 记 补 集 X\4, 以 & 记 4 在 X 中 的 特征 函数 . 约定 字母 N,Z， 
Q,R,C 分 别 记 自 然 数 集 、 整 数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 与 复数 集 ,而 令 K = R 或 C. 

任 给 一 组 集 X,(1 < i < n) ,其 积 集 定义 为 
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TIX = XxX x XE = {vs% a) :x EX(l <isgn)|. 
ia 


当 X = X(1 < ign) 时 记 []X 为 X', 且 称 其 为 X 的 n 重 积 . 

任 给 非 空 集 与 Y, 设 FCXxY. 称 下 为 一 个 (二 元 ) 关系 , 当 (%x,y) e FF 时 ， 
说 x 与 YF 相关”, 记 作 xFy. 令 

D(F) = {x: (x,y) e F( dy e 7)}, 
R(F) = {y: (x,y) e€ F( jx e X)}, 
二 者 分 别称 为 的 定义 域 与 值 域 . 若 D = D(F) 关 8, 任 给 x e D, 恰 有 一 个 ye Y 
使 (x,y) e FF, 则 称 y 为 在 x 的 值 , 记 作 Fx 或 F(x) ,并 称 F 为 从 D 到 了 的 映射 ， 
记 作 所 : D 一 7, 当 必 要 强调 D 是 X 的 子 集 时 写作 
F:DCAX—Y. 
习惯 上 , 常 将 取 值 于 及 或 C 中 的 映射 称 为 函数 , 但 我 们 宁可 视 上 映射. 函数、 算 子 等 为 同 
义 语 而 不 严 加 区 别 . 以 7 或 1z 记 单 位 映射 到 一 Xx 一世 茶艺 关 4CX 则 以 这 4C 
于 记 包 含 映 射 4 一 对,x 一 xx. 给 定 映 射 玉 :一 了 与 4CTB C 了 ,约定 
FA= {Fx:xeAl}, FB= lx:FxeBl， 
二 者 分 别称 为 4 关于 FF 的 像 与 B 关 于 F 的 原 像 . 任 给 B,B, C Y(i e 7) ,成 立 
『 (UB)=UF'B, F (NB)=NFB,, i 
FB = (FB).. 
鉴于 连续 映射 与 可 测 映 射 等 均 要 用 原 像 刻画 , 式 (1. 1.1) 有 重要 意义 . 若 当 Fx = 
Fz 时 必 x = z, 则 称 下 为 单 射 ; 若 FX = Y, 则 称 下 为 满 射 ; 若 F 同时 是 单 射 与 满 射 ， 
则 称 下 为 双 射 ,此 时 下 有 一 道 映射 或 反 函 数 7 , 它 定义 为 
F :Yo X, Fx—>x. 

设 F 与 6 是 两 个 映射 . 若 C G6, 则 称 G 为 的 扩张 ,而 称 F 为 G6 在 D(F) 上 

的 限制 ,写作 = G1 D(F). 若 R(F) C D(CG), 则 6G 与 的 复合 映射 定义 为 
GoF:x—G(Fx). 

车 。F 有 意义 , 则 记 作 严 ; 严 的 意义 依 此 类 推 . 

设 4 是 一 集 . 若 存 在 一 单 射 4 一, 则 称 4 为 可 数 集 . 约定 空 集 也 为 可 数 集 . 习 
惯 上 ,说 可 数 集 “ 含 可 数 多 个 元 ”. 若 1 为 可 数 集 , 则 说 集 族 |4, : i e 1 了 含 可 数 多 个 
集 . 集 族 {4, : ne RN] 称 为 集 列 ,通常 简写 作 {4,} .和 若 4， Ch, C …( 或 4 D4, 2 
…) , 则 称 {4,} 为 升 列 ( 或 降 列 ). 在 本 书 中 ,说 到 可 数 集 族 {4,| 时 ,不 妨 总 认定 它 
是 无 限 可 数 集 族 ,这 在 涉及 并 与 交 运 算 时 并 不 失 一 般 性 , 因 总 可 运用 

4U4U…U4 =4U…U4UGUVU… 

一 类 的 等 式 . 集 列 {4,| 的 上 极限 与 下 极限 分 别 定义 为 


n=lk=n 
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序 关 系 在 分 析 中 被 广泛 使 用 ,其 定义 是 很 简单 的 . 

定义 1.1.1 设 非 空 集 和 上 给 定 了 一 个 关系 <. 若 < 满足 条 件 

(i) 自 反 性 ; x < x(x e X); 

(ii) 传递 性 :x < yz 寺 x 三 z(x,y,z e 五) ， 

则 称 三 为 拟 序 . 

若 进而 设 三 满足 条 件 

(iii) 反对 称 性 :x yx 二 x = y(x,y eX)， 
则 称 和 为 半 序 . 

若 半 序 三 满足 条 件 

(iv) 完全 性 : x 和 y 与 y 科 x 必 居 其 一 (x,y e 站 )， 
则 称 大 为 全 序 . 

当 友 为 拟 序 、 半 序 与 全 序 时 分 别称 (X,，< ) 为 拟 序 集 、 半 序 集 与 全 序 集 . 
当 x <y 时 总 约定 y 宇 x. 若 夺 是 拟 序 , Vx,y EX,3jze, 使 得 x 达 zy 大 z, 则 
称 (X, 三 ) 为 有 向 集 . 

设 (XX, < ) 为 半 序 集 , 4 CX,b e XX. 若 4 < 6b( 这 意味 着 Ya e 4, 有 a < 4b)， 
则 称 5 为 4 的 上 界 ; 若 4A < 5b e 4, 则 称 5 为 4 的 最 大 元 ;和 否 b e 4, 当 b5 <a eh4 时 
必 a = 5b, 则 称 45 为 4 的 极 大 元 . 类 似 地 可 定义 下 界 、 最 小 元 与 极 小 元 . 

以 下 命题 称 为 极 大 原理 , 它 被 作为 公理 接受 . 

命题 1.1.1 设 X 是 一 半 序 集 ,其 中 , 每 个 全 序 子 集 有 上 界 , 则 XX 必 有 极 大 元 . 

最 常用 的 两 个 半 序 集 如 下 :其 一 是 R" ,在 其 中 规定 

XYyOXEy,, lg<ign, 
这 样 的 < 称 为 标准 向 量 序 , 简 称 为 向 量 序 . 本 书 在 R" 中 用 到 序 时 总 是 指向 量 序 . < 
不 是 全 序 , 除 非 n = 1. 其 次 , 任 给 集 X, 包 含 C 与 2 都 是 集 2 中 的 半 序 . 

现在 转向 本 节 的 主题 :拓扑 . 它 用 来 描述 最 一 般 意 义 下 的 极限 与 连续 性 ,而 这 
正 是 近代 分 析 所 必需 的 . 

定义 1.1.2 设 X 是 一 非 空 集 , r C 2*. 车 7 满足 如 下 开 集 公理 2. 

(01) 7 中 任 一 族 集 的 并 属于 7; 

(0,) 7 中 任何 有 限 个 集 的 交 属 于 7; 

(0,) X,G eT7, 

则 称 7 为 X 上 的 一 个 拓扑 , 称 (X,7) 或 为 一 个 拓扑 空间 , 称 每 个 4 es 7 为 开 集 ,而 
称 4 为 闭 集 . 可 数 个 开 集 之 交 称 为 Gs 集 , 可 数 个 闭 集 之 并 称 为 集 . 
给 定 拓 扑 空间 (X,7) ,4CX,x e XX. 无 论 x 的 具体 形态 如 何 ,总 称 x 为 X 中 的 


Q@ Hausdorf 最 早 (1914) 提 出 拓扑 空间 的 公理 化 定义 . 不 过 ,Hausdorf 的 定义 与 此 处 基于 开 集 公理 的 定 
义 略 有 不 同 . 
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点 ,而 称 4 为 点 集 , 这 有 助 于 将 拓扑 概念 与 常识 中 的 空间 事实 类 比 . 下 面 界定 一 系 
列 与 4 有 关 的 概念 , 且 顺 便 指出 一 些 相关 的 简单 结论 (其 证 明 是 平凡 的 , 均 被 省 
去 ) ,术语 的 选择 自然 联系 着 这 些 概 念 的 直观 背景 . 

(i) 若 存 在 Ve + 使 x e VC 4, 则 称 x 为 4 的 内 点 , 称 4 为 x 的 邻 域 . 4 的 全 
体内 点 组 成 4 的 内 部 , 记 作 4". x 的 全 部 邻 域 组 成 x 的 邻 域 系 , 记 作 当 B C 4° 时 
也 称 4 为 集 B 的 邻 域 . 4° 恒 为 开 集 , 4 是 开 集 64 = 4°. 

(ii) 车 VV e NV, 有 A4NMVz8, 则 称 x 为 4 的 触 点 .4 的 全 体 触 点 组 成 4 的 闭 
包 , 记 作 4. 闭 包 与 内 部 呈 某 种 对 偶 性 
A=A°":, A° = (4)” = 4 (1.1.2) 
据 此 推出 : 4 是 闭 集 , 4 是 闭 集 54 = 4. 若 4 = 工 , 则 称 4 为 稠 集 或 说 4 在 式 中 稠 
密 . 若 工 中 存在 可 数 稠 集 , 则 称 工 为 可 分 空间 . 

(iii) 称 34 A 4\4? 为 4 的 边界 ，34 中 的 点 称 为 4 的 边界 点 . 94 恒 为 闭 集 , 4 
是 闭 集 扣 4 C 4, 34 = 人 所 4 是 既 开 又 闭 之 集 . 

(iv) 若 x se4\fx} , 则 称 x 为 4 的 聚 点 或 极限 点 . 4 的 全 体 聚 点 组 成 4 的 导 集 ， 
记 作 4 . 若 x e 4\4', 则 称 x 为 4 的 孤立 点 .4' 恒 为 闭 集 且 4 = 4 U 4', 4 是 闭 集 必 
A' C 4. 

(v) 设 4 短信 令 rr = 14NV:Ver), 则 zw 是 4 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 + 在 4 
中 导出 的 相对 拓扑 . 只 要 未 另 作 说 明 ,在 拓扑 空间 X 的 非 空子 集 4 上 总 使 用 相对 拓 
扑 , 且 称 4 为 X 的 拓扑 子 空间 . 与 相对 拓扑 有 关 的 所 有 概念 均 冠 以 相对 二 字 ,如 相 
对 开 集 、 相 对 闭 集 、 相 对 闭 包 等 . 

设 B C2”, 约 定 以 B* 记 B 中 所 有 和 集 之 并 ,以 B* 记 B 的 有 限 子 族 之 交 的 全 体 . 显 
然 B CB',B = 有 司 B 对 有 限 交 运算 封闭 , 4CB 司 B 覆 盖 4. 

定义 1.1.3 设 (X,r) 是 一 拓扑 空间 ,8 C r. 背 每 个 4 e r 可 表 为 8 中 某 些 集 
之 并 , 则 称 6 为 X( 或 +) 的 拓扑 基 ; 若 B ”是 天 的 拓扑 基 , 则 称 B 为 的 拓扑 次 基 或 
拓扑 子 基 . 若 了 有 可 数 的 拓扑 基 , 则 称 为 第 二 可 数 空间 . 

几乎 平行 地 , 若 x e X,B C N,VAh e 1,3B eB, 使 BC4, 则 称 B 为 x 的 邻 
域 基 ; 若 B" 是 x 的 邻 域 基 , 则 称 B6 为 x 的 邻 域 次 基 . 若 工 中 每 点 有 可 数 的 邻 域 基 , 则 
称 导 为 第 一 可 数 空间 . 拓扑 基 ( 或 邻 域 基 ) 中 的 集 也 称 为 基 开 集 ( 或 基 邻 域 ). 

凡 用 拓扑 描述 的 概念 与 结论 ,通常 可 改 用 拓扑 基 ( 甚 至 拓扑 次 基 ) 来 描述 , 而 
后 者 只 需 用 到 较 少 的 集 , 且 往往 是 特别 选 定 的 结构 简单 的 集 , 这 就 可 能 简化 问题 . 
基 概 念 的 作用 即 系 于 此 . 邻 域 基 与 邻 域 次 基 亦 有 类 似 好 处 . 顺便 指出 ,从 一 类 对 象 
的 总 体 中 挑选 出 一 部 分 代表 ,使 之 能 起 到 与 总 体 等 价 的 作用 , 刀 是 分 析 数 学 中 的 一 
种 普遍 方法 . 各 种 形式 的 基 概 念 正 是 为 实行 此 方法 而 设 . 

命题 1.1.2 设 X 是 一 非 空 集 , 6 C 2*. 若 B 满足 条 件 

(i) B* = Xi 
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(ii) VA,B eB,VxeANMB,ICepB, 使 x eCCANB, 
则 XX 上 存在 唯一 拓扑 7 以 B 为 其 拓扑 基 . 若 B 仅 满足 条 件 (i), 则 半 中 存在 唯一 拓 
扑 7 以 B 为 其 拓扑 次 基 ( 这 样 的 7 称 为 由 B6 生成 的 拓扑 ). 
证 令 7 = 14:4 是 6 中 某 些 集 之 并 | , 则 用 条 件 (i) 与 (ii) 可 验证 7 就 是 以 B 
为 拓扑 基 的 唯一 拓扑 . 若 B8 仅 满 足 条 件 (i) , 则 B” 必 满足 条 件 (i 与 (ii), 因而 6 生 
成 所 要 求 的 拓扑 . 口 
构成 拓扑 时 通常 要 直接 或 间接 地 用 到 命题 1. 1.2 ,度量 拓扑 的 构成 就 是 一 个 
典型 例子 .下 面 就 来 定义 度量 空间 . 
定义 1.1.4 设 半 是 一 非 空 集 ,函数 d: xX 一 RR, 满足 如 下 距离 公理 : 
(D,) 对 称 性 : d(x,y) = d(y,*); 
(D,) 三 角 不 等 式 : d(x,y) < d(x,z) + d(z,y); 
(D;) 正定 性 : d(x,y) =0 人 xx = 了 Y， 
其 中 , x,y,z e X, 则 称 4 为 X 上 的 一 个 度量 , 称 (X,d) 或 了 为 一 个 度量 空间 . 
给 定 度量 空间 (X,d) 与 非 空 集 4,B CX. 令 
d(A,B) = 要 inf ,dla, b), diam A = Shp, d(a,b), (1.1.3) 
称 d(4,B) 为 集 4 与 8 之 间 的 距离 ,约定 d(x， 4) = d( {x | ,4) ; 称 diam 4 为 集 4 的 
直径 , 当 diam 4 < o 时 称 4 为 有 界 集 . 任 给 a e 与 r+ > 0, 令 
区 = {x eX:d(a,x) <r， 
B(a) = {x e X: d(a,x) 到 了. 
二 者 分 别称 为 以 a 为 心 以 7 为 半径 的 球 (或 开 球 ) 与 闭 球 . 球 是 度量 空间 中 唯一 具 
某 种 规则 性 的 “图 形 ”, 其 作用 至 大 . 知 令 
B= {B,(a):a eX,r >0), (1.1.5) 
则 易 验 证 B 满足 命题 1.1.2(i) 与 (ii)， 因 而 以 B 为 拓扑 基 在 蕊 中 生成 一 个 拓扑 7， 
称 它 为 由 度量 d 导出 的 度量 拓扑 . 只 要 未 另 作 规定 ,在 度量 空间 中 总 使 用 度量 拓 
扑 . 任 给 x e XX, {By,(x) :meNI 是 x 的 一 个 可 数 邻 域 基 . 因此 ,度量 空间 总 是 第 
一 可 数 空间 . 更 深刻 一 点 的 结论 是 
定理 1.1.1 第 二 可 数 的 拓扑 空间 是 可 分 空间 , 可 分 的 度量 空间 是 第 二 可 数 
空间 . 因此 ,对 于 度量 空间 而 言 ,第 二 可 数 性 与 可 分 性 一 致 . 
证 ” 若 拓 扑 空间 于 有 可 数 拓扑 基 | B,1 , 任 取 e B,(n e N), 则 易 见 16,1 是 
下 中 的 可 数 笛 集 ,因而 瑟 可 分 . 若 度 量 空间 XX 有 可 数 稠 集 {,} , 则 可 验证 {By (b,): 
n,k e 人 是 半 的 可 数 拓扑 基 , 因 而 X 是 第 二 可 数 空 间 . 口 
任 给 拓扑 空间 (XX,7) ,车 存在 上 的 度量 d 使 7 为 其 度量 拓扑 , 则 说 是 可 度 
量化 的 ,或 称 7 为 可 度量 化 拓扑 . 必须 强调 指出 ,对 于 可 度量 化 空间 来 说 ,本 质 的 东 
西 是 其 中 的 拓扑 ,而 不 是 导出 该 拓扑 的 度量 . 同一 个 拓扑 可 以 由 多 个 (甚至 无 限 多 
个 ) 不 同 的 度量 导出 . 例如 , 知 d 是 上 的 一 个 度量 , 则 


(1.1.4) 


“6. 第 1 章 抽象 空间 


di(x,y) = d(x,y) A 1, x,yeX 
亦 是 X 上 的 一 个 度量 , 且 与 d 导出 同一 个 度量 拓扑 . 度量 空间 较 具 直观 性 ,分 析 学 
家 无 疑 更 乐于 使 用 可 度量 化 空间 . 但 如 本 书后 面 将 看 到 的 ,完全 排除 不 可 度量 化 的 
拓扑 空间 ,在 分 析 学 中 是 行 不 通 的 . 
最 常用 的 度量 空间 之 一 是 Euclid 空间 K"( 记 住 , 已 约定 K = 及 或 C) , 在 其 中 
使 用 如 下 的 Euclid 度量 : 


1/2 
d(x,y) = (5 | x, -yi ) ， xy eK". (1.1.6) 


注意 本 书 中 只 要 写 出 x e K" ,就 认定 x = (xi ,*,，,… ,x,) ， 而 不 特别 注 明 . 由 Euclid 
度量 导出 的 拓扑 称 为 通常 拓扑 ,在 K" 中 总 使 用 通常 拓扑 . 
在 本 书 中 ,度量 空间 主要 以 Banach 空间 或 了 空间 的 子 集 的 形式 出 现 . 可 以 证 
明 ,任何 度量 空间 ( 改 赋 适 当 等 价 度量 后 ) 都 可 艇 入 某 个 Banach 空间 . 因此 ,并 无 
专门 深 论 度量 空间 的 必要 . 
再 回 到 一 般 的 拓扑 空间 (站,7). 对 中 点 集 性 质 所 作 的 描述 多 少 带 有 几何 色 
彩 , 而 我 们 的 主要 兴趣 却 在 分 析 学 . 在 拓扑 空间 这 种 高 度 抽象 的 结构 中 ,能 否 建立 
某 种 分 析 学 ?这 首先 取决 于 其 中 能 否 有 效 地 界定 极限 与 连续 性 ,这 正 是 我 们 下 面 就 
要 考虑 的 问题 
定义 1.1.5 设 X 是 一 拓扑 空间 , (7, < ) 是 一 有 向 集 , {x,: te 下 CX, 后 者 
也 简写 作 {x,} , 称 它 为 X 中 的 一 个 网 . 若 有 x e 站, 使 得 
VVe NN,jtc eT,Vt 宇 tj, 有 zx, eV, (1.1.7) 
则 称 {x,| 为 收 全 网 ,且说 它 收敛 于 极限 x, 记 作 x%, 一 x. 
显然 序列 是 网 的 特例 ,因而 网 可 看 成 序列 的 推广 (有 人 称 之 为 广义 序列 或 有 
向 列 ) ,条 件 (1.1.7) 正 是 参照 序列 收敛 的 条 件 仿制 出 来 的 . 如 定义 1.1.5 的 极限 
概念 首先 由 Moore-Smith 于 1922 年 提出 ,因而 称 为 Moore-Smith 极限 , 它 涵盖 了 数 
学 中 迄今 所 用 到 的 各 种 极限 ,当然 也 包含 了 通常 的 序列 极限 与 函数 极限 ,具有 极 大 
的 普遍 性 . 唯 因 其 过 于 一 般 , 关 于 它 能 建立 的 结论 很 少 ,除非 引入 附加 条 件 . 例如 ， 
要 使 极限 有 唯一 性 ,就 要 对 空间 XX 加 以 限制 . 
定理 1.1.2 拓扑 空间 XX 中 任何 收敛 网 有 唯一 极限 的 充 要 条 件 是 : 任 给 一 对 
相 异 点 x*,y e 了 ,存在 U e 人 VV,V e 人 1, 使 得 UN V= 8. 
定理 1.1.2 的 证 明 并 不 难 ,但 还 是 略 去 . 具有 定理 所 给 性 质 的 空间 称 为 Haus- 
dorff 空间 或 7 空间 . 本 书 用 不 到 非 Hausdorf 的 拓扑 空间 . 
对 于 条 件 (1.1.7) 值 得 作 点 说 明 . 首先 ,其 中 的 .人 可 代 以 x 的 某 个 邻 域 基 或 邻 
域 次 基 , 这 就 可 能 大 大 简化 条 件 的 验证 . 若 式 是 度量 空间 ,以 |B.(x) : es > 0} 取代 
1, 则 条 件 (1.1.7) 成 为 
Ve >0,3ic eT,Vt=to, 有 d(x,,x) < 2. (1.1.8) 
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知 进而 以 序列 {x,| 取代 网 x, , 则 条 件 (1. 1.8) 又 可 写成 
Ve >0,j3n,ce N,Vn 宇 nm, 有 d(x,,x) < 2， 

这 正 是 通常 d(x%, ,x) 一 0 的 条 件 . 

原则 上 ,所 有 拓扑 概念 均 可 用 收敛 网 来 刻画 ,这 是 分 析 学 者 乐于 看 到 的 一 个 事 
实 .例如 ,不 难 验 明 : x e 4 所 存在 网 |x,} C 4, 使 得 x, 一 *;4 是 闭 集合 若 | 和 C 
4,x, 一 x, 则 必 x e 4. 简 言 之 , 闭 集 就 是 对 极限 运算 封闭 的 集 . 对 于 第 一 可 数 空间 ， 
上 述 结论 中 用 到 的 网 均 可 改 为 序列 若 r( = 1,2) 是 XX 上 的 两 个 拓扑 ,7 C 7 , 则 
说 7 弱 于 或 强 于 7 以 习 尝 zx 记 网 | 依 拓 r 收敛 于 和 则 CT 全 对 大 
中 任何 网 {x,} ,从 x, 包 x 推 出 和 包 x;r， = 玫 人 对 下 中 任何 网 {x, | ,x, 咏 x 等 价 于 
x, 余 x. 这 就 表明 ,和 上 的 拓扑 完全 由 网 的 收敛 性 确定 . 

尽管 网 与 序列 有 很 大 的 类 似 性 ,但 网 毕竟 缺乏 直观 性 ,难以 为 人 们 所 接受 ,至 
今 许多 著作 都 回避 它 . 实际 上 ,网 所 带 来 的 麻烦 比 表 面 上 看 来 要 少 得 多 ,在 理论 分 
析 中 尤其 如 此 . 因此 ,网 的 使 用 在 本 书 中 要 稍 多 一 点 . 凡 不 适应 它 的 读者 , 且 把 它 当 
作 序 列 看 待 好 了 . 若 仅 考虑 第 一 可 数 空间 (特别 是 度量 空间 ) ,当然 仅 用 序列 就 
够 了 . 

定义 1.1.6 设 式 是 度量 空间 . 若 序列 {x,} C 满足 如 下 Cauchy 条 件 : 

lim d(x ,x,) = 0， (1.1.9) 

则 称 {x,} 为 Cauchy 序列 . 车 中 的 Cauchy 序列 均 收敛 , 则 称 X 为 完备 度量 空间 . 

吞 取 X = RR, 则 条 件 (1.1.9) 成 为 


Aim | x -x.|=0. 


根据 熟知 的 Cauchy 收敛 准则 ， 这 正 是 fx 上 | 收敛 的 充 要 条 件 . 因此 不 妨 说 , 完备 度 
量 空间 正 是 使 Cauchy 收敛 准则 适用 的 度量 空间 . 完备 性 的 意义 ,已 不 言 而 喻 . 以 
上 解释 同时 说 明了 : R( 以 及 K" ) 是 完备 度量 空间 . 

关于 完备 性 易 验证 以 下 简单 结论 : 

命题 1.1.3 设 斌 是 度量 空间 , 8 关 4 CX 车 4 依 X 中 的 度量 完备 , 则 4 是 闭 
集 . 若 工 完备 而 4 是 闭 集 , 则 4 作为 度量 空间 必 完 备 . 

定义 1.1.7 设 X 与 Y 是 拓扑 空间 ,Ff : X 一 Y,x < 下 在下 满足 条 件 

VVe fi,3IU ee N, 使 得 FU CV， (1.1.10) 

则 说 五 在 x 连续 . 若 映射 下 在 每 点 x e 开 连续 , 则 称 下 : 一 了 为 连续 映射 . 以 C(X， 
Y) 记 从 下 到 了 的 连续 映射 的 全 体 , 令 C(E) = C(X,K). 若 Fe C(X,Y) 且 Fe 
C(Y,) , 则 称 五 为 同 胚 , 记 作 下 : 邢 兰 颈 当 这 样 一 个 同 胚 下 存在 时 , 就 说 忒 与 了 互 
相同 胚 . 若 到 :下 兰 FX,FX 是 了 的 子 空间 , 则 说 :XX 一 了 是 一 个 拓扑 嵌入 . 若 下 映 
XX 中 的 开 集 为 Y 中 的 开 集 , 则 称 下 为 开 上 映射. 若 政 映 关 中 的 闭 集 为 Y 中 的 闭 集 , 则 
称 下 为 闭 映射 . 
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条 件 (1.1.10) 中 的 /Ai 可 代 以 Fx 的 某 个 邻 域 次 基 . 注意 及 此 ,通常 可 明显 简 
化 条 件 (1.1. 10) 的 验证 . 若 下 与 了 均 为 度量 空间 , 则 条 件 (1.1.10) 可 代 以 条 件 
Ve >0,;36 >0, 当 y e X,d(x,y) <6 时 , d(Fx,Fy) < &. (1.1.11) 
这 已 十 分 接近 于 经 典 分 析 中 的 连续 性 条 件 . 若 将 条 件 (1.1.11) 加 强 为 
Ve >0,36 >0,Vx,y e X,d(x,y) <6 = d(Fx,Fy) < ee, (1.1.12) 
则 说 五: 一 了 一 致 连续 . 换 成 极限 的 说 法 ,条 件 (1.1.10) ~ (1.1. 12) 分 别 等 价 于 


x X= Fxrx,— Fx, (1.1.10)" 
X 一 % Fr, — Fx, (1.1.117) 
d(x,,y,) —0 = d(Fx,,Fy,) 一 0， (1.1.12)" 


其 中 , {x,} 是 中 的 网 , {x,| 与 {7,} 是 X 中 的 序列 . 

经 典 分 析 中 关于 连续 性 的 一 些 简 单 结论 ,如 连续 函数 的 复合 函数 是 连续 函数 ， 
实 (或 复 ) 值 连续 函数 的 和 与 积 是 连续 函数 等 ,在 一 般 拓 扑 空间 中 仍然 有 效 , 且 其 
证 明 亦 无 重大 差别 ,这 些 都 不 必 细 述 . 此 处 要 强调 的 ,只 是 以 下 基本 结果 . 

定理 1.1.3 设 X 与 Y 是 两 个 拓扑 空间 , 下 : X 一 Y, 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i )F ee C(X,Y), 

(ii) 任 给 开 集 (或 闭 集 ) B C 了 ,天 8 是 开 集 (或 闭 集 ) ; 

(这 ) VB e B,F 8 是 开 集 ,B 是 了 的 某 个 拓扑 次 基 ; 

(iv) V4 C 半 ,有 rfA4CFA. 
对 于 f: 对 一 RR, 以 下 条 件 互 相等 价 ; 

(CD es C(X); 

(i) "YaeR,tp<eal 与 1 > al 为 开 集 ; 

(ii)" Va e R,{f < ec 与 人 > al 为 闭 集 . 

证 只 和 需 证 定理 的 前 半 部 分 . (i) 寺 ( 道 ) 坟 (让) 是 明显 的 . 

(ii 一 (iv) ”84 为 闭 集 与 条 件 (i) 一 起 推出 ”54 为 闭 集 ,于 是 

FACFF'FACFF" FACKA. 

(iv) 坟 (i) 设 xeX,Ve ff, 令 U=F "下, 则 FU CV. 下面 说 明 条 件 (iv) 

推出 V es 人 反 证 之 . 若 U 4 人, 则 x e UV” = UV"( 由 式 (1.1.2)). 于 是 
FxeFUcF = FF VCVv = Vp°, 

这 与 fx e VV 相 矛盾 . 因此 下 在 * 连续 . 口 

注意 定理 1.1.3 中 的 诸 条 件 给 出 连续 映射 的 整体 刻画 , 它 并 不 直接 涉及 下 在 
点 的 连续 性 . 可 从 两 个 方面 应 用 定理 1.1.3. 其 一 是 利用 连续 映射 来 构成 开 集 与 闭 
集 ,这 是 获得 开 集 与 闭 集 的 最 简捷 的 途径 之 一 . 例如 , 取 = R”( 将 其 等 同 于 
R” ,其 中 , 使 用 通常 拓扑 ) , 令 KX4) = det4(4 = [ay] e X). 因 用 4) 是 ay 的 多 项 
式 , 连 续 性 不 成 问题 . 于 是 由 定理 1. 1. 3 得 出 

cC=irzol=ilr>oluUurs<0i 
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是 式 中 的 开 集 . 注 意 6 正 是 ” 阶 可 逆 实 矩阵 之 全 体 . 不 妨 设想 一 下 ,如 果 不 用 定理 
1.1.3 而 直接 判定 6 为 开 集 ,能 否 如 此 快捷 ! 

另 一 方面 , 亦 可 用 定理 1.1.3 来 判定 连续 性 . 试看 一 例 . 

引 理 1.1.1 设 X 与 Y 是 拓扑 空间 ,X = .A ,. 多 是 开 集 族 或 闭 集 的 有 限 族 , 映 
射 族 {P es C(4,Y) : 4 e -满足 条 件 

FIANB=F,IANB, A,Be.%, (1.1. 13) 

则 存在 唯一 映射 e C(X,7Y) ,使 得 Fl 4 = F(Ah4 e .7%). 

证 ”只 考虑 .名 是 开 集 族 的 情况 ( 当 .名 是 有 限 闭 集 族 时 证 明 是 类 似 的 ). 由 条 
件 (1.1.13) 显 然 推出 有 唯一 映射 一 了 使 得 Fl 4 = F(4 e . 台 ). 任 给 开 集 V 
CY, 因 Fri'V 是 中 的 开 集 , 故 F"'V =U {FriV: 4 e -是 和 中 的 开 集 .这 正 表 
明 F e C(X,Y). 口 

可 以 说 , 引 理 1.1.1 中 的 下 乃 由 连续 映射 Fi(4 e .有 %) 拼接 而 成 . 因此 引 
理 1.1.1 称 为 拼接 引 理 ,应 用 颇 广 . 微 积 分 学 中 判定 所 谓 分 段 函 数 的 连续 性 时 ， 
实际 上 相当 于 用 了 拼接 引 理 ,只 是 未 加 注意 黑 了 . 
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在 1.1 节 中 看 到 ,在 拓扑 空间 上 可 展开 某 种 极限 与 连续 性 理论 ,而 且 不 乏 具 有 
实质 意义 的 结果 . 抽象 空间 理论 的 开拓 者 曾经 一 度 认 为 ,拓扑 空间 或 许 是 建立 某 种 
抽象 分 析 的 适当 框架 . 但 人 们 很 快 发 现 , 沿 这 一 方向 行 之 不 远 . 分 析 学 特别 依赖 的 
两 种 手段 一 一 代数 运算 与 度量 估计 ,拓扑 空间 都 不 能 提供 . 这 就 需要 能 同时 弥补 上 
述 缺 陷 的 抽象 空间 . 有 多 种 选择 能 适合 这 一 需要 ,最 适当 的 选择 或 许 应 推 本 节 所 述 
的 赋 范 空间 , 它 既 不 失 之 过 宽 ,也 不 失 之 过 窗 . 在 一 定 意义 上 可 以 说 ,近代 分 析 学 的 
主要 部 分 就 是 赋 范 空间 上 的 分 析 学 . 

本 节 主 要 考虑 赋 范 空间 , 同时 也 附带 地 涉及 更 一 般 的 了 空间 与 局 部 凸 空间 ， 
这 些 空间 都 是 带 有 一 定 拓扑 结构 的 向 量 空间 . 本 书 中 用 到 向 量 空间 时 总 假定 其 基 
域 为 K,K =R 或 C.K = 及 与 C 分 别 对 应 实 向 量 空间 与 复 向 量 空间 , 每 个 复 向 量 空 
间 也 可 当 作 实 向 量 空间 使 用 . 关于 向 量 空间 的 基 \ 维 数 、 向 量子 空间 等 概念 假定 是 
熟知 的 ,它们 属于 线性 代数 的 内 容 , 可 参考 任 一 本 线性 代数 著作 . 对 于 向 量 空间 中 
的 子 集 4,B, 以 下 记号 是 通行 的 : 

A+B= {at+b:ae/h,b eBl, 
AA = {Aa:aeAhA}, Kx = {Ax: A e Kj}. 

定义 1.2.1 设 X 是 K 上 的 向 量 空间 .车 函数 x :一 R, 满足 条 件 

(Ni) 齐 次 性 : | ax =l al lx ,a ek,x e 

(N,) 三 角 不 等 式 : 1x +y| < x + iyl,*,y ee 天， 
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则 称 1x | 为 下 上 的 一 个 半 范 . 

若 半 范 | x | 进而 满足 条 件 

(N;) 正定 性 : 1xl =0x=0,x eX， 
则 称 x 为 X 上 的 范 数 , 且 称 (X, .| ) 或 了 为 赋 范 空间 

今后 说 到 范 数 公理 (N; ) ~ (N; ) 时 总 依 定义 1.2.1. 

设 X 是 给 定 的 赋 范 空间 . 直观 上 , 范 数 上 x 可 看 成 向 量 x 的 长 度 . 令 d(x,y) = 
x 一 yy (x,y e 站 ) , 则 直接 看 出 d 满足 距离 公理 (D,) ~(D;)( 由 定义 1.1.4), 因 
而 4 是 和 上 的 一 个 度量 , 称 为 由 范 数 决定 的 度量 ,其 度量 拓扑 称 为 范 数 拓扑 . 依 范 
数 拓扑 的 收敛 称 为 范 数 收敛 , 序列 {x,| C 针 范 数 收敛 于 x x, -* 上 一 0 .只 要 
未 另 作 规定 ,在 赋 范 空间 上 总 使 用 由 范 数 决定 的 度量 与 范 数 拓扑 . 知 站 作 为 度量 
空间 完备 , 则 称 X 为 Banach 空间 . X 是 Banach 空间 意味 着 ,下 中 任何 序列 |x,| 收 
敛 的 充 要 条 件 是 它 满足 Cauchy 条 件 ( 对 照 式 (1. 1.9)) 

im, x,—x, | =0. (1.2.1) 

从 公理 (Ni ) ~ (N;) 直 接 推出 ,关中 的 加 法 x +y 与 数 乘 ax(a e KK,x,y e X) 都 
是 连续 的 ,而 由 此 又 推出 以 下 意义 重大 的 结论 :固定 a e X,0 a e 民 , 平 移 x 一 x + 
a 与 相似 变换 x 一 ax 都 是 Z 到 自身 的 同 胚 . 这 就 表明 ,就 拓扑 性 质 而 言 , 赋 范 空间 是 
“各 处 一 致 ”的 ,而 且 不 同 半径 的 球 亦 无 区 别 . x = 0 的 邻 域 称 为 0 邻 域 ,0 邻 域 系 完 
全 决定 了 全 空间 的 拓扑 结构 . 为 描述 了 中 的 收敛 性 ,只 要 描述 x, 一 0( {x,| CX 是 
任 一 序列 ) 的 条 件 就 够 了 . 你 会 看 到 ,本 书 对 各 种 赋 范 空间 (以 及 LCS) 所 给 的 收敛 
条 件 ,都 是 “收敛 于 零 " 的 条 件 . 

结合 代数 运算 与 极限 运算 的 自然 结果 是 导向 考虑 无 穷 级 数 . 设 {x,| C 工 , 则 


2 
X= Dx Os = 2 xi —%, n—%. 
i=1 i=1 


当 》 | x, 上 收敛 时 说 级 数 》 x, 绝对 收敛. 顺便 指出 ,将 范 数 类 比 于 绝对 值 ,是 理 
解 赋 范 空间 问题 的 一 个 好 方法 . 以 下 结果 易 被 忽略 但 意义 重大 . 

引 理 1.2.1 赋 范 空间 式 完 备 的 充 要 条 件 是 其 中 的 绝对 收敛 级 数 均 收 敛 . 

证 必要 性 是 明显 的 ,只 证 充分 性 . 设 X 中 的 绝对 收敛 级 数 均 收 敛 ,|x,| CX 
是 一 Cauchy 序列 , 今 证 1x,| 收敛 . 利用 条 件 (1.2.1) 可 依次 取出 下 标 n, 使 得 1 < 
ni < mn < …, 且 

x x, <2*, Vn>nm,keN. (1.2.2) 
这 推出 级 数 > (x -*,,) 绝对 收敛 ,因而 收敛 . 这 又 推出 序列 {x,,} 收敛 . 设 
A o ) , 则 
lim | x, -xl = limlim|x -xu | =0， 


其 中 用 了 不 等 式 (1.2.2). 这 表明 x, 一 *, 如 所 要 证 . 口 
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在 分 析 中 ,很 难 避免 使 用 绝对 收敛 一 收敛" 这样 的 命题 ,但 由 引 理 1.2.1, 这 
只 能 在 完备 空间 中 运用 . 幸而 我 们 有 以 下 标准 结果 ; 

定理 1.2.1 设 XX 是 一 个 赋 范 空间 , 则 必 存 在 Banach 空间 下 , 它 以 X 为 其 稠密 
子 空间 

如 上 的 下 称 为 X 的 完备 化 , 它 本质 上 是 唯一 的 . 的 两 个 完备 化 必 互 相 拓 扑 同 
构 ,拓扑 同 构 的 意义 就 在 下 面 界定 . 

定义 1.2.2 设 X 与 Y 是 K 上 的 两 个 赋 范 空间 . 若 7: X 一 Y 是 一 个 线性 同 构 
且 为 同 胚 , 则 称 7 为 拓扑 同 构 ， 当 这 样 的 拓扑 同 构 存 在 时 ,就 说 X 与 Y 是 互相 拓扑 
同 构 的 . 到 自身 的 拓扑 同 构 称 为 拓扑 自 同 构 , 其 全 体 记 作 GL(X). 若 7: X 一 了 是 
线性 同 构 且 | 7x | = | 中, 则 称 7 为 等 距 同 构 ; 当 这 样 一 个 等 距 同 构 存 在 时 , 就 
说 X 与 Y 互 相等 距 同 构 . 车 X 等 距 同 构 于 Y 的 某 个 子 空间 , 则 说 X 可 等 距 嵌入 

仅 就 代数 性 质 与 拓扑 性 质 ( 及 完备 性 ) 而 言 , 互 相 拓扑 同 构 的 赋 范 空间 完全 一 
致 ,因而 不 必 区 别 . 互相 等 距 同 构 的 赋 范 空间 的 度量 性 质 也 是 一 样 的 . 

常常 需要 比较 同一 向 量 空间 X 上 的 不 同 范 数 || x | ,(i = 1,2) ,这 关联 着 映射 


1: (X, | :0 =(X,| ||), x—% (1.2.3) 
的 连续 性 . 容易 验证 以 下 条 件 互 相等 价 : 
(i) 天 中 关于 外 ， 1 的 范 数 拓扑 强 于 关于 上 |， 的 范 数 拓扑 ; 
(ii) 映射 (1. 2.3) 连续 ; 
(iii) ||x||, const ||x||1,x e 大 


由 此 立即 推出 : 范 数 :中 ,;(i = 1,2) 具有 同样 的 范 数 拓扑 司 映射 (1.2.3) 是 拓 
扑 同 构 性 存在 正常 数 a,B, 使 得 
allxl1s lxl, <Blxl, x eX. 
当 以 上 条 件 满足 时 , 称 |x 1;( = 1,2) 为 X 上 的 等 价 范 数 . 选择 适当 的 等 价 范 数 ， 
以 适应 具体 问题 的 特定 需要 ,是 应 用 赋 范 空间 时 常 需 考虑 的 一 项 基本 技巧 . 
判定 两 个 赋 范 空间 拓扑 同 构 ,无 疑 是 非常 重要 但 往往 困难 的 问题 . 不 过 ,对 于 
有 限 维 空间 此 问题 有 十 分 简单 的 答案 . 
定理 1.2.2 K 上 任意 两 个 n 维 赋 范 空间 互相 拓扑 间 构 . 
证 不 妨 只 考虑 K =R 的 情况 , 且 只 要 证 任 一 nn 维 实 赋 范 空间 拓扑 同 构 于 
R",R" 中 采用 Euclid 范 数 
1 xl = (E52), x eR". (1.2.4) 
注意 Euclid 范 数 恰好 决定 Euclid 度量 (由 式 (1. 1.6)). 取 定 的 一 组 基 ie , 则 
T:R*— XX, YX 一 2 xiei 


显然 是 一 个 连续 的 线性 同 构 . 为 证 逆 映 射 7 亦 连续 ,用 反 证 法 . 设 7” 不 连续 , 则 
有 序列 {x*} C R" ,使 得 Tx*: 一 0,x* 0(k 一 % ). 不妨 设 1x*1 宇 const > 0. 令 入 
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= “LI 六 1 , 则 1 位 于 R" 中 的 单位 球面 上 . 不 妨 设 六 一 7, 则 显然 有 171 = 
1,7y = 和 1 一 0( 一 oa ) ,这 与 Ty 关 0 矛 盾 . 口 

定理 1.2.2( 结 合 空 间 K” 的 完备 性 ) 有 一 系列 推论 ,它们 虽然 简单 ,但 经 常 要 
用 到 ,应 当成 为 “分 析 学 常识 ”中 的 一 部 分 . 

推论 1.2.1 有 限 维 赋 范 空间 必定 完备 ; 赋 范 空间 的 有 限 维 子 空间 必 是 闭 的 ; 
一 个 有 限 维 向 量 空间 上 的 任何 范 数 必 互相 等 价 . 

向 量 空间 的 基 概 念 当然 适用 于 赋 范 空间 ,但 对 于 无 限 维 空间 作用 不 大 . 基 的 作 
用 在 于 :由 特别 选 定 的 一 部 分 癌 量 经 线性 运算 表 出 空间 中 任何 向 量 . 如 果 加 入 极限 
运算 ,就 从 线性 代数 意义 上 的 基 过 渡 到 基本 和 集 , 后 者 的 准确 定义 如 下 : 
定义 1.2.3 设 X 是 一 个 赋 范 空间 , 8 CX, spanB 记 有 生成 的 向 量子 空间 . 若 
span B = X, 则 称 8 为 X 的 基本 集 z 

从 定义 1.2.3 直接 看 出 , B 是 X 的 基本 集 必 每 个 x e 瑟 可 用 中 中 元 的 线性 组 
合 任意 逼近 . 基本 集 的 意义 在 于 :如 果 要 在 中 建立 某 个 命题 P, 则 可 首先 验证 
的 某 个 基本 集 B 中 每 个 元 均 满足 P, 然 后 通过 线性 运算 与 极限 运算 ,将 所 得 结论 推 
广 到 蕊 中 每 个 元 . 要 使 这 一 方法 收 到 显著 效果 , 自然 应 将 基本 集 B 取得 尽 可 能 
“小 ”, 而 且 B 中 的 元 尽 可 能 具有 某 些 良 好 特性 而 便于 处 理 . 本 书 中 将 有 多 次 机 会 
显示 运用 基本 集 的 好 处 . 显然 了 本身 就 是 它 的 基本 集 , 因此 基本 集 的 存在 性 不 成 
问题 . 难点 在 于 选取 “好 ”的 基本 集 . 知 了 是 一 个 有 限 维 赋 范 空间 , 则 用 它 的 基 作 为 
基本 集 已 是 最 好 的 选择 . 若 式 中 存在 可 数 无 限 个 元 e; ,使 得 每 个 x e 下 可 唯一 地 表 
成 {e} 的 无 穷 线 性 组 合 x = >， Qie; ,; 则 称 {e,} 为 的 Schauder 基 . Schauder 基 显 
然 也 是 基本 集 . 奉 X 可 分 , 则 XX 中 任何 可 数 稠 集 都 是 X 的 基本 集 . 反之 ,者 XY 有 可 数 
的 基本 集 B, 取 K 的 可 数 笛子 集 书 , 则 


| Dabi:oa erbeB,l<i<nneN 
z=1 


是 工 中 的 可 数 稠 集 , 因 而 工 可 分 . 这 就 表明 :下 可 分 多 式 有 可 数 的 基本 集 . 

至 此 ,尚未 接触 具体 的 赋 范 空间 (不 算 R" 这 个 特例 ). 近代 分 析 学 不 可 避免 地 
要 用 到 大 量具 体 的 赋 范 空间 ,其 中 , 一 部 分 在 本 书 中 将 作 系统 考察 . 至 于 目前 , 则 
仅 能 给 出 少数 简单 例子 ,用 以 作为 解释 概念 的 样本 . 在 讨论 具体 例子 之 前 , 作 点 一 
般 说 明 . 首先 指出 ,应 用 上 重要 的 赋 范 空间 ,几乎 都 是 函数 空间 ,它们 作为 向 量 空间 
使 用 函数 的 自然 运算 ( 即 逐 点 进行 的 运算 ) ,因而 除了 线性 运算 的 封闭 性 可 能 需要 
验证 之 外 ,向 量 空间 所 需 的 其 他 条 件 均 自动 满足 ,无 需 验 证 . 要 做 的 事情 只 是 

(i) 适当 定义 范 数 并 验证 范 数 公理 (Ni ) ~ (N;). 

(ii) 解释 范 数 收敛 的 具体 含义 . 

(过) 验证 完备 性 (如果 空 间 确 完备 的 话 ). 

(iv) 讨论 空间 的 其 他 性 质 ( 如 选择 基本 集 、 判 定 可 分 性 等 ). 
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例 1.2.1 (i) 有 界 函 数 空 间 B(O). 设 2 是 任 一 非 空 集 ,B(02) 是 QQ 上 的 有 界 
K 值 函 数 之 全 体 . 8B( 0) 显然 是 上 的 向 量 空间 . 任 给 ve B(0) ,定义 其 sup 范 数 
(或 称 一 致 范 数 ) 为 
ullo = supl w(x) 1 (1.2.5) 
sup 范 数 显然 满足 范 数 公 理 , 因 此 (8(0) , | | 中,) 是 一 个 赋 范 空间 ,其 中 , 范 数 
收敛 显然 就 是 一 致 收敛 . 设 |w | C B(Q), 2, jw 收敛 , 则 
之 | u(x) | 到 2 ullo。<~, VxeQ. 


这 推出 级 数 > wu,(x) 在 人 2 上 一 致 收 化 ,其 和 函数 显然 属于 B(0). 由 引 理 1. 2. 1， 
B(0) 是 完备 的 ,因而 是 一 个 Banach 空间 . 

通常 记 B(N) 为 六 且 其 中 的 范 数 写作 | x | 。. 

(ii) 有 界 连续 函数 空间 C,(Q) (也 记 作 BC(Q)). 设 避 是 任 一 拓扑 空间 , 令 
CO2) = B(0) NC(0). CO2) 显然 是 B(0) 的 向 量子 空间 , 今 证 CCO2) 在 BCD) 
中 是 闭 的 (因而 C,(02) 也 为 Banach 空间 ). 设 ju C C,(02) ,uw 沪 .如同 初 等 分 
析 中 一 样 ,由 一 个 标准 的 论证 得 出 w e C,(02). 知人 为 攻 " 中 的 有 界 闭 集 , 则 C,(02) = 
CCO); 当 CQ = [a,b] CR 时 C(Q) 写作 Cla,bj]. 由 Weierstrass 定理 , {x":n 宇 0} 
是 CLa,b] 的 一 个 基本 集 . 若 人 2 是 离散 拓扑 空间 ( 即 其 中 每 个 集 为 开 集 ) , 则 C,(02) 
= B(O). 

(让 ) 空间 (1 < p < o ). 任 给 无 限 维 向 量 x = (x;) = (xi,%s,…), 令 

lz = (Zar) ， (1.2.6) 
记 P = {x: x 上 ,< o 上, 则 可 验证 疡 是 一 个 Banach 空间 (所 有 验证 在 3.5 节 中 
将 在 远 为 一 般 的 情形 下 完成 ,此 处 不 必 单 独处 理 ). 令 e = (0,…,1,0,…)( 第 i 个 
分 量 是 1) , 则 el，=1Yz= (%:) e 了 ,有 
% 一 > ve | = > lx.l?—0, no%. 
可 见 x = > xiei. 这 表明 {|e,| 是 的 一 个 Schauder 基 , 因 而 也 是 基本 集 , 称 为 7 的 
标准 基 . 令 尼 = span{el,es,…,e,| , 则 如是 的 一 个 n 维 子 空 间 , 它 必 与 K" 拓扑 同 
构 ( 由 定理 1.2.2). 若 在 K" 中 采用 范 数 | x,, 则 K" 与 & 等 距 同 构 , 因 而 K" 被 等 距 
相信 P 中 ( 见 定义 1.2.2).p = 2 的 情况 是 特别 值得 注意 的 ,在 二 中 范 数 

Isl2= (Zl!) 
是 Euclid 范 数 (1.2.4) 最 直接 的 推广 . 

本 节 的 余下 部 分 简略 介绍 一 下 局 部 凸 空间 , 它 是 颇 接 近 于 赋 范 空间 的 一 类 抽 
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象 空间 , 亦 是 近代 分 析 所 不 可 缺少 的 ,本 书后 面 各 章 都 要 用 到 . 
定义 1.2.4 设 X 是 K 上 的 向 量 空间 . 若 开 上 定义 了 一 族 半 范 { | x1;:ie 了 ， 
它 满足 条 件 
(Ns’) ||x||;=0, VielIOx=0,x eX, 
则 称 { | xl,: i e 7 为 一 个 分 离 半 范 族 , 称 X 为 一 个 局 部 凹 空间 ,简称 为 LCS. 
设 X 与 | x; 依 定义 1.2.4, 令 (对 照 式 (1.1.4) 与 式 (1. 1.5)) 
| = {B(x):x eX,r >0,i:e1, 
Bi,(x) = {y e X: |y-x*|:<r|. 
由 命题 1.1.2, 以 B 为 拓扑 次 基 生 成 X 上 的 一 个 拓扑 7, 称 为 由 半 范 族 { | x;} 导 
出 的 拓扑 . 容易 验证 (X,r) 有 如 下 性 质 : 
(i) Vx e XX,1B,,(x) :+r > 0,i e 了 | 是 x 的 一 个 邻 域 次 基 , 符 {x | 是 中 的 
网 , 则 


(1.2.7) 


x— 0 |x|:—0, Viel. (1.2.8) 
(ii) 互 中 的 线性 运算 是 连续 的 . 
(iii) 由 条 件 (N: ) 推 出 ，(X,r) 是 Hausdorff 空间 . 
若 在 定义 1.2.4 中 7 = N, 令 
xl = 六 2 i( x|:A1), x eX, (1.2.9) 


则 | x | 满足 范 数 公理 (Nz) ,(N:) 且 | -x = 1x | , 称 为 准 范 数 . 略 令 d(x,y) = 
Lx -Y | 上 , 则 易 验 证 4 是 上 的 一 个 度量 . 由 式 (1. 2.9) 推出 


2 AD < el < Ba el AD + 12.10) 


设 {x,} 是 X 中 的 一 个 网 , 则 由 式 (1.2.10) 推 出 
zl — 000lzx|;—0, vie N. 
与 式 (1.2.8) 对 照 表 明 , 中 依 度量 的 收敛 重合 于 由 半 范 族 决定 的 收敛 ,因而 度量 
拓扑 就 是 由 半 范 族 导出 的 拓扑 . 类 似 地 ,由 式 (1.2.10) 推 出 : fx CX 依 度量 4 为 
Cauchy 序列 会 | x -x, 上; 一 0(m,n 一 % ,i e N). 若 了 X 依 度量 d 完备, 则 称臣 为 
Fréchet 空间 ,简称 为 F 空间 ?.F 空间 是 最 接近 于 Banach 空间 的 LCS ,在 分 析 中 被 
大 量 应 用 ,本 书 中 用 到 的 LCS 大 多 是 空间. 
需要 解释 一 下 “局 部 凸 " 一 词 的 由 来 ,这 涉及 凸 集 概念 . 任 给 x,y e X, 令 

[x,y|] = {(1 -tix+iy:O0<it<1), (1.2.11) 
称 [x,y] 为 以 x,y 为 端点 的 线段 . 若 4 CX,Vx,y e 4, 有 [x,y] C 4, 则 称 4 为 凸 
集 . 任 给 有 限 集 {x;} CX, 阁 二 0， > t; = 1, 则 称 >， LX 为 {x,} 的 一 个 凸 组 合 . 任 


@ 对 于 了 空间 ,文献 中 有 多 种 互 有 差异 的 定义 ,此 处 采用 较 强 的 定义 ,有 其 方便 之 处 . 
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给 4CX, 4 中 有 限 集 的 凸 组 合 之 全 体 构 成 4 的 凸 包 , 记 作 co 4. 显然 4 是 凸 集 僻 
4 = co 4; 凸 集 的 交 总 是 凸 集 . 由 半 范 的 性 质 易 推 出 , 式 (1.2.7) 中 的 集 Bi,(x) 均 
为 凸 集 , 因 此 LCS 中 每 点 有 一 个 由 凸 集 组 成 的 邻 域 基 ( 就 称 为 凸 邻 域 基 ) ,这 就 解 
释 了 局 部 凸 空间 的 意义 . 
局 部 凸 空间 还 有 另 一 种 导 和 法. 设 向 量 空间 和 上 给 定 了 一 个 拓扑 7, 使 得 关中 
的 线性 运算 连续 , 则 称臣 为 拓扑 向 量 空间 ,简写 为 TVS. 然后 将 每 点 有 凸 邻 域 基 的 
TVS 定义 为 LCS. 在 这 样 的 空间 上 总 可 构成 一 分 离 半 范 族 { xz e 才 ,使 得 由 
其 导出 的 拓扑 恰 为 原 拓 扑 . 因此 ,LCS 的 两 种 定义 实质 上 是 一 致 的 . 后 一 定义 出 发 
点 是 拓扑 ,从 逻辑 上 看 更 为 可 取 , 因 为 对 于 LCS 本 质 的 东西 毕竟 是 拓扑 . 前 一 定义 
的 出 发 点 是 半 范 族 , 它 有 直观 且 便 于 运用 的 好 处 ,也 更 有 利于 与 赋 范 空间 对 照 , 因 
而 被 本 书 所 采用 .但 这 种 定义 留 下 一 个 问题 ;如何 判 定 两 个 不 同 的 分 离 半 范 族 导出 
同一 拓扑 (此 时 说 两 半 范 族 等 价 )? 不 过 ,本 书 中 处 理 具体 的 LCS 时 ,此 问题 都 不 
难 解决 . 
前 面 指出 了 , {B,,(x) : r > 0,i e 省 ( 记 号 依 式 (1.2.7)) 是 x 的 一 个 邻 域 次 
基 , 但 未 必 是 邻 域 基 ,这 常常 是 不 方便 的 . 若 Vx e X,1B,,(x):r>0,ie 吕 是 x 
的 邻 域 基 , 则 称 { | x |;: i e 1 为 基本 半 范 族 . 处 理 LCS 问题 时 , 唯 有 运用 基本 半 
范 族 才 是 最 方便 的 . 在 具体 情况 下 如 何 构成 基本 半 范 族 常 不 成 问题 . 例如 , 设 
(xi:ieN} 是 世上 的 一 个 分 离 半 范 族 , 令 
xl = xl V xl VV lxl,., x eX, 
则 {x 上. :ne N} 就 是 一 个 等 价 于 | 上 x,:.i e RN 的 基本 半 范 族 . 一般 地 ,了 
上 的 半 范 族 1 x; :ie 是 基本 半 范 族 的 充 要 条 件 是 
Vi,j e171,3ke7, 使 得 x;V lx;Clxl:, (1.2.12) 
其 中 , C = Ci 是 与 * 无关 的 正常 数 . 
关于 赋 范 空间 的 许多 概念 与 结论 能 以 自然 的 方式 推广 于 LCS( 如 定义 1.2.2 
与 定义 1.2.3 ,定理 1.2.2) ,这 些 都 不 细 述 . 
本 书 将 在 适当 地 方 系统 讨论 一 些 典型 的 了 空间 与 LCS. 此 处 仅 考虑 两 个 最 简 
单 的 LCS ,以 便 获 得 初步 的 印象 . 
例 1.2.2 (i) 空间 K". 设 人 2 是 任 一 非 空 集 ,以 K” 记 人 2 上 K 值 函 数 的 全 体 . 令 
ul =I u(x)1, ue Kk?,x edQ. (1.2. 13) 
直接 看 出 {| 上 4,: x e QI 是 K 上 的 一 个 分 离 半 范 族 ,因而 K? 是 一 个 LCS. 若 
jw} CK” 是 一 个 网 , 则 由 收敛 条 件 (1.2.8) 有 
UL 一 0 全 | 一 0(Vx ef) Ou(x) 一 0(Vx e 0). 
可 见 , K?” 中 的 收敛 是 “点 态 收 敛 ”, 即 在 每 点 x e 2 收敛 . 
(ii) 连续 函数 空间 C(R). 令 
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| wl, = sup | u(x)|, ue C(R),neN. 
直接 看 出 上 wl, : ne N} 是 C(R) 上 的 一 个 分 离 半 范 族 . 任 给 {uw| es C(R) ,有 
uu 0@lu ll.— 0(k— ,ne N) 
Ou(x) S00(k—~o,1lx|<n,n ee N) 
二 在 任何 闭 区 间 上 w(x) 沪 0(k 一 % )， 
这 表明 C(R) 中 的 收敛 就 是 内 闭 一 致 收敛 ”. 令 


lull = 2 lull. A1). 


若 {wu} 是 C(R) 中 的 Cauchy 序列 , 则 | wu -ww ,一 0(k,1 一 ,ne N). 于 是 
| wu 上 在 R 上 内 闭 一 致 收敛 于 某 个 we C(R) ,这 表明 C(R) 是 完备 的 ,因此 C(R) 是 
一 个 了 上 空间 . 


1.3 拓扑 性 质 


本 书 将 用 到 的 抽象 空间 ;拓扑 空间 、 度 量 空间 、LCS 与 赋 范 空间 ,在 1.1 节 和 
1.2 节 中 都 已 有 所 交代 . 所 有 这 些 空间 都 是 拓扑 空间 ,它们 作为 拓扑 空间 的 性 质 ， 
即 拓扑 性 质 ,对 于 英 立 于 抽象 空间 之 上 的 分 析 学 论题 ,有 着 深刻 的 影响 ,因而 值得 
作 适 当 的 阐述 . 我 们 将 涉及 3 种 最 基本 的 拓扑 性 质 : 分 离 性 、 紧 性 与 连通 性 ,考虑 的 
重点 是 紧 性 . 完全 的 讨论 当然 非 本 书 的 任务 ,所 挑选 的 材料 只 是 本 书 所 必需 的 , 复 
杂 的 证 明 概 予 省 略 . 欲 知 其 详 者 可 参考 ( Kelley, 1955 ; Engelking, 1977 ) 等 书 . 

本 节 中 了 ,了 等 均 记 Hausdorff 空间 ,EF 是 给 定 的 Banach 空间 . 

定义 1:3.1 设 4,B CX. 若 存在 4 的 邻 域 U0 与 B 的 邻 域 V, 使 UNV = 86, 则 
说 4 与 可 邻 域 分 离 (e4 与 B 可 用 开 邻 域 分 离 ). 若 开 中 任何 闭 集 4 与 任 一 点 x e 
A" 可 邻 域 分 离 , 则 称 为 正则 空间 或 7 空间 . 若 式 中 任何 一 对 互 不 相交 的 闭 集 可 
邻 域 分 离 , 则 称 工 为 正规 空间 或 7 空间 . 

显然 也 一 也 一 TD0. 车 X 是 度量 空间 ,4 CX, 则 易 验 证 x e 4 所 dz,4) = 0; 
d(x,4) 对 x 连续 . 因此 , 知 4,B CX 是 不 交 闭 集 , 则 

{x: d(x,A) < d(x,B)}| 与 {x: d(x,A) > d(x,B)| 

就 是 分 离 4 与 B 的 开 邻 域 . 可 见 度 量 空间 是 正规 空间 . 这 又 推出 , 赋 范 空间 或 空 
间 的 任何 非 空子 集 作为 拓扑 空间 是 正规 的 . 

关于 正规 空间 不 加 证 明 地 引述 以 下 基本 结果 (Kelley ，1955 ) : 


Q@ 此 结论 依赖 于 本 节 的 预 设 前 提 : 所 涉 空间 均 为 了 空间 . 在 一 些 文献 中 ,正则 空间 与 正规 空间 的 定义 并 
不 包含 7 条 件 . 
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定理 1.3.1 设 X 是 Hausdorff 空间 , 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) 下 是 正规 空间 ; 

(ii) 下 中 互 不 相交 的 非 空 闭 集 4 ,了 8 可 函数 分 离 , 即 存在 fe C(X,[0,1]) ,使 
得 所 4) = 0,KB) = 1( 约 定 f/(4) =0 必 fla) =0(Yae4)); 

(未 ) 任 给 非 空间 集 4 CX 与 fe C(4,R) ,存在 g e C(X,R) ,使 得 gl 4 = 有 
且 

flls = lelxé supl el(x)l. (1.3.1) 

定理 1.3.1 中 条 件 (ii) 与 ( 赴 ) 所 给 出 的 正规 性 刻画 ,在 文献 中 分 别称 为 Ury- 
sohn 引 理 与 Tietze 扩张 定理 . 

若 .名 是 开 集 族 ,4 C .有 2 , 则 称 .如 为 4 的 开 和 覆盖 . 

定义 1.3.2 设 4 CX. 若 4 的 任何 开 覆 盖 包 含有 限 子 覆 盖 , 则 称 4 为 紧 集 ; 若 
4 为 紧 集 , 则 称 4 为 相对 紧 集 ?; 若 本 身 为 紧 集 , 则 称 X 为 紧 空间 . 可 数 个 紧 集 之 并 
称 为 rr 紧 集 . 

粗略 地 说 , 紧 集 就 是 使 有 限 覆 盖 定 理 适用 的 点 集 . 倘 能 充分 理解 有 限 覆 盖 定 理 
在 经 典 分 析 中 的 作用 ,就 不 难 想象 紧 集 对 于 近代 分 析 的 价值 了 . 

直接 由 定义 可 推出 以 下 简单 结论 :Hausdorff 空间 中 的 紧 集 是 闭 集 , 紧 集 的 闭 
子 集 是 紧 集 ( 以 上 结论 可 与 命题 1. 1.3 对 照 ) ;有 限 个 紧 集 之 并 是 紧 集 ;连续 映射 
映 紧 集 为 紧 集 . 这 些 都 应 成 为 了 然 于 胸 的 常识 . 

对 于 度量 空间 的 紧 性 有 和 较 简 单 的 刻画 . 

定理 1.3.2 设 X 是 一 度量 空间 , 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) 了 是 紧 空 间 ，; 

“人 (a) 了 中 非 空 闭 集 的 降 列 {8B,} 有 非 空 交 ; 

(iii) 也 中 任何 序列 1x,} 有 收敛 子 列 ; 

(iv) 完备 且 全 有 界 , 即 Ye > 0, 和 可 被 有 限 个 半径 为 e 的 球 覆 盖 . 

证 (i) 寺 (让 )) 是 明显 的 . 

(ii) 之 (ii) 不 妨 设 x, 互 异 . 令 B, = |x: 上 三 nj (ne NN). 奉 {x,| 无 收敛 子 
列 , 则 B, 均 为 闭 集 .但 N B， = 8, 故 条 件 (ii) 必 不 满足 . 

(ii) 之 (iv) (这) 寺 完备 性 是 明显 的 . 若非 全 有 界 , 则 有 a > 0,X 不 被 任何 
有 限 个 半径 为 e 的 球 覆 盖 . 任 取 es X, 必 有 %,€ X\B,(x1),x; ee [B(x)U 
B,(x,)]“,…, 如 此 所 得 的 序列 {x,} 必 无 收敛 子 列 . 因此 (过 ) 一 全 有 界 . 

(ivy) 寺 (i) ”用 反 证 法 . 设 条 件 (iv) 满 足 , 但 X 的 某 个 开 覆 盖 B 不 含有 限 子 覆 
盖 . 由 全 有 界 性 ,可 取 有 限 个 半径 为 1 的 球 履 盖 X, 其 中 , 必 有 一 个 ( 记 作 B, ) 不 被 


@ 此 处 的 “相对 ”二 字 与 相对 拓扑 无 关 ， 有 些 著作 称 相对 紧 集 为 预 紧 集 . 
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B 中 有 限 个 集 覆 盖 ; 又 可 取 有 限 个 半径 为 1/2 的 球 覆 盖 8 ,其 中 , 必 有 一 个 ( 记 作 
B,)B, mn 已 不 被 6 中 的 有 限 个 集 覆 盖 ,… ,如 此 得 到 一 列 球 {B,} ,B, 的 半径 为 1/n， 
4。 4 站 有 不 被 6 中 有 限 个 集 覆盖 . 任 取 x se 4,(n e N) , 则 |%,| 显然 是 一 Cauchy 
序列 ,由 完备 有 x, 一 x* e XX. 取 B eB 使 x e B, 则 当 n 充 分 大 时 有 4, C 了 ,得 出 
矛盾 . 口 

由 定理 1.3.2 推出 : 若 工 是 度量 空间 ,4 CX, 则 4 是 相对 紧 集 会 4 中 任何 序列 
有 收敛 子 列 一 4 全 有 界 一 4 有 界 ; 若 开 完 备 , 则 4 相对 紧 拓 4 全 有 界 . 在 有 限 维 赋 范 
空间 中 ,全 有 界 人 有 界 属相 对 紧 , 紧 集 即 有 界 闭 集 . 由 此 又 得 出 , 知 取 为 及 " 中 的 
有 界 闭 集 , 则 定理 1.3.2 可 解释 为 经 典 实 分 析 中 的 以 下 4 个 定理 互相 等 价 : 有 限 覆 
盖 定 理财 集 套 定理 (区 间 套 定理 为 其 特例 )、Bolzano-Weierstrass 定理 .Cauchy 收敛 
原理 , 其 中 ，Bolzano-Weierstrass 定理 断言 , R" 中 任何 有 界 序列 有 收敛 子 列 . 在 定 
理 1.2.2 的 证 明 中 就 用 了 这 一 结论 . 

例 1.2.1 中 描述 的 空间 8B(.0) 与 C,(02) 可 推广 如 下 : 

给 定 K 上 的 Banach 空间 5 与 非 空 集 0Q2, 以 B(0Q,E) 记 0Q 上 的 有 界 E 值 函数 之 
全 体 . 任 给 wu e B(Q,E), 令 

[uo = sup Nu(*) |. (1.3.2) 

若 Q 是 拓扑 空间 , 则 令 C,(Q,E) = C(Q,E) nmB(CO2,E). 上 述 的 BC) 与 CO0， 
五 ) 依 sup 范 数 (1.3.2) 均 为 Banach 空间 ,其 中 , 范 数 收敛 就 是 一 致 收敛 . 帮 人 2 是 
紧 拓 扑 空 间 , 则 C (2,E) = C(Q2,E). 本 书 中 用 到 空间 B(Q2,E),C,(Q2,E) 与 
C(Q2,E) (后 者 要 求 2 是 紧 的 ) 时 ,其 中 总 使 用 sup 范 数 而 不 男 作 解释 . 

从 C(Q,E) 中 选 出 一 致 收敛 函数 列 ,是 分 析 中 许多 存在 性 证 明 的 基础 . 著名 
的 Arzela-Ascoli 定理 就 是 为 此 目的 而 设 ,在 本 节 的 记号 下 它 取 如 下 一 般 形式 : 

定理 1.3.3 设 避 是 紧 度 量 空间 , EF 是 Banach 空间 , 4 C C(0,E), 则 4 相对 
紧 的 充 要 条 件 是 

(i) Vx e (02,4, A {u(x) : uw e 4 相对 紧 ; 

(ii) 4 等 度 连续 , 即 Ve >0, 36 >0, 当 x,y e 02,d(x,Y) < 6 时 , 对 任 给 we 
A4 有 u(x) -u(y)| <&. 

” 当 dim < om 时 ,条件 (i) 可 改换 成 sup | |。< % (一 致 有 界 ). 

证 首先 设 4 相 对 紧 . 显然 4,(x e 02) 必 相 对 紧 . 若 4 非 等 度 连 续 , 则 存在 e > 

0,x,,y, E (2,u, Ee 4A(n e N)，, 使 得 
dz) 一 0， u(x) -u(ys)| 2, neN. 
因 Q 紧 而 4 相对 紧 ,不 妨 设 x, 一 x el 二 LE C(Q,E)(n 一 %). 这 推出 
se < ux) -uxs) | + Css) -w(x) | 


+ |u(x) ~ wy) + ay) 一 zy | 0 nn”, 
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得 出 矛盾 . 故 4 必 等 度 连续 . 

其 次 设 条 件 (i) ( 主 ) 满 足 ，{w,} C 4, 今 要 从 fu, 中 选 出 一 致 收敛 子 列 . 易 见 
紧 度量 空间 必 可 分 , 故 2 有 可 数 笛 集 |x,}. 由 4, 相对 紧 推 出 存在 fj 的 子 列 
lu1 ,使 得 {w(x )| 收敛 . 同 理 , 有 {wu} 的 子 列 | 己 |] ,使 得 {w(x,)| 收 伍 ,…… 5 
如 此 得 到 {wu,| 的 无 限 个 子 列 {u| ,使 当 k e N 固定 时 {w(x@)| 收敛 , 令 v = 忒 , 则 
to 是 {z 的 一 个 子 列 , 它 在 每 点 x(k es N) 收敛 . 然后 用 条 件 (ii) 可 证 |w =- 
oo 一 0(m 一 o ), 因 而 jw 是 和 4,| 的 一 致 收敛 子 列 . 口 

对 于 函数 空间 中 的 紧 性 论证 ,定理 1.3.3 是 基本 而 常用 的 . 定理 证 明 中 所 得 的 
序列 wi 称 为 对 角 线 序列 . 相应 地 ,所 用 的 证 法 称 为 对 角 线 法 ,是 一 种 被 广泛 应 用 
的 标准 方法 . 论证 “4 相对 紧 一 4 等 度 连续 ”的 方法 也 是 很 典型 的 , 它 充 分 体现 出 
运用 “ 紧 性 论证 ”的 简洁 性 . 类 似 的 方法 可 用 来 得 出 如 下 标准 结果 ,它们 在 初等 分 
析 中 的 原型 是 人 们 所 熟知 的 . 

定理 1.3.4 (i) 设 人 是 紧 度 空间 ,是 度量 空间 ,Fe C(02,X) , 则 天 有 界 ( 即 
FQ 为 有 界 集 ) 且 一 致 连续 ; 

(ii) 设 人 0 是 紧 拓 扑 空间 ,fe C(02,R), 则 f 在 2 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 

紧 性 常用 来 加 强 分 离 性 结论 ,下 面 是 典型 一 例 ,其 证 明 是 简单 的 . 

定理 1.3.5 紧 Hausdorff 空间 是 正规 空间 . 

鉴于 紧 集 具有 多 方面 的 良好 性 质 , 在 分 析 学 中 深 受 喜爱 是 很 自然 的 . 可 惜 , 紧 
集 并 不 如 人 们 所 希望 的 那样 常见 ,尤其 未 必 恰 好 出 现 于 人 们 需要 它 的 地 方 . 因此 ， 
那些 “处 处 有 紧 集 ” 的 空间 具有 特殊 的 意义 ,局 部 紧 空间 就 是 这 样 的 空间 . 正式 的 
定义 十 分 简单 : 若 X 中 每 点 有 一 紧邻 域 , 则 称 X 为 局 部 紧 室 间 .“ 局 部 紧 Hausdorff 
空间 ”已 成 为 一 个 高 度 频 现 的 术语 ,因此 值得 专 设 一 缩 记号 一 一 LCH. LCH 首先 包 
括 了 熟知 的 Euclid 空间 ,因此 也 包括 了 任何 有 限 维 赋 范 空间 及 它们 的 非 空 开 子 集 
与 闭 子 集 . 鉴于 LCH 的 重要 性 ,本 节 将 用 较 多 的 篇 幅 来 讨论 它 ,提供 较 多 的 结论 以 
供 后 面 章节 之 用 . 首先 给 出 直接 源 于 定义 的 以 下 结论 : 

命题 1.3.1 设 X 是 LCH, 则 它 有 以 下 性 质 .: 

(i) 每 点 x e 瑟 有 紧邻 域 基 ( 即 由 紧邻 域 组 成 的 邻 域 基 ) ; 

(ii) 天 有 由 相对 紧 开 集 组 成 的 拓扑 基 , 当 天 是 第 二 可 数 的 LCH 时 , 可 要 求 此 
拓扑 基 由 可 数 个 相对 紧 开 集 组 成 ; 

(iii) 了 是 正则 空间 . 

要 形成 对 LCH 的 某 种 直观 印象 ,最 简单 的 方法 莫 过 于 选取 R" 这 个 样本 . 任 给 
x eR", {1B,(x) :r > 0}( 记 号 依 式 (1. 1.4)) 就 是 x 的 一 个 紧邻 域 基 ，{ B,(x) : 
r >0,x e R"| 是 R" 的 由 相对 紧 开 集 构成 的 拓扑 基 . 若 以 R" 的 任 一 非 空 开 子 集 人 2 取 
代 R", 则 以 上 结论 稍 作 修改 后 依然 适用 . 

关于 LCH 的 更 深刻 的 结论 关联 着 一 定 的 连续 函数 . 首先 引入 几 个 在 本 书 中 将 
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反复 用 到 的 记号 . 设 广 下 一 正 , 令 
supp = {x: f(x) #0}, (1.3.3) 

称 它 为 了 的 支 集 . 令 

C.(X,E) = {|f e C(X,E) : suppj 为 紧 集 | ， (1.3.4) 
C.(X) = C。( 耻 ,区 ). 函数 类 C,(X,E) 的 重要 性 在 于 : fe C。(X,E) 在 某 个 紧 集 之 外 
为 零 , 因 而 不 妨 认为 关于 f 的 研究 只 是 一 个 局 部 问题 . 设 4,B C X,f s C(X,[0， 
1]) , 则 约定 

A<fef(4)=1, f<Bo suppf CB'. (1.3.5) 
注意 记号 4 <f 或 /< 8 隐 含 了 0 </f<1. 关 系 < 的 重要 性 在 于 : 耕 f e C(X,E)， 
ACBCX,A<owo<B,eg = of, 则 g € C(X,E),gl A =flA,suppg CsupppC 
B°, 因 而 当 B 为 紧 集 时 有 g e C.(X,E). 这 相当 于 通过 9 在 集 4 上 将 截取 下 来 了 . 
或 许 会 认为 取 g = éf 也 能 达到 同一 目的 ,但 这 样 的 g 却 未 必 连 续 了 . 不 过 尚 成 问题 
的 是 上 述 的 p 是 否 存在 ,这 正 是 以 下 定理 要 回答 的 . 

定理 1.3.6 设 X 是 一 个 LCH, 86 关 4 CVCX,h 为 紧 集 ,V 为 开 集 , 则 以 下 结 
论 成 立 ( 对 照 定理 1.3. 1): 

(i) 存在 紧 集 K, 使 得 4 C K*,K CY; 

(ii) Urysohn 引 理 :存在 p es C.(X) ,使 得 4 < p <V; 

(二 ) Tietze 扩张 定理 :车 fe C(4,R) , 则 存在 g e C.(X,R) ,使 得 gl 4 =f, 且 
式 (1.3.1) 成 立 . 

证 (i) Vx e 4, 取 x 的 紧邻 域 K,, 使 Kk, CV( 由 命题 1.3.1()). 因 {Ks?: 
x e 4} 是 紧 集 4 的 开 和 覆盖 , 故 有 有 限 集 |x;| C 4, 使 得 4 CU K?. 令 K=U Kk,, 则 
KK 是 紧 集 ,A C K°,KCTYV. 

(ii) 设 天 依 结论 (i). 作为 了 的 子 空间 是 正规 空间 (由 定理 1.3.5) ,4 与 6K 
是 天 中 互 不 相交 的 闭 集 . 由 定理 1.3.1, 存 在 p e C(K,[0,1]) ,使 得 p(4) = 1， 
gp(9K) = 0. 补充 定义 p1K = 0, 则 gg e C(X,L0,1])( 注 意 此 处 用 了 拼接 引 
理 1.1.11) ,supp pg C ,因而 supp 9 为 紧 集 . 直接 看 出 4 < p<. 

(过 ) 仍 设 K 依 结论 (i) .在 正规 空间 KK 中 应 用 定理 1.3.1 得 出 he C(K,R)， 
使 得 hl 4 = f 有 是 fl = Il 以 Ke 代替 了 应 用 结论 (ii) 得 出 p se C(X,R). 
使 得 4<p < Ke. 令 g(z) = p(x)h(x)(x eK) ,补充 定义 gl Re = 0, 则 易 验 证 (再 
用 拼接 引 理 1. 1. 1)g 合 于 所 求 . 加 

定理 1.3.6 中 最 重要 的 结论 是 (ii) (不 难看 出 它 蕴涵 了 结论 (i) ) ,本 书 中 将 多 
次 用 到 它 . 在 应 用 中 ,重要 的 是 如 定理 所 要 求 的 p 存在 ,并 不 需要 知道 g 是 如 何 具 
体 构 成 的 . 由 定理 1.3.6(i) 特 别 推出 : 任 给 一 对 相 异 点 x,y e XX, 必 有 f e C.(X)， 


Q@ 一 些 著作 用 记号 Co(X,E) ,但 此 记号 在 本 书 中 另 有 所 用 ( 见 式 (1.3.6)). 
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使 Ax) 关 用 7) ;或 者 说 C.(X) 区 分 中 的 点 ,这 对 于 函数 空间 C.(X) 用 于 的 研 
究 是 意义 重大 的 . 

如 果 说 定理 1.3.6 常用 来 实现 问题 的 局 部 化 ,那么 以 下 结果 则 有 助 于 实现 从 
局 部 到 整体 的 过 湾 

定理 1.3.7 设 式 是 第 二 可 数 的 LCH, 则 存在 紧 集 序列 {K,} ,使 得 KC 
Ki e N),X =U ,因而 X 是 o 紧 的 . 

证 由 命题 1.3.1(i) ,XX 有 由 相对 紧 开 集 组 成 的 拓扑 基 {U,: ne Ni1. 令 


有 = D, . 因 | U0. 是 紧 集 K, 的 开 覆 盖 , 故 有 记 > i = 1, 使 得 Kt CU U 令 K, = 
U DD,， 则 环 是 紧 集 , K, C 天 3. 重复 这 一 过 程 可 得 到 序列 i < 与 < …, K, = UDC 


UU.(n s N). 这 样 的 |K,| 显然 能 满足 定理 的 要 求 口 

上 述 的 {K,} 称 为 X 中 紧 集 的 穷竭 序列 . R" 中 的 闭 球 序列 {1B,(0) :ke N} 就 
是 一 个 紧 集 的 穷竭 序列 . 不 过 ,对 于 定理 1.3.7 的 应 用 来 说 ,重要 的 是 所 要 求 的 序 
列 {K,| 存在 这 一 结论 ,至 于 这 些 紧 集 K, 如 何 构 成 ,通常 是 不 必 关 心 的 . 

以 下 结果 表明 ,LCH 可 通过 很 简单 的 方式 改造 成 为 紧 空 间 : 

定理 1.3.8 设 式 是 一 个 非 紧 的 LCH , 则 存在 紧 Hausdorf 空间 XX, 它 以 为 其 
稠密 子 空 间 , 且 \X 仅 含 一 点 . 

如 上 的 对 在 同 胚 的 意义 下 是 唯一 的 , 称 为 X 的 一 点 紧 化 ,通常 写作 针 = X。= 
了 UU io | ,唯一 的 附加 点 w 也 就 称 为 X。 中 的 无 穷 远 点 . 注意 ,| 天 :天 是 下 中 的 紧 
集 } 构成 m 点 的 一 个 邻 域 基 . 粗略 地 说 “进入 点 m 邻近 ”意味 着 “ 到达 任何 给 定 
紧 集 K( CX) 之 外 ”. 

设 f e C(X,E), 则 了 可 以 扩张 为 f e C(X。 ,E) 有 旦 使 A %w) = 0 的 充 要 条 件 是 
lim 用 x) = 0, 这 意味 着 : Ye。 > 0, 存 在 紧 集 K CX, Vx e X\K, 有 | sx) 1 < se. 约定 

Co(X,E) = {fe C(X,E): limf(x) = 0|， (1. 3.6) 

而 令 Co(X) = Co( 了 ,KK). 依 自然 的 般 入 Co(X,E) C C(X。 ,E) ,Co(X,E) 可 看 成 
Banach 空间 C(X。 ,五 ) 的 闭 子 空间 ,因而 也 是 一 个 Banach 空间 . 本 书 中 将 多 次 用 
到 这 个 空间 . 直接 看 出 C.(X,E) = Co(X,E), 因此 Co(X,E) 可 看 成 赋 范 空间 
C.(X,E) (其 中 , 用 sup 范 数 ) 的 完备 化 . 

TVS( 拓 扑 向 量 空间 ) 成 为 LCH 的 机 会 并 不 多 . 准确 地 说 ,就 是 

定理 1.3.9 设 X 是 KK 上 的 TVS, 则 XX 是 一 个 LCH 人 dim 式 =m< o 属 并 拓 
扑 同 构 于 K". 特别 地 , 若 工 是 赋 范 空间 , 则 式 是 LCH 中 的 任何 闭 球 是 紧 集 二 
dim < o. 

下 面 转向 连通 性 . 

定义 1.3.3 若 拓扑 空间 开 不 能 分 解 为 两 个 互 不 相交 的 非 空 开 集 之 并 , 则 称 
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X 为 连通 空间 . 若 4 CX 作为 X 的 子 空间 是 连通 的 , 则 称 4 为 连通 集 . 若 每 点 zx 有 一 
个 由 连通 集 组 成 的 邻 域 基 , 则 称 X 为 局 部 连通 空间 . 若 p e C([0,1] ,X) , 则 称 g 为 
X 中 连结 点 og(0) 与 p(1) 的 道路 . 若 邓 中 任 一 对 点 可 用 X 中 的 道路 连接 , 则 称 X 为 
道路 连通 空间 . 若 每 点 x e X 有 一 个 由 道路 连通 集 组 成 的 邻 域 基 , 则 称 X 为 局 部 首 
路 连通 空间 . 

连通 性 在 本 书 中 涉及 不 多 ,因此 下 面 仅 举 出 少数 几 个 结果 . 

定理 1.3.10 XX 是 连通 空间 > Vf e C(X,RR) ,f(X) 是 一 个 区 间 . 

非 空 集 J C R 为 区 间 可 刻画 为 当 a,b e J,a < 5 时 , 必 [a,b] CJ. 

证 若 X 不 连通 , 则 可 分 解 为 互 不 相交 的 非 空 开 集 4 与 B 之 并 . 令 f = &, 则 
用 定理 1.1.3 可 验证 / e C(X) ,而 A(X) = {0,1} 不 是 区 间 . 反之 , 若 有 fe C(X， 
R) 使 FT) 不 是 区 间 , 则 必 有 x,y e X,r e RY(X) ,使 得 f(x) < r < f(y). 于 是 Xx 
是 互 不 相交 的 非 空 开 集 {f < r| 与 |f > r} 的 并 ,因而 不 连通 . 口 

基于 以 上 结果 可 以 说 ,连通 空间 正 是 使 连续 函数 介 值 定理 适用 的 空间 . 至 此 ， 
初等 分 析 中 关于 连续 函数 的 三 大 定理 一 一 介 值 定理 、 极 值 定理 与 一 致 连续 性 定理 ， 
都 推广 到 了 很 一 般 的 情况 ( 见 定理 1.3.4). 

定理 1.3.11 道路 连通 空间 是 连通 的 , 局 部 道路 连通 的 连通 空间 是 道路 连通 
的 . 

证 设 X 是 道路 连通 空间 , 任 给 fe C(X,R) , 设 a,b eX, f(a) < f(b). 由 道路 连 
通 性 ,有 gp e C([0,1],X) 使 pg(0) = a,p(1) = 5b, 于 是 g =f。 9 eC[0,1]， 

| [fla) ,f(8)] = [g(0),8(1)] C ge([0,1]) CAX), 

可 见 作 X) 是 一 区 间 . 由 定理 1.3.10, 针 是 连通 的 . 

其 次 , 设 不 是 局 部 道路 连通 的 连通 空间 . 取 定 a e X, 令 

A = {x e X:X 中 存在 连接 @ 与 * 的 道路 | ， 

则 a e 4. 任 给 5 e 4, 取 5 的 道路 连通 邻 域 V, Vx e V,V 中 有 连接 点 4 与 x 的 道路 ， 
因而 VC 4. 可 见 4 是 开 集 . 同 理 , 可 证 4* 是 开 集 ,于 是 由 X 连 通 得 出 4 = 8,4 = 
X, 这 表明 XX 是 道路 连通 的 . 口 

连通 开 集 称 为 区 域 . 直接 看 出 LCS 中 的 凸 集 是 道路 连通 的 ,因而 开 集 是 局 部 
道路 连通 的 . 因此 由 定理 1.3.11 得 出 

推论 1.3.1 LCS 中 的 区 域 是 道路 连通 的 . 

定义 1.3.4 设 4CX 若 (4) = 纪 , 则 称 4 为 疏 集 . 可 数 个 朴 集 之 并 称 为 第 一 
纲 集 , 非 第 一 纲 集 称 为 第 二 纲 集 ?. 若 X 中 任何 第 一 纲 集 的 补 为 稠 集 , 则 称 X 为 
Baire 空间 . Baire 空间 中 第 一 纲 集 的 补 集 称 为 剩余 集 . 


@ 这 些 术语 出 自 Baire, 是 字面 上 不 具 任 何 启示 意义 的 数学 名 词 的 典型 例子 ,因而 有 人 建议 代 之 以 “ 瘦 
集 ”( meager set) 与 “ 非 瘦 集 ” (nonmeager set), 但 似乎 宁可 使 用 人 们 已 经 习惯 的 老 名 词 . 
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由 定义 1.3.4 易 验证 Baire 空间 XX 有 以 下 性 质 : 了 本身 是 第 二 纲 集 ;者 
= U 4,,4,(n e N) 均 为 闭 集 , 则 必 有 某 个 4, 含 内 点 ;了 中 可 数 个 稠密 6, 集 之 交 仍 
为 稠密 Cs 集 ; 剩 余 集 必 含 稠密 Cs 集 . 式 是 Baire 空间 心中 的 第 一 岗 集 无 内 点 . 

如 下 的 所 谓 Baire 纲 定理 ,在 分 析 中 起 特殊 作用 . 

定理 1.3.12 在 以 下 两 种 情况 下 式 是 Baire 空间 : 

(i) 工 是 LCH; 

(ii) 了 是 局 部 完备 的 , 即 每 点 x e XX 有 一 邻 域 为 完备 度量 空间 . 

证 就 了 为 完备 度量 空间 的 情况 给 出 证 明 , 其 他 情况 类 似 . 设 4 = U 4, CY， 
(4,)” = GB(n e N), 今 证 4° = 8. 反 设 4° 头 8, 则 4°\4 为 非 空 开 集 于 是 有 球 B， 
二 B, (x1)(0 <r<1) ,使 BB C A°\4. 以 B 取代 A?° 又 得 球 B，= B, (x,)(0 <T, 


< 1/2), 使 B， C Bi\A,,…, 一 般 地 ， 有 B。，= B, (x,) (0 < mm < 1/n),B, G 
Bi\A(n e N,B, = A°). Si 为 Cauchy 序列 , 设 x, 一 x, 则 可 验证 x ee 
A°\( U 4,) ,得 出 矛盾 . 故 4? = 加 


特别 地 ,对 于 Banach 空间 、F 2 空间 或 其 中 的 非 空 s 开 子 集 , 可 应 用 定理 1.3. 12. 
还 应 注意 ,尽管 条 件 (i) 涉 及 度量 ,但 Baire 空间 完全 是 一 拓扑 概念 . 因此 , 千 了 是 
同 胚 于 某 个 完备 度量 空间 的 拓扑 空间 , 则 开 必 为 Baire 空间 . 
若 开 是 Baire 空间 , 则 依次 从 XX 中 挖 去 可 数 个 第 一 纲 集 ,不 仅 不 会 使 X 穷 竭 ， 
而 且 余 下 的 集 仍 为 第 二 纲 集 且 在 XX 中 稠密 . 这 就 表明 ,Baire 空间 中 的 第 一 纲 集 与 
其 剩余 集 的 关系 ,犹如 R 中 的 有 理 点 集 与 无 理 点 集 的 关系 .前 者 只 是 可 “忽略 ”的 
一 小 部 分 , 而 后 者 则 几乎 占据 了 整个 空间 . 这 一 理解 导致 描述 “稀有 性 ”与 “一 般 
性 ”这 两 个 对 立 范畴 的 强 有 力 的 拓扑 方法 ,此 方法 在 现代 数学 中 有 许多 深刻 的 应 
用 . 为 使 所 述 方法 更 具 形 象 性 ,约定 以 下 说 法 : 若 4 是 Baire 空间 式 中 的 第 一 纲 集 ， 
则 说 中 “几乎 每 点 属于 4*”2. 下面 以 一 个 著名 例子 来 解释 Baire 定理 的 应 用 . 
例 1.3.1 几乎 每 个 fe Cla,b](a < 8) 处 处 不 可 微 . 
证 令 和 = Cla,b], 则 了 对 作为 Banach 空间 是 一 个 Baire 空间 . 令 
4 = {f e 了 :至 少 在 某 点 x e [a,6) 可 微 | ， 
B = |f e XX: /至少 在 某 点 x e (a,b] 可 微 }. 
只 要 证 4 是 第 一 纲 集 ( 同 理 , B 也 为 第 一 纲 集 ,因而 4 U B 是 第 一 纲 集 ,而 fe (4 U 
B)" 在 [a,b] 上 处 处 不 可 微 ). 令 
,= {feX: Jxe[a,b-n ], 使 suph™ | Af(x,h) |<n}, 


其 中 , Af(x,h) = f(x +h) -f(x). 显然 4 CU 4,, 只 需 证 4, 是 琉 集 . 可 验证 4, 是 


@ 这 一 说 法 仅 有 相对 的 合理 性 ,不 可 滥用 . 除了 此 处 的 拓扑 观点 之 外 ,还 有 基于 测度 观点 的 “几乎 处 处 ” 
概念 ,二 者 差别 甚大 . 例如 ,可 构成 区 间 [0,1] 的 第 一 岗子 集 4, 使 其 具有 Lebesgue 测度 1! 
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闭 集 , 故 只 要 证 4。= 乡 , 即 证 4: 在 XX 中 稠密 . 注意 
* = IfeX: Vxel[la,b-n |], 有 suph” | Af(x,h)| > nl. 

取 定 ne N,g e ,总 可 作出 fe ,使 上 /7 -go 充分 小 , 且 / 是 振动 足够 快 的 “ 句 
齿 形 函数 ”, 因 而 fe 4;. 这 正 表 明 4, 在 工 中 稠密 . 口 

与 以 上 结论 形成 鲜明 对 照 的 是 , 举 出 一 个 处 处 不 可 微 的 连续 函数 可 不 是 一 件 
平凡 的 事 . 这 样 的 例子 最 早 由 Weierstrass 于 1872 年 给 出 ,当时 在 数学 界 引 起 的 砂 
动 可 想 而 知 . 而 现在 我 们 知道 ,连续 函数 处 处 不 可 微 并 非 病态 ,而 是 常态 ! 或 者 说 ， 
一 条 连续 曲线 处 处 不 光滑 是 很 正常 的 事情 . 这 就 彻底 颠覆 了 肤浅 直观 所 形成 的 错 
觉 . 抽象 分 析 方 法 的 强大 威力 , 遂 为 人 们 所 认可 . 


1.4 积 空间 与 商 空间 


利用 已 知 空间 作为 材料 ,通过 某 种 “运算 ”构成 新 的 空间 ,是 抽象 空间 理论 中 
经 常 需要 处 理 的 问题 . 最 常用 且 已 标准 化 的 构成 方法 是 从 已 知 空间 形成 积 空间 与 
商 空间 . 本 节 依 次 从 集 论 拓扑 代数 及 赋 范 空间 等 多 个 层次 处 理 积 与 商 的 构成 . 不 
同 层次 表述 形式 各 异 , 但 有 某 种 统一 的 思想 贯穿 于 其 中 ,而 这 正 是 我 们 所 要 强 
调 的 . 
首先 考虑 积 空 间 的 构成 ,下 面 是 一 个 颇 长 的 定义 . 


定义 1.4.1 (i) 设 X,(i e 7) 是 一 族 集 ,其 积 集 X = ]]X; 界定 为 
= {x: x 是 从 1 到 UX, 的 函数 ,x(i) e X(VienDDl. (1.4.1) 
约定 x， = x(i) ,以 x = (x;) 表示 天 中 的 一 般 元 , 称 * 为 x 的 第 i 坐标 , 称 映 射 P,: 
XX 一 ,x 一 x; 为 投影 . 若 X; = 了 , 则 记 ]1X; 为 Y(Y 就 是 映射 1 一 了 的 全 体 ). 
任 给 一 族 映射 请 : T 一 X,(i e 7) ,可 唯一 地 确定 一 个 映射 
三 了 一 Tx, t— (f(t)), (1.4.2) 
称 f 为 (i e 1) 的 对 角 线 映射 , 记 作 f = (f); 
(i) 车 (X,,7;) (i e 7) 是 一 族 拓扑 空间 ,ZE = [|[X,B8 = {PirV:Ver,ie 
1, 则 以 B 为 拓扑 次 基 在 中 生成 一 拓扑 7, 称 为 积 拓 扑 . 称 (X,r) 为 X,(i e 7) 的 
积 拓 扑 空间 ,简称 为 积 空 间 ; 
(二 ) 车 X,(i e 7) 是 一 族 K 上 的 向 量 空间 ,X = [|]X;, 则 站 依 运算 
ax +By = (ax; +By:), a,B e K,x,y eX (1.4.3) 
是 K 上 的 向 量 空间 , 称 为 X,(i e 7) 的 积 向 量 空间 ,简称 为 积 空间 . 
(iv) 车 XY.(1 <i<n) 是 K 上 的 赋 范 空间 ,X = [各 是 积 向 量 空 间 , | x | 是 
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XY 上 的 一 个 范 数 ,其 范 数 拓扑 重合 于 XY 上 的 积 拓扑 , 则 称 | x 为 积 范 数 . 
今后 只 要 未 为 作 说 明 , 在 拓扑 空间 的 积 空间 中 总 采用 积 拓扑 ,在 向量 空间 的 积 
空间 中 总 采用 由 式 (1.4.3) 所 定义 的 线性 运算 ,在 赋 范 空间 的 积 空间 中 总 采用 积 
范 数 . 积 范 数 总 存在 . 例如 , 可 取 
Ixl = > x 或 lxl = max|lxil, 
其 中 ,x = (x:) eX, xi 是 X;(1 < i<n) 中 的 范 数 . 积 范 数 的 具体 选 定 通常 并 
不 重要 ,甚至 不 必 提 及 . 

对 于 积 集 与 积 向 量 空间 ,已 不 必 再 说 什么 . 对 于 积 拓扑 空间 与 积 赋 范 空间 , 则 
经 常 需要 解答 如 下 基本 问题 :如 果 每 个 “因子 空间 ”X; 均 具 有 某 性 质 P, 能 否 断 定 
积 空间 ]J]X; 亦 具有 性 质 P? 如 果 回 答 是 肯定 的 ,就 说 P 是 一 个 “可 乘 的 "性质. 此 问 
题 远 不 简单 ,此 处 无 法 深入 讨论 , 仅 写 出 某 些 本 书 将 用 到 的 结论 . 不 过 ,首先 要 解说 
积 拓扑 的 若干 基本 特性 . 

命题 1.4.1 设 (X,7;) (i e 了 是 一 族 拓扑 空间 ,(X,7) 是 其 积 空间 , 则 以 下 
结论 成 立 : 

(i) 投影 P; : X 一 X,(i e 7) 均 为 连续 映射 且 为 开 上 映射, 积 拓扑 7 是 XX 上 使 每 
个 P; 连续 的 最 小 拓扑 (鉴于 此 , 积 拓扑 有 弱 拓扑 之 称 ) ; 

( 记 ) 设 ix CX 是 一 个 网 ,x e X, 则 


LE (1.4.4) 
(过) 设 T 是 一 个 拓扑 空间 ,f = (f;) 依 式 (1.4.2) , 则 
feC(T,X) Of eC(T,X), Viel. es 


积 拓 扑 的 构成 似乎 不 很 简单 (你 能 写 出 积 空 间 X 的 开 集 族 吗 ?) ,但 由 命 
1.4.1 所 陈述 的 积 拓扑 性 质 却 十 分 简单 . 尤其 是 结论 (ii) 与 (这 ) 可 概括 为 积 空 
的 收敛 与 连续 分 别 为 依 坐 标 收敛 与 依 坐标 连续 . 如 此 简单 的 结论 既 直 观 又 便于 运 
用 ,不 能 不 说 是 积 拓 扑 的 最 大 优点 . 实际 上 ,结论 (ii) 是 积 拓扑 的 本 质 特征 . 这 意味 
着 , 若 中 的 某 个 拓扑 使 得 其 收敛 性 符合 条 件 (1.4.4) , 则 该 拓扑 必 为 积 拓 扑 . 若 了 
是 一 拓扑 空间 , 0 是 任 一 非 空 集 , |f.} C 到 是 一 个 网 , /es Y, 则 由 结论 (i) 有 

f/f(x) fx), Vx e 人， 
这 意味 着 {fi} 在 Q 上 点 态 收敛 于 因此 , 积 拓扑 也 称 为 点 态 收敛 拓扑 . 

定理 1.4.1 设 X = |]X; 是 积 拓 扑 空间 . 若 每 个 X,(i e 7) 均 为 Hausdorff 空 
间 、 正 则 空间 、 紧 空间 连通 空间 , 则 积 空间 半分 别 为 Hausdorff 空间 、 正 则 空间 、 紧 空 
间 与 连通 空间 . 

换言之 ,Hausdorff 性 正则 性 、 紧 性 与 连通 性 均 是 可 乘 的 拓扑 性 质 . 
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定理 1.4.1 中 关于 Hausdorff 性 、 正 则 性 与 连通 性 的 结论 是 不 难 证 明 的 . 但 关 
于 紧 性 的 结论 (通常 称 为 Tychonoff 定理 2) 则 异常 深刻 , 属于 拓扑 学 的 重大 成 果 
之 列 ,其 证 明 也 是 比较 困难 的 ,而 且 本 质 上 依赖 于 极 大 原理 这 种 集 论 公理 . 在 近代 
分 析 中 ,Tychonoff 定理 是 重要 而 不 可 缺少 的 . 
对 于 积 赋 范 空间 只 举 出 一 个 结果 ,其 证 明 是 平凡 的 . 
命题 1.4.2 设 忒 (1 <i<n) 是 赋 范 空间 ,X = [TX 是 积 赋 范 空间 , 则 以 下 
结论 成 立 : 
(i) 投影 P, : 了 一 X,(i e 1) 是 连续 线性 映射 且 为 开 映 射 ; 
(ii) 若 定 义 杠 入 映射 
J.: XX, x— (0, ,x,,.*,0), (1.4.6) 
则 J.(i e 1) 是 线性 映射 且 为 拓扑 能 入 , X; 可 看 成 了 的 闭 子 空间 ; 
(这) 了 了 是 完备 (或 可 分 ) 的 全 每 个 五 人 e 1) 是 完备 (或 可 分 ) 的 . 
以 上 结论 与 积 范 数 的 选择 无 关 . 
现在 转向 商 空间 , 它 在 风格 上 与 积 空间 人 过 然 不 同 . 
定义 1.4.2 (i) 设 X 是 一 非 空 集 ,在 上 定义 了 一 个 关系 x ~ y, 满 足以 下 条 
件 :x ~ x( 自 反 性 ) ;x ~y 寺 y ~x( 对 称 性 ) ;x ~ y ~z 一 xx ~z( 传 递 性 ) , 则 称 ~ 
为 了 上 的 一 个 等 价 关 系 . Vx e X, 令 X= 1y:y ~x| , 称 % 为 以 x 为 代表 元 的 等 价 
类 . 全 体 等 价 类 组 成 一 集 了 , 称 为 X 模 ~ 的 商 集 ,也 记 作 X/ ~. 等 价 关 系 ~ 决定 一 
个 映射 
P: X—>X, YX 一， (1.4.7) 
称 为 投影 , 亦 称 为 自然 映射 或 商 映 射 ; 
(ii) 若 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 ，~ 是 下 上 的 一 个 等 价 关 系 , 和 = X/ ~ ， 
P:X 一 了 是 投影 , 令 
+ = {BCX: PBer|, (1.4.8) 
则 + 是 XY 上 的 一 个 拓扑 , 称 其 为 商 拓扑 , 称 (对,+) 或 为 X 的 商 拓 扑 空间 ,简称 为 商 
空间 ; 
(让 ) 若是 K 上 的 向 量 空间 ,4 是 的 一 个 子 空间 ,定义 x ~y 人 xx-yE4(0x， 
y e 了 ) , 则 ~ 是 X 上 的 一 个 等 价 关 系 , 其 商 集 和 站 = X/ ~ 依 运 算 
ax+BYyY=ax+By, x,ye (1.4.9) 
是 K 上 的 向 量 空间 , 称 为 X 模 4 的 商 向 量 空间 ,简称 为 商 空 间 , 记 作 X/4; 
(iv) 若是 K 上 的 赋 范 空间 ,4 是 的 一 个 闭 子 空间 , = X/4, 令 
x = inf{ xl :x eX}, XX E 大 (1.4.10) 


@ Tychonoff 仅 证 明了 XX， = [0,1] 这 种 特殊 情况 ,一般 情况 是 Cech 于 1937 年 证 明 的 . 
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则 jx 是 上 的 一 个 范 数 , 称 为 商 范 数 , 称 (了, || x | ) 或 为 X 的 商 赋 范 空间 , 简 
称 为 商 空间 . 

定义 1.4.2 中 的 一 些 断 语 并 不 能 自明 ,因而 需要 验证 . 例如 ， 要 验证 依 
式 (1.4.8) 所 定义 的 7+ 确 是 一 个 拓扑 , 运算 (1.4.9) 合 理 且 满足 向 量 空间 的 条 件 ， 
liz 中 ( 依 式 (1.4. 10) ) 确 是 一 个 范 数 . 不 过 , 这些 验 证 并 不 困难 , 因而 都 不 必 详 细 
写 出 . 也 容易 直接 由 定义 1.4.2 推出 以 下 简单 结论 : 

命题 1.4.3 (i) 设计 = XX/ ~ 依 定义 1.4.2(i),P: XX 一 针 是 投影 (下 同 ) , 则 
站 中 的 不 同等 价 类 必 互 不 相交 , 已 是 一 满 射 ; 

(ii) 设 (了 ,7+) 依 定义 1.4.2(ii) , 则 已 s C(X,X) 且 7+ 是 XX 上 使 P 连 续 的 最 强 
拓扑 ; 

(iii) 设计 = 8A4 依 定义 1.4.2( 让 ) , 则 2 = x +4,P: 半 一 对 是 一 个 线性 同 态 


( 即 线性 算 子 ), N(P) = P (0) = 4; 

(iv) 设 半 = X/A 依 定义 1.4.2(iv) , 则 ZX 中 的 范 数 拓扑 恰 为 商 拓 扑 ;P: 一 
是 连续 线性 映射 旦 为 开 映 射 . 

商 空间 颇 为 奇特 之 处 在 于 ,其 中 的 元 素 作 为 等 价 类 是 一 些 集合 . 这 在 逻辑 上 并 
无 不 妥 ,但 从 “观感 "上 说 , 初 看 起 来 似乎 略 感 别扭 . 如 果 认 定 这 是 一 个 缺陷 ,那么 
下 面 的 定理 有 助 于 消除 此 缺陷 . 借用 代数 学 中 的 用 语 ,可 将 下 面 定理 中 的 结论 概 称 
为 同 态 定理 . 

定理 1.4.2 设 F: XX 了 是 一 满 射 , 规 定 x ~y 扣 有 = Fy(x,y e X), = 
X/ ~ ,已 :不 一 部 是 投影 ,定义 

G: XX—»Y, Px—Fx. (1.4.11) 

(i) ~ 是 一 等 价 关系 , G 是 一 双 射 , 它 由 等 式 G。P = 下 唯一 决定 ; 

(ii) 若 式 与 了 是 拓扑 空间 , 下 是 商 映 射 , 即 满足 条 件 

B CY 是 开 集 全 R 了 是 开 集 ， (1.4.12) 
则 c 是 一 个 同 胚 ; 

(十 ) 若 X 与 Y 是 K 上 的 向 量 空 间 ,F 为 线性 同 态 , 则 N(F) = 天 (0) 是 了 的 
子 空间 ,X = X/N( 玉 ) ,G 是 一 个 线性 同 构 ; 

(iv) 若 了 与 Y 是 K 上 的 赋 范 空间 ,Ff 是 连续 线性 算 子 日 为 开 映 射 , 则 N(F) 是 
X 的 闭 子 空 间 且 G 是 拓扑 同 构 . 

在 以 上 4 种 情况 下 , 凶 分 别 作 为 商 集 、 商 拓扑 空间 、 商 向 量 空间 与 商 赋 范 空间 
均 可 用 了 来 代替 ,这 就 在 形式 上 使 商 空 间 正 常 化 了 . 同 态 定理 的 意义 恰 在 于 此 . 

证 ” 仅 以 证 结论 (ii) 为 例 说 明 . 任 给 4 C 匀 , 结 合式 (1.4.8) 与 条 件 (1.4. 12) 
及 G。P = 得 出 Gh 是 开 集 心 "Gh 是 开 集 属 P "4 是 开 集 司 4 是 开 集 , 这 正 表 
明 G 是 同 胚 . 口 

定理 1.4.2(i) ,( 访 ), (iv) 的 应 用 是 自明 的 ,不 必 再 作 解 释 ( 知 XX 与 Y 是 Ba- 
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nach 空间 ,由 将 在 下 节 建 立 的 开 映 射 定理 ,不 必 验 证 下 为 开 映射 ). 但 应 用 结论 (ii) 
时 验证 下 为 商 映 射 可 能 成 为 障碍 . 在 这 一 点 上 ,下 面 的 命题 或 许 有 所 帮助 . 

命题 1.4.4 设 X 与 7 为 拓扑 空间 ,: XY 一 了 是 一 个 连续 满 射 , 则 当 以 下 条 件 
之 一 满足 时 下 是 商 映 射 : 

(i) FF 是 开 映 射 ，; 

(ii) 是 闭 映射 ; 

(这 ) 对 是 紧 空 间 , 了 是 Hausdorff 空间 . 

若 卫 是 连续 双 射 , 则 当 以 上 条 件 之 一 满足 时 下 是 同 胚 . 

证 只 要 验证 条 件 (1.4.12). 若 B CY 是 开 集 , 则 由 下 连续 推出 FB 是 开 集 
(由 定理 1.1.3). 反 之 , 若 三 有 是 开 集 , 则 当下 是 开 映 射 时 B = FF“B 是 开 集 ,当下 
是 闭 映 射 时 B*" = PCF 8) 是 闭 集 ( 由 式 (1.1.1)), 因 而 B 亦 为 开 集 . 可 见 条 件 
(i) 与 (让 ) 都 推出 条 件 (1.4. 12) 满 足 . 若 条 件 (十 ) 满 足 , 则 易 见 刁 是 财 映射 . 命题 的 
最 后 一 个 结论 是 明显 的 . 口 

由 命题 1.4.4 的 最 后 一 个 结论 推出 : 

推论 1.4.1 设 7 与 7, 是 XX 上 的 两 个 拓扑 , (XX,71) 是 紧 空 间 , (X,7,) 是 
Hausdorff 空间 , 71 D 7 , 则 必 7，= 7>. 

设 X = []X; 是 积 拓扑 空间 ,前 面 已 提 到 投影 P,(i e 了) 均 为 连续 开 映射 ( 命 
、 4.1(i) ) ,于 是 由 命题 1.4.4 推出 已 是 商 映 射 . 这 就 得 出 如 下 有 趣 的 结论 : 因 

空间 成 是 积 空间 X = 了 [总 的 商 空间 . 特别 地 , 若 X = 4 xB, 则 4 是 X 的 商 空 间 ， 
“对 除 以 B 所 得 的 商 ”. 这 样 , 积 与 商 在 字面 上 的 关联 就 得 到 了 某 种 自然 
诠释 . 这 一 事实 是 颇具 启发 性 的 . 

对 于 商 空间 亦 可 提出 类 似 于 积 空间 的 问题 : 若 式 具有 某 个 性 质 P,X 的 商 空间 
是 否 亦 有 性 质 P? 如 果 答 案 总 是 肯定 的 ,就 说 P 是 一 个 “可 除 ” 性 质 . 下 面 就 是 一 
个 关于 可 除 性 质 的 结果 . 

er 4.5 设 式 是 紧 ( 或 连通 ) 拓扑 空间 , 则 蕊 的 任何 商 空间 都 是 紧 ( 或 连 

空间 . 换言之 , 紧 性 与 连通 性 是 可 除 的 拓扑 性 质 . 

ss 以 上 结论 可 与 定理 1.4. 1 对 照 . 命题 1.4.5 的 证 明 是 平凡 的 . 

以 下 结论 可 与 命题 1.4.2 对 照 ,但 它 似乎 更 深刻 些 . 

命题 1.4.6 设 X 是 一 赋 范 空间 ,4 是 X 的 闭 子 空间 . 阁 X 是 完备 (或 可 分 ) 的 ， 
则 商 空 间 XX = X/4 亦 是 完备 (或 可 分 ) 的 . 

证 只 考虑 完备 性 (可 分 性 是 明显 的 ) , 设 {| CX 是 一 Cauchy 序列 ,不 妨 设 
5- 和 | <2” (neRN). 任 取 7 es 坟 ,由 式 (1.4.10) ,有 7》 < 恩 , 使 17 - 
7 < 413; 类 似 地 有 ys e 名 ,使 目 y3 -7 < 1X2 ,一 般 地 ,有 7 e %,, 使 17 - 
yi < 2“(n > 2). 这 就 得 到 XX 中 的 Cauchy 序列 1y,}. 设 y, 一 y e X, 则 一 
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7 e XX. 可 见 凶 完备 . 口 
至 此 ,我 们 已 考虑 了 抽象 空间 的 “ 积 运 算 ” 与 “ 商 运 算 ”. 下 面 考虑 赋 范 空间 的 
“和 运算 ”. 不 过 ,本 质 上 它 只 是 “ 积 运算 ”的 一 种 特殊 应 用 . 首先 ,回顾 一 下 线性 代 
数 中 的 直 和 概念 . 设 X.(1 < i < n) 是 向 量 空间 X 的 子 空间 . 若 每 个 x e X 有 了 唯一 
分 解 x = 了》 xi,xi eX;(1 < i <n), 则 说 是 X; 的 直 和 ,写作 
X = OX, = X, OX, OB … OX,. 
直接 看 出 
1x OX, (xl ,x2 ， 和 人 (1.4.13) 
是 线性 同 构 . 若 X 是 赋 范 空间 , 而 映射 (1.4. 13 ) 为 拓扑 同 构 ， 则 说 @@ 义 是 拓扑 直 


和 . 在 什么 情况 下 直 和 成 为 拓扑 直 和 ,是 经 常 遇 到 且 未 必 容 易 判 定 的 问题. 下 面 的 
结果 可 能 有 助 于 解决 此 问题 . 

定理 1.4.3 设 式 是 一 赋 范 空间 , 4, 有 8 是 下 的 子 空间 ,和 = 4 四 8,P:a+p 一 
a,Q0Q:a+b—b(ae A,b eB). 

(i) 充 要 条 件 : 4 田 B 是 拓扑 直 和 cP 与 0 均 连续 ; 

(ii) 必要 条 件 : 若 4 四 下 是 拓扑 直 和 , 则 4 与 刀 均 为 下 的 财 子 空间 且 X/4 = 
B( 拓 扑 同 构 ) ; 

(过) 充分 条 件 : 若 4 是 闭 子 空间 , dim B < % , 则 4 加 B 是 拓扑 直 和 ; 

(iv) 充分 条 件 : 若 工 完备 , 4,B 是 闭 子 空间 , 则 4 加 8B 是 拓扑 直 和 . 

证 (i) 是 明显 的 . (iv) 可 由 逆 算 子 定理 推出 ( 见 定理 1.5.1) ,此 处 不 作 
考虑 . 

(ii) 不 妨 就 写 X = 4 x B, 因 而 4,B 为 X 的 闭 子 空间 (命题 1.4.2(i)). 因 0Q: 
X 一 B 是 连续 线性 开 映 射 旦 为 满 射 , N(Q) = 4, 故 由 定理 1.4.2(iv) 推 出 X/A4=B 
(拓扑 同 构 ). 

(证 ) 设 和 :和 一 X[4 为 投影 . 因 0 : X 一 有 是 线性 满 射 , 故 由 定理 1.4.2(iii) 
推出 C: X/4 一 B 为 线性 同 构 ,6G 决 定 于 G。7 = 0. 因 dimB < o , 故 C 必 连续 , 因 
而 0 与 P=7 了 -0 均 连 续 , 于 是 4 四 刀 是 拓扑 直 和 . 口 

定理 中 的 映射 P,Q 也 称 为 投影 , 因 P + 8 = 也 故 已 与 @ 相互 唯一 确定 . 

定义 1.4.3 设 X 是 一 向 量 空 间 , 4 是 X 的 真子 空间 . 若 除 4 与 X 之 外 X 中 不 
再 有 包含 4 的 子 空间 , 则 称 4 为 极 大 子 空间 , 极 大 子 空间 的 平移 象 称 为 超 平面 . 

定理 1.4.4 设 X 是 K 上 的 赋 范 空间 ,4 是 X 的 闭 子 空间 , 则 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(i) 4 是 极 大 子 空间 ; 

(ii) X/A 兰 必 (拓扑 同 构 ) ; 

(十 ) 存在 非 零 ( 即 不 恒 为 零 ) 连续 线性 泛 函 三 X 一 必 , 使 得 4 = WU， 

证 〈i) 一 (ii) 设 4 是 极 大 子 空间 . 取 xo es 4°, 则 Kxo 是 xo 生成 的 一 维 子 空 
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间 ,A Nn Kxo。 = 10|. 令 B =4 力 Kx , 则 4CBE 关 4, 故 必 忠 = 天 由 定理 1.4.3( 这 ) ， 
X = 4 图 Kxo 是 拓扑 直 和 ,于 是 /4 = Kx。 = 必 ( 拓 扑 同 构 , 由 定理 1.4.3(ii) ). 
(ii 一 (证 ) 设 p: X/A = 区 (拓扑 同 构 ),P: XX/A 是 投影 , 则 F = p。P: 
X 一 是 连续 线性 泛 函 ,N(f) = 4. 
( 首 ) 坊 (i) ” 设 f 如 条 件 ( 过 ) , 取 x6。e 4°, 则 f(xo) 关 0, 从 分 解 


二 x _ /Ax) 人 zx) 。 和 三 
en es < 
看 出 X = 4 @ Kx,, 这 表明 4 是 极 大 子 空间 . 口 


推论 1.4.2 设 工 是 赋 范 空间 , 4 CX 为 闭 集 . 则 4 是 超 平面 全 存在 X 上 的 非 
零 连续 线性 泛 函 与 常数 c, 使 得 4 = 广 (c). 

上 述 的 4 也 写作 {f = c} ,f(x) = c 可 看 成 超 平面 的 方程 . 当 X = R 时 就 是 通 
常 的 平面 方程 . 


1.5 线性 算 子 


向 量 空间 之 间 的 线性 算 子 ,与 线性 映射 、 线 性 同 态 、 线 性 变换 等 都 被 看 成 同 义 
语 . 线性 算 子 一 词 本 身 并 不 涉及 空间 的 拓扑 结构 , 它 完 全 属于 线性 代数 . 线性 算 子 
对 于 分 析 学 的 重要 性 首先 在 于 ,许多 分 析 运 算 ( 如 微分 、 积 分 、Fourier 变换 等 ) 自然 
地 以 线性 算 子 的 形式 出 现 . 其 次 ,即使 经 典 分 析 也 已 显示 出 ,考虑 非 线性 问题 的 线 
性 近似 ,是 一 个 有 普遍 价值 的 有 效 方法 ,而 处 理 线性 近似 问题 自然 离 不 开 线性 算 
子 . 此 外 ,即使 对 于 抽象 空间 自身 的 研究 ,线性 算 子 也 是 不 可 缺少 的 工具 . 你 必定 已 
注意 到 ,在 前 两 节 中 ,实际 上 已 不 经 意 地 使 用 过 线性 算 子 ,只 是 未 加 系统 地 考虑 
时 了; 

本 节 中 设 X,Y,Z 等 是 给 定 的 赋 范 空间 或 LCS. 此 处 及 今后 都 遵循 如 下 总 约 
定 :同时 提 到 多 个 向 量 空间 时 ,总 假定 它们 有 同一 基 域 K, 未 直接 提 到 K 时 意味 着 
所 作 的 讨论 与 K 的 选择 并 无 关系 . 给 定 线性 算 子 7: X 一 了 , 称 N(T) = 7 (0) 为 了 
的 零 空 间或 核 ,R(T) = TX 则 是 7 的 值 域 . R(7) 与 N(7) 分 别 是 了 与 X 的 子 空间 . 
任 给 集 4,B CX,a e KK,x。e 卫 , 显 然 有 

T(A +B) = TA+TB, T(xo + B) = Tx + 了 7 了， 
7T(a4) = aTA, T(Kxo) = KTxo. 

线性 算 子 一 旦 与 某 种 极限 过 程 结合 起 来 ,就 从 线性 代数 跨 人 了 分 析 学 . 分 析 学 
并 不 限于 使 用 连续 线性 算 子 ,但 最 优先 考虑 的 无 疑 正 是 连续 线性 算 子 . 约定 以 
L(X,Y) 记 从 到 Y 的 连续 线性 算 子 的 全 体 , 它 依 自然 的 线性 运算 构成 一 个 向 量 空 
间 , 约定 L(X) = L(X,X). 任 给 Te L(X,Y),S e L(Y,Z) ,可 定义 “乘积 ”ST e 
L(X,Z) , 它 就 是 5 与 7 的 复合 . L(X) 依 算 子 乘法 是 封闭 的 , 且 以 单位 算 子 1 为 乘法 
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单位 元 . 任 给 线性 算 子 了 : X 一 了 ,了 连续 全 7 在 x = 0 连续 会 7 在 任 一 点 xzo es 式 连 
续 , 这 一 事实 可 用 来 简化 连续 性 的 判定 . 7 是 线性 算 子 意味 着 


7( 2 QiXi ) = >。 QTx., 
其 中 ，2 aix; 是 X 中 任意 有 限 个 元 的 线性 组 合 . 若 了 是 连续 的 , 则 以 上 等 式 亦 适 合 
任 给 线性 算 子 了 7: X 一 了 ,现在 给 出 了 连续 的 条 件 . 首先 设 X 与 Y 是 赋 范 空间 ， 


则 7 es L(X,Y) 的 充 要 条 件 是 
| Tx|| < const x, x eX. (1.5.1) 
这 又 等 价 于 了 映 有 界 集 为 有 界 集 ,或 等 价 于 了 映 丈 中 的 单位 球 为 有 界 集 , 即 
人 全 sp < %. 
因此 也 称 这 样 的 7 为 有 界线 性 算 子 . 如 上 的 | 71 称 为 了 的 算 子 范 数 , 可 验证 它 确 
是 L(X,Y) 上 的 一 个 范 数 ,因而 使 L(X,Y) 成 为 一 个 赋 范 空间 ， 当 Y 完 备 时 L(X,Y) 
是 一 个 Banach 空间 . 算 子 范 数 7 可 等 价 地 表 成 


本 
= inf{k >0: | 了 | 过 大 xl ，Vx eX}. (1.5.2) 
从 分 析 学 的 角度 看 , 式 (1.5.2) 最 右 端的 表达 式 最 有 意义 , 它 表 明 
lI7Txl < 7TH lxl, VxexX (1.5.3) 
或 等 价 地 
Il7x- Ty < TI x-yl, x,y eX. (1.5.4) 


式 (1.5.4) 给 出 7x - 7y 上 的 一 个 特别 简单 的 估计 ,而 且 这 一 估计 是 最 佳 的 , 即 
不 能 以 更 小 的 系数 站 取代 外 了 | 而 保持 式 (1. 5.4) 恒 成 立 . 这 样 的 结果 正 是 分 析 学 
所 看 重 的 . 当然 ,准确 地 求 出 算 子 范 数 7 并 非 易 事 , 但 即使 仅 得 到 某 种 佑 计 
1 TI 志 %, 不 等 式 (1.5.4) 也 是 有 价值 的 . 对 于 分 析 学 中 自然 地 产生 的 一 些 线性 
算 子 了, 计算 或 估计 Tl 常常 是 值得 专门 探讨 的 重要 课题 ,本 书 将 有 机 会 接触 到 
这 一 类 问题 
其 次 , 设 和 了 是 LCS, 开 与 了 中 的 拓扑 分 别 由 半 范 族 | 上 x;: i e 7 与 { yy;: 
je 由 导出, 则 线性 算 子 了 : X 一 了 连续 的 充 要 条 件 是 
Vi eJ,jii,b i} CT, 使 Tx; < max C x|;,, (1.5.5) 
其 中 , 常数 C 与 xz 无关. 若 | | x | ,} 是 基本 半 范 族 , 则 条 件 (1.5.5) 可 简化 为 


VjeJ,diel,C>0:|Tx|;,<Clxl:,, VxeX (15.6) 
若 进而 设 了 是 赋 范 空间 , 则 条 件 (1.5.6) 可 再 简化 为 
3ie1C>0:1mxl <Clxl;, Vx eX (1.5.7) 


条 件 (1.5.5) ~ (1.5.7) 都 可 看 成 条 件 (1.5.1) 的 推广 . 
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下 面 介绍 关于 线性 算 子 的 几 个 基本 定理 ,它们 都 与 Baire 网 定理 有 关 , 因而 都 
要 用 到 某 种 完备 性 假设 . 

定理 1.5.1( 开 映射 定理 ) 设 天 与 了 是 F 空 间 ,7 es L(X,Y) ,R(T) 是 了 中 的 
第 二 纲 集 , 则 7T 是 开 上 映射 且 R(T) = 工 特 别 地 , 若 7:X 一 了 是 连续 的 线性 同 构 , 则 
它 必 为 拓扑 同 构 ( 后 一 断 语 通常 称 为 逆 算 子 定理 ) 

证 仅 就 与 了 为 Banach 空间 的 情况 证 明 . 约定 B, = B,(0)(r > 0). 因 
X =U nB,,R(T) = U n7B, 是 第 二 纲 集 , 故 7B, 必 非 玻 集 , 因而 7B, 含 有 某 个 球 
Bi,(a)(a ee Y,p > 0). 这 推出 

B,(0) = B,(a) -a CTB,- 7B, Cc TB, . (1.5.8) 

今 证 TB, C 7B,. 取 定 y es 7B,. 由 B,(y) 7B, z 8 推出 存在 x es B,, 使 得 Tx e 
B,(y) ,从 而 y - Tx，e 7B,a( 由 式 (1.5.8)). 同 理 , 有 x e Bs, 使 得 y - Tx - Tx e 


TB,,,,*…. 一 般 地 ,有 x，e Bw.,, 使 得 y - > Tx, e TB,,(n Ee N). 这 得 出 x 全 之 和 Ee 
B,,y = Tx Eee TB,.. 
任 给 开 集 VC X,x eV, 不 妨 设 B,(x) CV, 则 
B (Tx) = Tx +B,(0) C Tx+TB,, CTx+TB,CTV, (1.5.9) 
其 中 用 了 式 (1.5.8) 与 7B,s C 7B,. 可 见 7Tx e (7TV)°, 因 而 TV 是 开 集 ,7 是 开 映 射 
得 证 . 在 式 (1.5.9) 中 取 了 7 = X,x = 0 得 B,(0) C R(7T) ,因而 了 = U nB,(0) = 
R(T). 口 
推论 1.5.1 设 X 与 Y 是 空间 ,线性 算 子 7: X 一 了 满足 条 件 
x. 一 MX7TX Y= Tx = 7, (1.5. 10) 


则 T e L(X,Y). 

条 件 (1.5.10) 意 味 着 了 的 图 形 6 = { (x,7Tx) : x e X| 是 闭 集 ,因而 通常 称 推 
论 1.5.1 为 闭 图 像 定理 . 

证 ” 亦 只 考虑 下 与 了 为 Banach 空间 的 情况 . 定义 

A: G—X, (x,Tx) 一 X， 

则 4 显然 为 连续 的 线性 同 构 . 因 G 作为 Banach 空间 XxY( 由 命题 1.4.2( 壤 ) ) 的 
闭 子 空间 是 Banach 空间 , 故 可 用 道 算 子 定理 推出 4 连续 ,而 由 此 显然 推出 了 
连续 . 口 

本 书 将 有 多 次 机 会 应 用 闭 图 像 定 理 来 判定 线性 算 子 的 连续 性 ,此 处 不 妨 简单 
分 析 一 下 此 方法 优势 何在 . 设 在 X 与 Y 中 有 另 一 种 较 弱 的 收敛 性 ,不 妨 用 记号 一 ， 
且 已 知 7 依 过 连续 , 则 从 x, 一 x,7x, 一 7 推出 x, 一 x,Tx, 一 Tx,Tx, 一 7, 这 就 得 
出 Tx = y, 因 而 条 件 (1.5. 10) 得 验 . 由 此 可 见 , 应 用 闭 图 像 定 理 的 技巧 , 原 不 过 是 
在 下 与 了 中 选择 适当 的 弱 收 敛 使 了 连续 的 技巧 . 
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现在 转向 线性 算 子 理论 中 的 另 一 个 基本 定理 :一 致 有 界 原理 或 共鸣 定理 . 

定理 1.5.2 设 式 是 Banach 空间 ,Y 了 是 赋 范 空间 , {T.:iel1 CL(X,Y)， 
A (1.5.11) 

(i) 车 4 是 第 二 纲 集 , 则 sup | 7 | < %. 特别 当 4 = X 时 sup | 并 上 < 名; 

(ii) 若 sup | Tl = ~ , 则 4° 是 第 二 纲 集 且 为 稠密 G6; 集 . 

证 显然 只 需 证 结论 (让). 令 A, = 1{X: sup | Tix | < n| , 则 4。= N 7 有 (0) 


为 闭 集 ,A = U 4,. 由 4 是 第 二 纲 集 推出 某 个 4, 包含 一 个 闭 球 B,(a)(a eX,r > 
0). vs e Xiel 若 lx = 1, 则 由 8B,(a) C 4, 推出 
17xzl=r |T(a+rx) -Tal 
<r [llT(a+tr) | + | Tal] <2n/r, 

这 得 出 | 五 上 < 2n/r( Vi es 7 ,因而 sup Ti < %. 国 

一 致 有 界 原理 有 两 类 不 同 的 用 法 . 其 一 是 套用 它 的 某 些 标准 推论 ,在 下 节 中 将 
给 出 这 样 的 推论 . 对 这 类 用 法 不 必 再 解释 . 其 二 是 依据 特定 问题 构成 适当 的 算 子 族 
{7.1 ,使 得 sup 7, = % ,然后 应 用 定理 1.5.2(ii). 这 种 用 法 无 一 定 规则 可 循 ， 
颇具 技巧 性 . 本 书后 面 将 有 这 类 应 用 的 有 趣 例 子 . 

定理 1.5.3 设 式 是 赋 范 空间 , 九 是 式 的 稠密 子 空间 ,了 是 Banach 空间 ,7 es 
L(D,Y). 则 7T 有 唯一 扩张 7 ee ZX7) 且 TH = TlH. 者 Tx|| = 
alx 上 (Vx e D), a 是 正常 数 , 则 Tx| = allx| (Vx eX); 当 也 完备 且 
R(T) = 了 时 ,7 了 :和 一 为 同 构 , 

证 任 给 x e X, 取 序列 {x,| CD, 使 得 x, 一 x. 因 


7x, -Tx < TH x -x 0 m,n % 


故 | 7x,} 是 了 中 的 Cauchy 序列 . 由 完备 性 , 必 7x, 一 y e Y. 若 {z,] CD 亦 满 
足 z 一 x, 则 由 

| Tx -Te < TH I -a 一 0，nmn 一 oa 
推出 Tz, yy. 可见 y 与 [x,| 的 选择 无 关 . 令 Tx = y, 则 了 : 了 一 了 已 合理 定义 . 直接 
看 出 7 了 是 线性 的 且 71 D = 工 若 lx C D,x, 一 x, 则 


| Tx = liml| Tx < lml7Tl x,l = TH lx, 
这 推出 Te L(X,Y) 且 7 < TI. 另 一 方面 , 显然 7 = | TI, 故 
HTH = 7 .定理 的 后 一 结论 是 明显 的 . 口 


今后 只 要 定理 1.5.3 的 条 件 满足 ,就 直接 认定 7 es L(X,Y). 
定义 1.5.1 设 X 与 Y 是 赋 范 空间 ,7T: X 一 了 是 一 线性 算 子 . 知 了 上 映 有 界 集 为 
相对 紧 性 , 则 称 7 了 为 紧 线 性 算 子 . 


4 第 1 章 抽象 空间 


以 CL(X,Y) 记 从 XX 到 7 了 的 紧 线性 算 子 之 全 体 , 约 定 CL(X) = CL(X,X). 因 有 
限 维 空间 中 有 界 集 即 相 对 紧 性 , 故 当 下 与 了 之 一 为 有 限 维 空间 时 ,有 CL(X,Y) = 
L(X,7). 可 见 , 仅 当天 与 了 均 为 无 限 维 空间 时 , 紧 线 性 算 子 概念 才 有 实质 意义 若 了 e 
CL(X,Y) ,A e L(Y,Z),B e L(Z,X), 则 AT 与 78 均 为 紧 算 子 , [= 让 € CL(X) 属 
dim 和 < o (由 定理 1.3.9). 在 许多 方面 , 紧 线 性 算 子 类 似 于 有 限 维 空间 中 的 线性 
算 子 . 

定理 1.5.4 设 X 是 赋 范 空间 ,了 是 Banach 空间 , 则 CL(X,Y) 是 L(X,Y) 的 闭 
子 空间 ,因而 亦 是 Banach 空间 . 

证 设 TeL(X,Y),Ve >0,j7 eCL(X,Y) ,使 17 -7 了 ll <e，, 今 证 7 es 
CL(XE,7). 设 BAB(0) CX, 只 要 证 TB 相对 紧 ; 为 此 又 只 要 证 TB 全 有 界 (由 定理 
1.3.2). 因 TB 全 有 界 , 故 有 有 限 集 F CY, 使 得 T.B CF+B,(0),B,(0) 是 了 中 
的 球 . 于 是 

TBC (T-7.)(B)+T.B 
CB(0)+F+B.(0) CF+B,(0), 
这 正 表明 7TB 全 有 界 , 如 所 要 证 . 口 

关于 线性 算 子 的 概念 与 结论 ,可 部 分 地 作 某 种 “n 重 ” 推 广 . 

首先 设 X(1 < i < n) 与 了 是 向 量 空间 . 若 一 个 算 子 

7 : [lxX,—7Y, (XXX ) 一 了 (XXX 
分 别 对 每 个 变 元 *; 是 线性 的 , 则 称 7 为 n 重 线性 算 子 . 二 重 线性 算 子 也 称 为 双 线 性 
算 子 . 为 便于 与 连 乘积 类 比 ,约定 将 T(x ,x,,…,%,) 写作 Tx1x,…%,; 而 当 X; = 
X(1 < i<n) 时 就 将 Txx…x 写作 Tx". 这 就 在 形式 上 凸显 了 n 重 线性 算 子 与 n 次 
客 函 数 的 类 似 性 ,这 种 类 比 常 常 具有 启示 意义 . 

若 X(1 <i<n) 与 Y 均 为 LCS, 则 以 L(X,,…,X,;Y) 记 从 工交 到 了 的 连续 
n 重 线性 算 子 之 全 体 , 它 依 自 然 的 运算 成 为 一 个 向 量 空间 . 若 X; = X(1 < i < n)， 
则 记 工 (对 ，…,X,; 了 ) 为 (X,Y) , 当 = 1 时 它 就 是 L(X,7). 若 Tx1x，…%, 与 变 元 

的 顺序 无 关 , 就 说 了 是 对 称 的 . "(X,Y) 中 的 对 称 算 子 构成 一 个 向 量子 空间 , 记 作 
(X,Y). 若 X(1 < ii<n) 与 7 均 为 赋 范 空间 ,7T: []X; 一 了 是 一 个 n 重 线性 算 
子 , 则 了 连续 的 条 件 是 (对 照 式 (1.5.1)). 


| 7 || const zx |, x eX,l <i<n. (1.5.12) 
当 以 上 条 件 满足 时 也 称 了 为 有 界 n 重 线性 算 子 ,并 定义 其 算 子 范 数 为 
上 sup | Txix, .°°%, |. 


Nl <1 zal <1 
空间 L(X,,…,X,;Y) 依 如 上 的 算 子 范 数 是 一 个 赋 范 空间 , 当 Y 完备 时 它 是 一 个 
Banach 空间 . 亦 可 写 出 类 似 于 式 (1.5.2) 与 式 (1.5.3) 的 式 子 
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171 = sop, ,Tews | 
= inf{k > 0: | Txx2exs | Ex x ,x eX,l <i<n|, 
(1.5.13) 
上 72ax2…xn | a TH x 1 下 x。 | ， (1.5.14) 
其 中 , x, e XX(1 志 i<n). 若 Te 4L(X,Y), 则 由 式 (1.5.14) 推出 
| 7x" | 站 了 让 xx eX. (1.5.15) 


设 X,Y,Z 为 LCS, { | xj;:ie 了 与 和 7;:je 省 分别 为 X 与 Y 中 的 基本 
半 范 族 ,{ zl: Fe 天 是 导出 Z 中 拓扑 的 一 个 半 范 族 , 了 : X x 了 一 Z 是 一 个 双 
线性 算 子 , 则 了 连续 的 充 要 条 件 是 
> e K,jdiel,;eJ,jcC >d0, 
Vx eX,ye Y, 有 Txy| ;< Clx| lyll 
显然 ,此 条 件 正 是 条 件 (1.5.6) 与 式 (1.5.12)( 取 n = 2 ) 的 推广 . 
通常 的 经 验 是 分 别 对 各 变 元 连续 的 多 元 函数 未 必 是 连续 的 . 但 n 重 线 性 算 子 
毕竟 是 一 种 特殊 的 nn 元 函数 , 它 的 连续 性 可 由 较 弱 的 条 件 推出 . 
定理 1.5.5 设 X,Y,Z 是 赋 范 空间 ,X 与 Y 之 一 完备 , 双 线 性 算 子 T(x,7): 
XxY 一 Z 分 别 对 x 与 y 连续 , 则 了 连续 . 
证 不 妨 设 和 是 完备 的 , 设 在 x 了 中 (%,,y,) 一 (xo,yo), 今 要 证 T(x, ,7,) 一 
7T(xzo,yo) (一 o). 令 了 = 7(,y,), 则 T, ee L(X,Z)(n e N). 由 
sup | Tx| = sup|l T(x,y,)| <~», VxeX. 
推出 B A sup 7T, < % (由 定理 1.5.2). 于 是 
| T(x ,ys,) — T(xo,yo) | 
< T(x,7s) = T(xo,ys) |‖ + | T(xo,y,) ~- T(xo,Yo) | 
<Blx, -Xo + T(x0,y, -70) | 0 no%. 口 
更 一 般 的 结果 是 
定理 1.5.6 设 乱 (1 < i<n) 是 Banach 空间 ,了 是 赋 范 空间 , n 重 线性 算 子 
7: [大 一 了 分 别 对 各 变 元 连续 , 则 了 连续 . 
设 X(1 和 ii 大 nm) 与 了 是 赋 范 空间 . 有 时 需要 考虑 (如 在 微分 理论 中 ) 形 如 
T eL(X DC (XI ，…)) 
的 线性 算 子 . 任 取 x; e X,(1 < i<n), 令 
Txix2°*°x, = (°°(( Tx )%x2)*) xX,, (1.5.17) 


则 易 验 证 了 < L(X,,…,X,;7) 且 | 7 < TH. 实际 上 有 如 下 更 准确 的 结果 : 
命题 1.5.1 设 X(1 <i<n) 与 Y 是 赋 范 空间 , 则 
1 


(1.5. 16) 
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是 一 个 等 距 同 构 , 其 中 ,了 依 式 (1. 5. 17). 
命题 1.5.1 为 用 了 取代 了 提供 了 依据 .从 形式 上 看 ,了 显然 要 简单 得 多 . 在 下 
章 中 将 用 到 这 一 结果 ,而 且 在 记号 上 对 了 与 了 也 不 加 区 别 . 
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设 X 是 K 上 的 LCS, 令 X”= L(X,K) , 称 它 为 了 的 对 偶 空间 , 称 每 个 fe X” 为 
XX 上 的 连续 线性 泛 孔 (或 有 界线 性 泛 函 ,若是 赋 范 空间 ). 空间 XX” 因 其 与 X 的 对 
偶 关 系 , 对 于 空间 XX 本 身 及 与 之 有 关 的 种 种 问题 的 研究 ,将 起 特殊 作用 . 因此 本 节 
的 主要 关注 点 是 整个 空间 X“ , 而 不 是 个 别 的 连续 线性 泛 函 . 
线性 泛 孔 是 线性 算 子 的 特殊 情况 ,自然 可 移植 上 节 中 的 一 些 结论 . 设 X 是 赋 范 
空间 , 则 一 个 线性 泛 函 f: X 一 KK 连续 的 充 要 条 件 是 (由 式 (1. 5. 1)) 
| f(x) | < const x, x eX. (1.6.1) 
X” 是 一 个 Banach 空间 , 对 于 f e X* , 范 数 | /| 可 表 成 (由 式 (1. 5.2)) 
上 = sup I f(x)1= sup,l A(x)! = sup{ f(x) 1 /lz 
= inf {hk >0:1 f(x)1<k|x| (Vx e X)}. (1.6.2) 
车 XX 是 LCS, 其 拓扑 由 半 范 族 { Xl;: ie 叶 导 出 ,ff 是 X 上 的 一 个 线性 泛 函 , 则 
对 应 于 式 (1. 5.5) 与 式 (1.5.7) 的 连续 性 条 件 可 分 别 写成 
dub i} CI,C >0:1 f(x) | max C | x 1， Vx eX, (1.6.3) 
diel,C>0:1f(x)Il<Clx|;,, Vx eX. (1.6.4) 
后 者 适用 于 | | x ;| 为 基本 半 范 族 的 情况 . 
关于 对 偶 空 间 X” 的 首要 问题 是 : 它 是 否 含有 足够 多 的 成 员 ? 此 问题 的 重要 
性 初 看 起 来 似乎 并 不 明显 .但 随 着 研究 的 展开 ,逐渐 显示 出 它 关 系 到 一 系列 重大 问 
题 的 解决 . 因此 ,回答 上 述 问题 的 Hahn-Banach 定理 在 本 节 中 将 处 于 中 心地 位 . 
Hahn-Banach 定理 其 实 包 括 密切 联系 在 一 起 的 一 系列 结果 , 将 这 些 结果 分 为 两 组 ， 
分 别 解决 一 定 线性 泛 函 的 扩张 与 存在 性 问题 ,前 者 处 于 更 基本 的 地 位 . 
定理 1.6.1 设 X 是 K 上 的 向 量 空 间 , 4 是 XX 的 子 空间 , f 是 4 上 的 线性 泛 也 . 
(i) 若 KK = Rf(x) p(x)(x e 4),p(x) 是 X 上 的 次 线性 泛 函 , 即 满足 条 件 
对 任 给 a > 0,x,y e 和 有 
pl(ax) = ap(x), p(x +yY) <p(x) +p(Y), (1.6.5) 
则 f 可 扩张 为 X 上 的 线性 泛 函 g ,使 得 g(x) < p(x)(Vx eX); 
(ii) 若是 LCS,f e 4 , 则 ff 有 一 个 扩张 & e X*; 
(iii) 若是 赋 范 空间 ,fe 4A” , 则 有 一 个 保 范 扩张 & e X“ , 保 范 意味 着 
gel = IAI = sup{l f(x)1:x eh,l|xl <1|. 
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证 (i) 考虑 二 元 组 (B,g) :8B 是 X 的 子 空间 ,g 是 8B 上 的 线性 泛 函 ,g1 4 = 了， 
g(x%) p(x)( Vx e B). 以 M 记 此 种 二 元 组 之 全 体 , 它 依 自然 的 包含 成 一 半 序 集 . 
对 必 应 用 极 大 原理 得 出 一 极 大 元 (B8,g) ,只 要 证 B = 了 X. 用 反 证 法 . 设 存在 a € B". 
由 g(x) < p(x)(x e B) 与 条 件 (1.6.5) 推出 :存在 r e 及 ,使 得 

8(y) -p(y -a) <r<p(x+a) -g(x), x,y €B. (1.6.6) 
令 Y=B@Ra,h(x + 和 Aa) =g(x) +Ar(x eB,A eR), 则 hh 是 Y 上 的 一 个 线 
性 泛 函 ,h1 B = g. 分 别 考虑 和 > 0 与 A < 0, 利 用 不 等 式 (1. 6.6) 可 验证 h(y) = 
pP(Y) (Vy e 了 ). 于 是 (Y,h) e MM, 而 这 与 (8B,g) 的 极 大 性 矛盾 . 

(ii) 首先 设 K = R. 取 XX 的 一 个 基本 半 范 族 { 上 x ;| , 取 定 i, 使 对 于 x e 4 不 
等 式 (1. 6.4) 满足 . 令 p(x) = Cx 上;, 则 p(x) 是 X 上 的 次 线性 泛 函 . 由 已 证 的 结 
论 (i) ,f 可 扩张 为 XX 上 的 线性 泛 函 g, 使 得 g(x) p(x)(VYVx eX). 因 -g(x) = 
g8(-x) <p(-%) = p(x)(x eX), 故 | g(x)1l<p(x) = Clx|;( Vx eX), 这 
表明 g e X*. 其 次 设 K = C. 关键 是 注意 到 此 时 有 f(x) = u(x) -iu(ix) (x e4)， 
其 中 , uw = Ref 利用 Aiz) = if(x) 易 验 证 以 上 等 式 .将 扩张 为 X 上 的 实 连续 线 
性 泛 函 9g, 令 g(x) = p(x) -ip(ix)(x e XX), 则 gg 连续 ,Vx e 4 有 g(x) = f(x%); 
Vx e X, 有 g(ix) = 这 (x) ,由 此 易 验 证 g 是 X 上 的 复线 性 泛 聘 , 故 g e XX”. 

(二) 不 妨 设 KK = C. 令 wu = Ref, 将 uw 扩张 为 X 上 的 实 连续 线性 泛 函 9 ,使 得 
p(x) <p(x) A fH |x| (x eX). 令 g(x) = p(x) -ip(ix) , 则 如 上 有 段 之 证 ,有 
g14 =f,g 是 X 上 的 复线 性 泛 函 . Vx e X, 有 es e C,1 e1 = 1, 使 得 

| g(x)|= eg(x) = g(ex) = pl(ex) < fl xi, 
这 得 出 jg 友 |A ,从 而 jg 上 = fi 故 g 是 f 的 保 范 扩张 . 加 
利用 已 证 明 的 扩张 定理 ,可 证 如 下 存在 定理 : 

定理 1.6.2 设 4 是 的 闭 子 空间 ,x。e 4 

(i) 车 是 LCS, 则 存在 fe X* ,使 (4) = 0,f(x。) 产 0. 特别 地 , 取 4 = {0| 
得 出 : 知 0 关 x。e 针 , 则 存在 fe X" 使 f(xo) 0; 

(ii) 若是 赋 范 空间 ,p = d(%o ,4) , 则 存在 fe X" ,使 人 4) = 0,f(xo) =p， 
fl = 1. 特别 地 , 取 4 = {0| 得 出 : 若 0 头 x。e 站, 则 存在 fe X* ,使 f(xo) = 
zo , fl = 上 

证 只 要 证 (i) ,以 半 范 代替 范 数 类 似 地 可 证 (i). 令 B = 4 四 Kxo， 

fla+Axo) =Ap, aeA,A ek, 
则 f 是 8B 上 的 线性 泛 函 . 显然 4) = 0,f(xo) = P. 由 式 (1.6.2) 有 
If = sup LAT _ IAlp 


OxxeB | ba | ee | Q 十 AXxo | 


= 一 天 一 -一 = 一 人 一 =1 
setod ex | Xo 十 人 -La | d(xo ,4) 


.38 . 第 1 章 抽象 空间 


其 中 , 用 到 p > 0. 然后 应 用 定理 1. 6.1( 这 ) , 即 得 所 要 证 . 口 

由 定理 1.6.2 立 得 以 下 推论 , 它 看 似 简 单 ,实则 意义 重大 . 

推论 1.6.1 设 X 是 LCS,x,y e 工 , 则 

x%=yOfx) = f(yY) (Vf eX ). 

推论 1.6.1 的 等 价 说 法 是 :车 x 关 y, 则 必 有 Jf e X" 使 得 儿 x) 过 扩 y). 通常 将 
这 说 成 了 分 离 卫 中 的 点 ,而 这 正 表明 X* 包含 了 足够 多 的 成 员 . 从 应 用 上 看 ,推论 
1.6.1 的 意义 在 于 : 阁 要 判定 向 量 等 式 x = y( 这 通常 是 一 个 无 限 维 问题 ,未 必 容 
易 ) , 则 只 要 判定 (x) = f(y)( Vf es) ,后 者 是 一 个 数量 等 式 ,通常 是 一 个 初等 
问题 ,甚至 可 能 是 一 个 现成 结论 . 这 样 ,通过 推论 1.6. 1( 实 质 上 也 就 是 通过 应 用 
Hahn-Banach 定理 ) ,就 可 能 完成 从 无 限 维 问题 到 初等 问题 的 转化 ,其 意义 是 不 言 
而 喻 的 . 若 取 闭 = R" ,以 xy 表示 及 " 中 的 标准 内 积 , 以 1e:} 记 R" 的 标准 基 , 令 
fi(x) = ei: xx € R"), 则 fi € (R")* (1 <i<n). 对 任 给 x,y e R" 有 

f(x) = AND(Vfe (R) Of(x) = fl sisgn) 
Ox =7(l <i<n). 

在 无 限 维 LCS 中 ,一 般 无 适当 的 坐标 可 用 ,f(x) (fs ,x e X) 正好 扮演 了 x 的 某 
种 坐标 的 角色 . 这 一 理解 对 于 充分 认识 推论 1. 6. 1 的 作用 是 至 关 重 要 的 . 

就 对 空间 本 身 的 研究 而 言 ,Hahn-Banach 定理 的 以 下 推论 意义 重大 : 

推论 1.6.2 设 X 是 赋 范 空间 , 任 给 x e X, 令 


4(f) = f(x), fe xX. (1.6.7) 
记 X"”=(X*)'(X 的 二 次 对 偶 , 它 也 是 一 个 Banach 空间 ) , 则 
X—X"*", x—4 (1.6.8) 


是 一 个 等 距 嵌 入 ( 由 定义 1.2.2). 
证 任 给 x e X, 直接 看 出 由 式 (1.6.7) 定义 出 一 个 4 e X** 且 | < 
1 x. x 一 4 是 一 个 线性 映射 ,只 要 证 4 上 二 x 中 (x e X). 可 设 * 关 0, 于 是 依 
定理 1.6.2(i) 有 fe X” ,使 得 fx) = 1x1 且 fi = 二 这 推出 
xl = £0 < 2) A = ei, 
如 所 要 证 . , 口 
映射 (1.6. 8 ) 称 为 正则 嵌入 . 若 等 同 * 与 4, 则 不 妨 干 脆 写 XC X“. 这 一 结论 
意义 重大 . 它 首先 意味 着 ,每 个 zx e X 都 扮演 着 双重 角色 . 一 方面 是 X 中 的 向 量 , 同 
时 又 是 X” 上 的 有 界线 性 泛 函 ( 即 由 式 (1. 6.7) 界定 的 4). 这 种 观点 凸显 了 空间 X 
与 X" 之 间 的 对 偶 关系 ,特别 富有 启发 性 . 在 一 定 意义 上 可 以 说 ,“ 向 量 ” 与 “有 界线 
性 泛 函 ”这 两 种 对 象 可 以 “ 易 位 ”, 互 换 各 自 的 结果 . 例如 ,将 范 数 公 式 (1.6.2)( 取 
其 中 第 一 个 等 号 ) 用 于 4 得 到 与 之 平行 的 向 量 范 数 公 式 
lxl = sup f(x)!l, xexX (1. 6.9) 


S 
eX°* ,lfl<! 
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此 公式 将 被 多 次 应 用 . 成 对 出 现 且 呈 某 种 对 偶 性 的 类 似 结果 还 有 很 多 ,下 面 再 举 出 
一 个 这 样 的 结果 , 它 颇 具 典 型 意义 且 应 用 很 广 . 

命题 1.6.1 设 X 为 赋 范 空间 ,4 C 针 ,F C 针 * , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 4 有 界 心 h 弱 有 界 , 即 Vf e X*, f(A) 有 界 ; 

(ii) 奉 开 完备 , 则 忆 有 界 ( 即 so fl < %m) 估 Vxz e ,1f(x) :es F| 有 界 . 

证 只 证 (i) ,(ii) 是 类 似 的 . Vf e X* ,f(4) 有 界 意味 着 

sup{ll (fl:aeAl} <~, VfeX'’, 
6 依 式 (1.6.7). 因 X" 完备 , 故 将 一 致 有 界 原理 用 到 {4: a es 4| ii 1 人 1 < 
= ,这 正 表明 4 有 界 . 道 全 是 显然 的 口 
命题 1.6.1 中 两 个 结论 高 度 类 似 ,但 并 不 完全 对 等 ,这 当然 源 于 X 与 X” 的 对 
偶 并 不 完美 . i XXX” 总 为 Banach 空间 ,而 站 却 未 必 完 备 .更 
根本 的 缺陷 是 :外 未 必 为 X” 的 对 偶 空 间 , 因 而 两 者 的 关系 一 般 是 不 对 等 的 . 上 述 
缺陷 仅 当 于 = X** 时 得 以 消除 ,这 就 引出 以 下 定义 : 

定义 1.6.1 若 正 则 能 入 (1.6.8 ) 为 满 射 , 则 称 工 为 自 反 空 间 . 

鉴于 3 的 定义 式 (1.6.7) 反 转 了 x 与 /的 地 位 , 常 采用 如 下 记号 : 

(f,x) = f(x), fe X*,x eX, (1. 6. 10) 

其 中 ,f 与 x 的 地 位 显得 平等 了 . (f,x) 可 看 成 定义 于 X” x 处 上 的 一 个 双 线 性 函数 ， 
称 为 与 X” 之 间 的 一 个 配对 . 所 用 记号 使 人 不 免 联 想到 内 积 ( 详 见 下 节 ). 配对 
(f,x) 确 有 内 积 的 某 些 性 质 , 如 1147,x}4 大 fi jx 中 就 相当 于 Schwarz 不 等 式 ( 见 
式 (1.7.1)). 记 号 (1.6.10) 又 引出 一 些 新 的 约定 :f lx 司 (f,x) =0; 若 4CX,F 

X* , 则 令 

= {feX’*:f(4) =0}, = {xe¥X:2¢(F) =0}, (1.6.11) 

二 者 分 别称 为 4 与 F 的 零 化 子 . 注意 ?与 式 (1. 6.11) 中 的 记号 均 可 用 于 X 是 LCS 
的 情况 . 利用 这 些 记 号 可 大 幅度 简化 一 些 命题 的 表述 . 例如 ,推论 1.6.1 可 缩写 作 

= {10}. 再 看 一 例 . 

命题 1.6.2 . 设 X 是 LCS,A CX, 则 span 4 =:(4+), 4 是 基本 集 侣 4: = 
{10}. 

证 直接 看 出 4C+(4!) 且 +!(4!) 是 X 的 闭 子 空间 , 故 有 span 4 C!+ (4+). 任 
给 x。e XX\span 4, 由 定理 1.6.2(i) 有 fe X" ,使 得 f(span 4) = 0, 而 f(xo) 产 0. 这 
表明 fe 4-,x ce- (4-). 因 此 必 span 4 = (47+). 

若 4 是 基本 集 , 则 (4+) = span 4 = X, 这 推出 4! = {0}. 反之 , 若 4+ = 
10| , 则 span 4 =* {0} = 天, 故 4 是 基本 集 . 口 

再 回 到 Hahn-Banach 定理 , 它 有 一 个 极 富 几 何 色彩 的 推论 ,可 称 之 为 几何 形式 
的 Hahn-Banach 定理 . 
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定理 1.6.3 设 式 是 实 LCS,4,B CT 是 非 空 凸 集 . 
(i) 若 h4° 关 6,4° 由 B= 8, 则 存在 f e XX,r e R, 使 得 
f(4°) <r<f(B); (1.6.12) 
(ii) 若 4 为 紧 凸 集 , B 为 闭 凸 集 ,4 由 B = 8, 则 存在 f e X* ,re 及 ,使 得 
f(4) <r <f(B). (1.6.13) 
以 上 结论 亦 可 用 于 复 LCS ,只 要 以 Ref 代 替 f 注意 不 等 式 (1.6.12) 推 出 
f(A4) <r=/f(B). (1.6.14) 
当 不 等 式 (1.6.14) 成 立时 说 超 平面 {f = ri ( 见 推论 1.4.2) 分 离 4 与 8, 当 不 等 式 
(1. 6. 13 ) 成 立时 说 超 平面 {f = r| 严格 分 离 4 与 B. 因此 ,定理 1.6.3 以 分 离 定 理 著 
称 . 分 离 定 理 的 证 明基 于 定理 1. 6. 1, 可 参见 文献 ( 定 光 桂 , 2008). 

本 节 开 头 已 提 到 ,对 偶 空 间 X* 将 在 空间 X 的 研究 中 发 挥 特殊 作用 . 但 有 一 个 
明显 的 障碍 ;除了 XX 为 赋 范 空间 这 种 特殊 情况 之 外 ,在 了 ”中 尚未 赋予 任何 拓扑 结 
构 , 因 而 难以 将 X” 与 相提并论 . 现在 就 来 弥补 这 一 缺陷 . 在 X” 中 引入 拓扑 的 方 
式 是 多 种 多 样 的 ,但 最 简单 而 又 不 失 为 有 效 的 方式 是 采用 点 态 收敛 拓扑 . 对 应 地 ， 
在 站 中 除 原 拓扑 之 外 同样 可 以 考虑 点 态 收敛 拓扑 ,二 者 可 平行 地 描述 如 下 : 

定义 1.6.2 设 了 为 LCS. 任 给 x e X,u e XX", 令 

xz, =1l w(x) 1 = Dw,, (1.6.15) 
则 | x: weX*|]| 与 | wl;:xe 久 | 分 别 为 与 X” 中 的 分 离 半 范 族 (由 定 
义 1.2.4) ,它们 分 别 导出 XX 上 的 弱 拓 扑 与 X” 上 的 弱 ” 拓扑 . 

当 针 上 采用 弱 拓 扑 时 记 作 耻 , , 当 X“* 采用 弱 ” 拓扑 时 记 作 X; ,二 者 都 是 LCS. 
由 弱 拓扑 与 弱 * 拓扑 决定 的 概念 分 别称 为 弱 概 念 与 弱 * 概念 . 例如 , X, 中 的 闭 集 称 
为 弱 闭 集 , X: 中 的 收敛 称 为 弱 ”收敛 . 分 别 以 一 与 一 记 弱 收敛 与 弱 ” 收敛 . 设 
[x,} C 开 是 一 个 网 , 则 

Xi 一 0 全 xx 一 0， Vue Xou(x)—0, VueX’ 
全 {2,| 在 X” 上 点 态 收 敛 于 零 . 

这 就 表明 ,和 中 的 弱 拓扑 正 是 将 下 看 成 必 的 子 空间 的 拓扑 .类 似 地 , 若 {u,1 CX* 
是 一 个 网 , 则 xz 一 0 全 |u 上 在 于 上 点 态 收 敛 于 零 , 因而 X” 中 的 弱 ” 拓 扑 是 将 下 
看 成 K 的 子 空间 的 拓扑 . 这 就 表明 , 弱 拓 扑 与 弱 * 拓扑 都 源 于 某 种 积 拓扑 ,因而 可 
以 沿用 积 拓扑 的 有 关 结 论 ,这 无 疑 是 弱 拓扑 与 弱 "拓扑 的 主要 优点 之 一 . 奉天 是 赋 
范 空间 , 则 XX 与 X” 中 的 范 数 拓扑 显然 分 别 强 于 弱 拓 扑 与 弱 ` 拓扑 ,因而 也 称 范 数 
拓扑 为 强 拓扑 , 范 数 收 敛 为 强 收敛 . 若是 一 般 的 LCS, X 中 的 原 拓扑 也 强 于 弱 拓 
扑 . 车 人 是 有 限 维 空间 , 则 其 中 的 强 拓扑 与 弱 拓 扑 一 致 .车 XX 是 自 反 空间 , 则 X” 中 
的 弱 " 拓扑 与 弱 拓 扑 一 致 . ; 

顺便 指出 ,类 比 于 弱 拓 扑 , 衍 生出 多 种 多 样 的 弱 概 念 ,它们 未 必 都 直接 关联 弱 
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拓扑 .一 种 典型 模式 是 : 设 f: 02 一 和 ,和 若 Vp se ,gp。f 有 某 性 质 P, 就 说 /有 性 质 
“ 弱 P”. 在 近代 分 析 中 ,阐明 P 与 “ 弱 P” 之 间 的 关系 ,常常 是 引 人 关 注 的 重要 课题 ， 
本 书 将 有 多 次 机 会 涉及 此 类 问题 . 
下 面 给 出 X, 与 X。 的 某 些 最 常用 的 结论 . 
定理 1.6.4 设 X 是 LCS, 以 X;“ 记 X 的 对 偶 空间 ,其 中 , 采用 弱 ” 拓扑,% 
依 式 (1.6.7) (注意 ?的 定义 用 不 到 X 为 赋 范 空间 ) , 则 有 拓扑 同 构 
X,— XX ",， XxX—%. (1.6.16) 
证 易 见 式 (1.6.16) 为 线性 单 射 (由 推论 1.6.1). 任 给 网 {x,} CX, 有 
Xi 一 0 全 UVx) 一 0， Vue Xoft(u)—0, Vue XxX 
二 在 X*" 中 4% 一 0. 
可 见 映射 (1.6.16) 是 拓扑 舱 入 ,余下 只 要 证 明 它 是 满 射 . 取 定 p e X。". 将 条 件 
(1.6.3) 用 到 wp 得 出 :存在 常数 C > 0 与 有 限 集 B = {xi,x,,…,%,| C ,使 得 
| og(u) | 到 C max | ull, = Clulls, VueX’, (1.6.17) 
其 中 ,w= max 1 u(%,) 1 定义 
pi: u(r) ,VC ) uCzn)) pu), vexX.. 
车,v eX u(x) = vx) (lign), 则 ju-v||s=0, 从 而 由 式 (1.6.17) 推 
出 pg(w) = pg(v) ,可 见 y 的 定义 合理 .yy 是 定义 于 K" 的 某 子 空 间 上 的 线性 泛 函 ,由 
定理 1. 6. 1, 不 妨 设 ye (K")*. 于 是 有 (a;) e K" ,使 得 
p(u) = 2 iu:) = f(u), wu eX', 


其 中 , x = 2 aixi eX. 因此 pg = %, 如 所 要 证 . 口 

定理 1.6.4 表明 , 若 在 X 与 X* 中 分 别 采用 弱 拓 扑 与 弱 ” 拓扑 , 则 XX 与 互 为 
对 偶 空间 . 这 就 从 一 个 角度 体现 出 弱 拓 扑 与 弱 ”拓扑 的 好 处 . 如 前 面 已 提 到 的 , 当 
X 为 赋 范 空间 并 在 与 X” 中 使 用 范 数 拓 扑 时 ,和 与 X” 未 必 互 为 对 偶 空 间 . 

对 于 自 反 空间 引述 以 下 基本 结果 而 略 去 其 证 明 : 

定理 1.6.5 设 X 是 Banach 空间 , 则 X 是 自 反 空间 合式 中 任何 有 界 序列 有 弱 
收敛 子 列 . 

定理 1.6.6(Mazur) 设 X 为 LCS, 4 CX 是 凸 集 , 则 4 = 4, ,4, 记 4 的 弱 闭 包 . 
因此 , 凸 集 为 闭 集 当 且 仅 当 它 为 弱 闭 集 . 

证 因 X 中 的 原 拓扑 强 于 弱 拓 扑 , 故 4 C 4,. 若 x。e XX\4, 则 对 紧 凸 集 {%。1 与 
闭 凸 集 4 应 用 定理 1.6.3(ii) 得 出 fe X" 与 re 及 ,使 得 

Re Kx) <r < (Re/f) (4). 

任 给 网 fx, C 4, 以 上 不 等 式 排除 了 f(x,) 一 f(xo) ,从 而 排除 了 x, 一 xo. 这 就 表明 
xo 和 4. 因此 4 = 4.. 口 
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定理 1.6.7(Banach-Alaoglu) 设 式 是 赋 范 空间 ,B ”是 X ”中 的 闭 单位 球 ， 则 
B" 是 弱 ” 紧 集 . 
证 记 D(0,r) = {zeC:lzl<r|. 定 义 映 身 
J:B*—M = I1?0, Tx), uw (u(x)),exr, 


则 了 是 一 单 射 . 因 B” 中 的 弱 ” 收 敛 正 好 对 应 M 中 依 积 拓 扑 的 收敛 , 故 当 B” 中 用 
弱 " 拓扑 时 J 是 一 拓扑 租 人 . 由 Tychonoff 定理 放 是 紧 的 , 易 验 证 JB" 在 计 中 是 弱 * 
闭 的 ,因此 B” 是 弱 ” 紧 的 . 回 
定理 1.6.7 确立 的 结论 是 说 明 弱 * 拓扑 重要 性 的 最 主要 的 理由 之 一 . 
定理 1.6.8 设 X 是 赋 范 空间 . 
(i) 设 下 可 分 , 则 X” 中 的 闭 单位 球 B” 依 弱 ” 拓扑 可 度量 化 ;X” 弱 ”可 分 ; 
X" 中 任何 有 界 序列 有 弱 ” 收 敛 子 列 ; 存 在 可 数 集 {f.1 C 98 ,使 得 
xj 中 = sup| f.(%*)1, xX E 大; (1.6. 18) 
(ii) 者 陪 ” 可 分 , 则 针 可 分 . 
证 (i) 以 B 记 站 中 的 闭 单位 球 . 取 98 的 可 数 稠 集 io,| , 令 
d(f,g) = D2"1fla,) -g(a,)l, fe eB’, 


则 易 验 证 d 是 B” 上 的 一 个 度量 . 任 给 网 |f.| CB" ,fe B", 有 
df f) 0 fla) fa)( VneN) 
全 jz) fx) (Vx € 98) 
f(r) f(x) (Vx eX) 
© fy, 
可 见 d 恰 导出 B* 中 的 弱 ” 拓扑 . 这 结合 定理 1. 6.7 得 出 ,8” 可 看 成 一 个 紧 度量 空 
间 , 因 而 B* 依 弱 ” 拓扑 可 分 ,这 就 推出 X”= U nB* 弱 ” 可 分 . 否 | 有 .| CX" 是 一 
有 界 序列 , 则 不 妨 设 {f.| C B" ,于 是 由 定理 1.3.2 知 它 含 弱 ” 收 敛 子 列 . 
为 证 式 (1.6.18) ,不 妨 设 x e 3B. 取 f. e 9B" 使 h.(a,) = a, (由 定理 
1.6.2(ii) ,不 妨 设 a, 关 0,n e NN), 则 
zl > sup! f.(%) | 


> sup[ | oo | -Il f(x ~- 0,)1] 
> sup( | os - (lx -eo,1)) 
= |xl -inf |x-e,.l = Hxl, 


这 表明 式 (1.6. 18) 成 立 . 
(ii) 取 98” 的 可 数 笛 集 {| , 取 x, e 9B, 使 1 f(x,) 1>= 1/2(n e N). 今 证 


1.6 对 偶 空 间 "43. 


ix,} 是 X 的 基本 和 集 ( 从 而 XX 可 分 ) ,为 此 只 要 证 {x,1} ”= {01( 由 题 1.6.2). 若 有 
0 关 fe {x,: ne NN} , 则 不 妨 设 fl = 1, 于 是 
ff-£.| EPE 1 =1f(x,) l=1/2, VneN. 

这 与 |f.1 在 98” 中 笛 密 相 矛 盾 . 口 

对 偶 空间 X” 不 仅 有 助 于 研究 空间 下 (定理 1.6. 8 就 是 一 个 例子 ) ,也 有 助 于 
研究 上 的 线性 算 子 . 对 于 后 者 需要 对 偶 算 子 这 一 概念 . 

定义 1.6.3 设 和 与 Y 是 LCS, 7T e L(XX,7Y), 则 

T”7:Y— XX*, gg°o°T (1.6.19) 

是 一 个 线性 算 子 , 称 它 为 了 的 对 偶 算 子 . 

从 式 (1.6.19) 直 接 看 出 , 7” 完 全 决定 于 恒等式 


(g,Tx) = (T’g,x), x e X,geY.. (1. 6. 20) 
式 (1.6.20) 使 得 算 子 7 与 了 "形式 上 更 显 对 等 . 利用 式 (1.6.20) 易 直接 验证 
(9 (1.6.21) 


其 中 , 7,S e L(X,Y),A e L(Y,Z),a,B ek. 
定义 1.6.3 并 未 涉及 了” 的 连续 性 . 对 于 连续 性 的 界定 与 判别 与 X,Y” 中 所 
用 的 拓扑 有 关 . 若 在 革 "” 与 Y” 中 均 用 弱 ” 拓扑, 则 7” 必 连续 ,这 可 写作 了 ”es 
L(Y ,Xi ). 若 与 Y 是 赋 范 空间 , 则 可 验证 
147* = 起 了， (1.6.22) 
此 时 当然 也 有 7T”e L(Y" ,X" ). 以 上 两 种 情况 对 于 对 偶 算 子 的 应 用 都 是 重要 的 . 
下 面 设 式 与 了 是 赋 范 空间 ,7 e L(X,7). 关于 算 子 了 的 一 些 基 本 问题 通常 关联 
着 如 下 4 个 集 :N(7) ,R(T) ,N(7" ) 与 R(T" ). 关于 它们 有 一 系列 深刻 的 结果 , 通 
常 称 为 核定 理 与 值 域 定理 . 借助 于 零 化 子 记 号 ,这 些 定理 可 表述 得 非常 简洁 , 且 充 
分 表现 出 7 与 7” 之 间 的 对 侦 性 . 首先 给 出 一 个 较 简 单 的 结果 . 
命题 1.6.3 设 X 与 Y 是 赋 范 空间 ,7 e L(X,7) , 则 成 立 
N(T*) = R(T)+:, +N(T*) = R(T7), (1.6.23) 
N(T) =+R(T*), N(T): = R(T’).. (1.6.24) 
最 后 一 个 等 式 的 右 端 表 示弱 * 闭 包 . 因此 , 7” 是 单 射 多 R(T) = Y, 了 是 单 射 全 
R(T*), = X". 
证 利用 式 (1.6.20) 易 直接 验证 N(T* ) = R(T)…. 然后 用 命题 1.6.2 得 
+N(T*) = (R(T)*) = span R(T) = R(T7), 
式 (1.6.23) 得 证 . 其 次 ,由 7 e L(Y* ,X* ) 及 定理 1.6.4 看 出 ,7T* e L(Y*,X,) 
的 对 偶 算 子 正 是 7 e L(X,,Y,). 分 别 以 7 与 7* 取代 了 与 7, 从 式 (1.6.23) 的 前 
一 式 得 N(T) =+ R(7*), 从 后 一 式 得 (此 处 注意 由 定理 1.6.6 有 R(T) = 
R(T),)N(T)+ = R(T' )。 于 是 式 (1.6.24) 得 证 . 口 
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下 面 是 更 深刻 的 所 谓 闭 值 域 定理 与 满 射 定理 (Rudin, 1991). 
定理 1.6.9 设 X 与 7 均 为 Banach 空间 , 7 e L(X,Y) , 则 以 下 结论 成 立 : 
R(7T) 是 闭 集会 R(T) = NGCT ) 
© R(T*) = NT7)- 
车 R(T" ) 是 闭 集 . 
定理 1.6.10 设 X 与 7 均 为 Banach 空间 , 7 es L(X,7), 则 以 下 结论 成 立 : 
(i) R(T) = 了 7" :YY” = R(T")( 拓 扑 同 构 ); 
(i) R(T*) =X OT: X= R(T)( 拓 扑 同 构 ). 
最 后 ,陈述 一 个 关于 紧 线 性 算 子 的 结果 以 备用 . 
定理 1.6.11 设 X 与 Y 是 赋 范 空间 , 7 e CL(X,7), 则 了 映 弱 收敛 序列 为 收 
敛 序列 ,Te CL(Y* ,X*). 


1.7 Hilbert 空间 


前 几 节 所 循 的 思路 ,实质 上 无 非 是 将 Euclid 空间 中 的 某 些 概念 与 结论 移植 到 
抽象 空间 (主要 是 赋 范 空间 ,也 包括 LCS ,拓扑 空间 等 ). 通过 自然 的 类 比 并 借用 平 
常 的 几何 语言 ,抽象 空间 理论 呈现 出 某 种 可 作 直 观 想 象 的 面貌 . 这 样 做 的 效果 如 此 
引人入胜 ,人 们 不 禁 想 再 往 前 走 一 步 , 将 更 多 的 几何 概念 ,如 角度 、 垂 直 性 等 ,都 引 
进 到 抽象 空间 中 来 . 这 就 导向 考虑 内 积 空间 与 Hilbert 空间 . 

定义 1.7.1 设 且 是 K 上 的 向 量 空间 . 若 有 xH 上 定义 了 一 个 K 值 函数 (x,y)， 
它 满足 如 下 内 积 公理 : 

(I) 《x,y)〉 对 x 是 线性 的 ; 

(I,) 共 斩 对 称 性 : (x,y)》= 《y,*); 

(L ) 正定 性 : (x,x) 三 0,(x,x) = 0 人 xx = 0， 
xy e 互 , 则 称 (x,y)》 为 H 上 的 一 个 内 积 ,而 称 ( 五 ,《，,*)) 或 也 为 内 积 空 间 . 在 内 
积 空间 五 中 依 xj = v《x,x》〉 引 进 范 数 , 当 五 依 此 范 数 完备 时 称 它 为 Hilbert 
空间 

以 下 设 互 是 给 定 的 内 积 空间 . 五 中 范 数 定义 的 合理 性 并 不 自明 ,需要 验证 . 首 
先 , 任 给 x,y e HH,a e KK, 由 内 积 公理 (1) ~ (3) 得 出 


0 和 (xz -ay -ay) = |x| -aly,x) -alx,y) tl oal’ yl. 
取 a = 《x,y)/ 上 Y "(不 妨 设 y 关 0) 代入 , 得 到 所 谓 Schwarz 不 等 式 
| (x,7) I< |x| ly, x,yeH. CE 751) 


Q@ Hilbert 本 人 主要 研究 了 空间 ,抽象 Hilbert 空间 是 由 von Neumann 于 1932 年 引入 的 . 


1.7 Hilbert 空间 Ny 


利用 以 上 不 等 式 不 难 验证 范 数 公理 (N: ) (由 定义 1.2.1), 而 (Ni) 与 (N;) 满 足 是 
明显 的 . 可 见 ,内 积 空间 是 赋 范 空间 的 特例 . 
以 下 结果 准确 地 指出 了 赋 范 空间 成 为 内 积 空间 的 条 件 : 
定理 1.7.1 设 X 是 K 上 的 赋 范 空间 , 则 X 中 的 范 数 能 由 某 个 内 积 定义 的 充 
要 条 件 是 ,如 下 平行 四 边 形 公式 满足 : 
Ix+yl +lxs-yl =20xl + yl ), x«,y eX (1.7.2) 
证 ”对 于 内 积 空间 验证 式 (1.7.2) 是 平凡 的 .反之 , 阁 式 (1.7.2) 成 立 , 当 = 
R 与 C 时 , 分 别 令 
4Cx,7) = x+yl -xy (1.7.3) 
与 
4(x,y) = x +y) -x -yl +ilz+iyl -ilz -iyl , (1.7.4) 
则 可 验证 (x,y) 满足 内 积 公理 (I) ~ (I) 且 《x,x〉= | x | … 验证 的 细节 是 技术 
性 的 ,可 参见 文献 ( 定 光 桂 , 2008). 图 
式 (1.7.3) 与 式 (1.7.4) 称 为 极 化 恒等式 , 它 与 公式 | x 上 ”=《〈x,x) 一 起 用 来 
实现 内 积 与 范 数 的 互相 转化 ,在 Hilbert 空间 理论 中 是 基本 而 常用 的 . 
平行 四 边 形 公 式 (1.7.2) 表 达 了 熟知 的 几何 定理 :平行 四 边 形 各 边 平方 和 等 
于 两 对 角 线 平方 和 . 在 内 积 空间 中 推广 平常 的 几何 定理 ,其 实 并 无 任何 可 惊 之 处 ， 
因为 内 积 空间 与 Euclid 空间 具有 某 种 共同 的 公理 结构 . 只 要 你 愿意 ,不 难 将 更 多 
的 Euclid 几何 定理 搬 到 内 积 空间 中 来 . 但 这 未 必 是 一 件 值得 去 做 的 事 . 我 们 只 关 
注 那些 在 分 析 学 中 有 应 用 价值 的 结果 ,平行 四 边 形 公式 就 是 一 个 这 样 的 结果 . 下 面 
即将 建立 的 勾 股 定理 ,或 许 是 一 个 更 有 价值 的 结果 , 它 要 用 到 正 交 概念 ,下面 就 来 
定义 . 
定义 1.7.2 (i) 设 x,y e 8,《x,y》= 0, 则 说 x 与 y 正 交 , 记 作 x 上 yi 
(i) 设 G4,BCH 闪 Vae4,Vb eB, 有 a 1 上 5, 则 说 4 与 B 正 交 , 记 作 4 
1 上 B, 约定 x 上 4 所 1 上 4 今 44= [xeH:x14|, 称 4 为 4 的 正 交 补 ; 
(ii 设 ls si e 贱 C 下 车 当 i 时 生 工区 , 则 称 |z| 为 一 个 正 交 系 或 正 交 
集 ; 若 (x; ,x;〉= 6;(6; 是 熟知 的 Kronecker 记号 ) , 则 称 {x;| 为 标准 正 交 系 . 
首先 指出 一 些 容易 直接 从 定义 1.7.2 看 出 的 事实 :0 与 任何 x e 互 正 交 ; 
若 4 1 B, 则 span 4 1 span B, 4 CB:; 任 给 非 空 集 4 CH,4* 总 是 五 的 闭 子 空间 . 
若 {x:1<i<sn|jC ei 则 由 直接 计算 得 出 


| 之 = | > 2 (1.7.5) 


特别 地 , 当 x， 上 x, 时 有 
x trl = xz + zl 


这 正 是 熟知 的 勾 股 定理 .不妨 说 , 式 (1.7.5) 表 达 了 广义 的 勾 股 定理 . 注意 , 当 {xi| 
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是 正 交 系 而 (a;| C KK 时 {aixi| 亦 为 正 交 系 ,因此 , 式 (1.7.5) 可 推广 为 更 一 般 的 

| Zaxl = EEA (1.7.6) 
若 x; 关 0(1 i <n), 则 从 式 (1.7.6) 看 出 > aixi =0 扣 aa =0(1<is<n). 这 
表明 不 含 零 元 的 正 交 系 必 线 性 无 关 . 

Euclid 空间 的 一 个 基本 事实 是 : 可 用 某 个 标准 正 交 系 作为 空间 的 基 而 导入 
Descartes 直角 坐标 系 . 今 在 Hilbert 空间 中 考虑 同一 问题 ,此 问题 已 有 完全 的 解答 . 
不 过 ,下 面 仅 对 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 五 表述 有 关 结 果 , 这 种 情况 在 应 用 上 是 最 
重要 的 . 至 于 更 一 般 的 情况 ,除了 增加 记号 与 表述 的 复杂 性 之 外 ,并 不 包含 实质 上 
新 的 思想 . 设 |e;: i e Nj CH 是 一 标准 正 交 系 . 若 每 个 x e H 可 表 为 

x = ae, (1.7.7) 


则 称 {e;| 为 五 的 标准 正 交 基 , 称 式 (1.7.7) 为 x 关于 基 |e;| 的 Fourier 展开 式 .因由 
式 (1.7.7) 推 出 ww = 《x,ei), 故 Fourier 展开 式 是 唯一 的 ,因而 标准 正 交 基 必 为 
Schauder 基 . 为 清晰 起 见 ,下面 记 4，= 《x ,e;) ,并 称 它 为 x 关于 基 {e,} 的 Fourier 系 
数 或 正 交 坐 标 ,也 称 x 一 % = (4%,) 为 Fourier 变换 . 基本 的 问题 是 :Hilbert 空间 是 否 
存在 标准 正 交 基 ? 此 问题 的 解决 又 依赖 于 另 一 个 问题 :一 个 标准 正 交 系 应 具备 什 
么 条 件 才 成 为 标准 正 交 基 ? 后 者 的 解答 如 下 : 

定理 1.7.2 设 上 H 是 Hilbert 空间 , {e;: i e Ni} CH 是 一 标准 正 交 系 , 则 以 下 
条 件 互相 等 价 : 

(i) ie} 是 五 的 标准 正 交 基 ; 

(i) {e;| 是 五 的 基本 集 ( 由 定义 1.2.3);) 

(让 ) {ei| 是 极 大 的 , 即 {e,: ie Nl*= {0}; 

(iv) 成 立 如 下 Parseval 等 式 : 


xi ”= > x eH,t, = (x,e); (1.7.8) 
(v) 成立 如 下 内 积 公 式 ( 亦 称 一 般 Parseval 等 式 ) : 
人 2 B47, x,y eH. (1.7.9) 


证 (i) 二 (让 与 (i) 二 (v) 二 (iv) 是 自明 的 . 
es .a el el 


( 刘 ) 一 (到 定 ze 及 令 w = 也 4e, 要 证 sx(n-*a ). 由 直接 计算 可 


验证 s, 上 (s - x*) ,于 是 由 式 (1.7.5) , 式 (1.7.6) 有 
lx 人 = ss 人 +llx-sl , (1.7.10) 


lo = 全 1 有， (1.7.11) 


1.7 Hilbert 空间 .47 . 


1 s。=- ,| ”= > | 2 1 ， m>n. (1.7. 12) 
由 式 (1.7.10), 式 (1.7.11) 推 出 | 


人 1 和 < |xl, 
这 结合 式 (1.7.12) 推 出 {3,1 为 Cauchy 序列 . 设 、 一 y e H(n 一 % ), 只 需 证 x = 
y. 利用 条 件 ( 志 ) ,又 只 要 证 $= 了:( Vi e N), 这 由 以 下 演算 得 出 : ， 


9; (y,ei) 过 lim( D400) = %;， i & N. 
J = 


式 (1.7.10) 直 接 表明 (i) 63(iv) ,于 是 定理 得 证 . 口 

推论 1.7.1 设 玉 是 一 个 可 分 无 限 维 Hilbert 空间 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 五 必 有 标准 正 交 基 ; 

(ii) 瑟 等 距 同 构 于 上 (由 例 1.2.1( 这 ) ). 

证 (i) 在 五 中 取 一 可 数 稠 集 fx ,可 设 {xi} 线性 无 关 , 即 Vn se N,xi， 
%2，"…,% 线性 无 关 ( 否则 依次 除去 多 余 的 元 素 ). 然后 用 线性 代数 中 描述 的 Schmidt 
正 交 化 方法 ,将 {x;| 标准 正 交 化 为 |ei| , 则 {e} 是 五 的 基本 集 . 由 定理 1.7.2, 1e,| 
是 昌 的 标准 正 交 基 . 

(ii) 设 {ei| 是 五 的 标准 正 交 基 , 则 Fourier 变换 ( 依 定理 1.7.2 中 的 记号 ) 


HoL, x—% = (4.) (1.7.13) 
是 一 等 距 的 线性 映射 ,等 距 性 依 式 (1.7.8). 若 c = (c) e 了 , 则 x = > cie; 必 收 
敛 ,因而 x e H. 由 唯一 性 有 c = %, 故 式 (1.7.13) 是 一 等 距 同 构 . 口 


对 于 定理 1.7.2 中 的 Parseval 等 式 ,值得 特别 加 以 说 明 , 它 无 疑 是 式 (1.7.6) 
的 无 限 和 推广 ,因而 亦 可 视 为 某 种 广义 的 勾 股 定理 . 在 抽象 空间 理论 中 , 准确 的 数 
量 等 式 殊 为 少见 ,一 旦 出 现 , 必 被 视 为 重要 结果 . 像 Parseval 等 式 这 样 既 形式 优美 
又 直观 意义 明确 的 等 式 , 更 加 备 受 珍视 . 在 近代 分 析 中 ,Parseval 等 式 有 多 种 多 样 
的 应 用 , 且 经 常 导致 出 人 意料 的 深刻 结果 . 而 且 , 对 于 Parseval 等 式 还 可 作 多 种 拓 
广 ,如 用 适当 的 积分 替代 和 式 . 在 本 书 中 将 多 次 遇 到 类 似 的 结果 . 

Fourier 展开 式 (1.7.7) 是 一 种 正 交 分 解 , x 沿 互 相 正 交 的 “坐标 轴 ” 方 向 分 解 . 
在 Hilbert 空间 中 还 可 以 考虑 另外 一 种 正 交 分 解 , 这 由 如 下 的 正 交 分 解 定理 描述 : 

定理 1.7.3 设 妃 是 Hilbert 空间 , 4 CH 是 一 闭 子 空间 , 则 有 拓扑 直 和 分 
解 五 = 4 A' ( 称 为 正 交 分 解 ). 设 P 是 五 到 4 投影 , 则 对 任 给 x e H,Px 是 x 在 
4 中 的 最 佳 逼 近 , 即 x - Px = d(x,4). 

证 取 定 x e HH. 取 序 列 |x,} Ch, 使 x, -x 上 一 p A d(x,4)(n 一 %). 由 
平行 四 边 形 公式 有 


2 
x -x = | (x —%) 一 (xs 一 2) | 
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=2]x, -| +21x -zl — |x, +x, 一 2x1| 
<2|x, -| +21x xl -4p 0,， m,n—%. 
可 见 {x,1 是 Cauchy 序列 , 故 x, 一 a e 4. 令 b=x-a, 则 x =a+t+b, 上 5b =p. 今 
证 be A , 即 YVy e 4, 证 (b,yY) = 0. YA eK, 有 
p<|x-(a+trAy) lH = 1b-Ayl? 
=p" —A(y,b) -ACb,y) + AT yl”. 

可 设 yz 头 0, 以 A = 《5,y)/ yy? 代入 以 上 不 等 式 得 出 (5,y〉= 0. 所 证 结论 与 4 站 
4+ = {01| 一 起 推出 HH = 4 四 4-. 因 4 与 4+ 均 为 闭 子 空间 , 故 4 @A4* 是 拓扑 直 和 
(由 定理 1.4.3(iv) ). 设 P 是 五 到 4 的 投影 (由 定理 1.4.3), 则 Px = a, 于 是 |x - 
Pxj = 151 =p = d(x,4) ,这 表明 Px 是 x 在 4 中 的 最 佳 逼近 . 口 

当 且 = 4 加 4! 时 ,H 到 4 的 投影 P 称 为 正 交 投 影 算 子 ,简称 为 正 投影 ,也 记 作 
Pi. 显然 Pe L(H),R(P,) = A,N(P,) = At+,P: = P,. 

正 交 分 解 定理 是 Hilbert 空间 理论 中 简单 而 又 广泛 应 用 的 结果 之 一 .下面 用 它 
来 推出 有 界线 性 泛 孙 的 Riesz 表示 定理 . 

定理 1.7.4 设 且 是 实 Hilbert 空间 . 任 给 a e 有 , 令 a(x) =《〈x,a), 则 

H—oH’*, a (1.7.14) 

是 一 等 距 同 构 . 车厂 是 复 Hilbert 空间 , 则 映射 (1.7. 14) 是 等 距 的 共 斩 线 性 同 构 . 

证 只 考虑 实 空间 的 情况 . 任 给 a e 及 ,直接 看 出 aeH* 且 aal. 
由 

lel = (a,a) = a(a) < Jal lal 
得 出 aj < a1 ,因此 a1 = le. 余下 只 要 证 式 (1.7.14) 是 满 射 , 即 对 任 
给 fe H' , 必 有 a eH 使 f = a. 当 f = 0 时 取 a = 0 好 了 .下 面 设 /0. 令 4 = NO ， 
则 4 是 五 的 闭 子 空间 ,于 是 HH = 4 四 4- (由 定理 1.7.3). 因 f 关 0, 必 有 0 产 %0 e 
A!+. 必定 f(xo) 关 0, 不 妨 设 f(xo) =1 令 a = zo 上 xo, 则 a ee A+,《xo,a)》=1. 
任 给 x e 有 ,有 f(x)x。 -x e 4. 于 是 
flx) = f(x) xo,0) = (x,a) + (f(x)x0 -x%,a) = (x,a), 

这 正 表明 f = 4, 如 所 要 证 . 口 

若 视 a 与 5 为 等 同 , 则 不 妨 直接 写 H = H*. 因此 说 Hilbert 空间 是 自 对 偶 的 , 当 
然 更 是 自 反 的 . 以 上 结果 表明 ,每 个 x e H 有 双重 身份 :既是 五 中 的 向 量 ,同时 又 可 
看 成 HH 上 的 有 界线 性 泛 函 ( 即 定理 1.7.4 中 的 x). 在 Hilbert 空间 的 应 用 中 ,以 上 观 
点 不 仅 不 会 造成 混乱 ,实际 上 能 带 来 很 大 方便 . 由 于 有 Riesz 表示 定理 可 用 ,在 Hil- 
bert 空间 中 运用 有 界线 性 泛 函 成 为 一 件 很 简单 的 事情 ,这 种 优势 是 其 他 Banach 空 


Q@ 实际 上 ,Riesz 在 1907 年 只 是 对 空间 [建立 了 这 一 结果 . 
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间 无 法 比拟 的 . 

下 面 转 向 考虑 Hilbert 空间 中 的 线性 算 子 . 首先 建立 一 个 预备 性 结果 . 若 一 个 
函数 f(x,y) : H x H 一 KK 对 x 与 7 分 别 为 线性 的 与 共 思 线 性 的 , 则 称 f 为 Hermite 
双 线 性 泛 函 . 中 的 内 积 显 然 就 是 一 个 Hermite 双 线 性 泛 函 . 下面 的 定理 表明 ,在 
一 定 条 件 下 Hermite 双 线 性 泛 也 总 可 通过 内 积 来 表示 . 

定理 1.7.5(Lax-Milgram) 设 f 是 Hilbert 空间 五 上 的 Hermite 双 线 性 泛 函 ， 


MA supll f(x,y) 1: x = yj =1 < %，, 则 存在 唯一 的 7e Z() ,使 得 
f(x,y) = 《Tx,y) ,Te = M. 若 f 还 满足 条 件 
5aAinfll f(x,y) 1: 1xl = lyl =1 >0, (1.7.15) 


则 了 是 一 个 同 构 . 
证 由 常数 的 定义 推出 
{f(x,y) 1 和 到 xyl，x,ye 克 
任 给 x e 五 , 令 x (7) = 所 xz,y). 直接 看 出 x”e H". 由 定理 1.7.4, 有 唯一 的 
元 Tx e 玖 ,使 得 x (7) = 《7y,Tx》, 即 所 xy) =《〈7Tx,y2(Y e H). 直接 看 出 Tx 对 
x 是 线性 的 且 


17IL = sup | 7x = sup lx | 


1x =1 lz =1 
yl 
若 条 件 (1.7.15) 满 足 , 则 对 任 给 x e 五 有 
dlx|” <I f(x,x) 1 =| (Tx,x)1< | Tx | x, 
这 推出 1 7x 宕 61 上 x 小. 由 此 又 推出 7T: H 一 R(7T) 是 拓扑 同 构 , 因 而 R(T) 是 H 
的 闭 子 空间 . 若 x e R(T)*, 则 
0 = (Tx,x) = f(x,x) > 61|x|’, 
这 推出 x = 0. 因此 五 = R(7T) ,7 了 : H 一旦 为 同 构 . 口 
定理 1.7.5 有 广泛 的 应 用 . 不 过 此 处 仅 用 来 导出 相伴 算 子 概念 . 给 定 了 e 
L(H), 令 f(x,y) =〈x,7y)(xzy e 五 ) , 则 /显然 是 一 个 Hermite 双 线 性 泛 函 且 


Sup a tA) = up Ty = Eh: 
由 定理 1.7.5 ,存在 唯一 的 T”e L(H) ,使 得 Kx,y) =《7T*x,y) , 即 
(Tx,y) = (x,T’y), x,yeH (1.7.16) 
且 上 下 = 中 TlH. 这 样 的 7” 称 为 7 的 相伴 算 子 , 它 由 恒等式 (1.7.16) 唯一 决 


定 . 利用 式 (1.7. 16) 可 直接 推出 如 下 简单 结论 : 
命题 1.7.1 设 7,S e L(H) ,a,B e , 则 以 下 结论 成 立 : 
(i) (aT +BS)” = QT7- +BS",(ST)" = TS TT; 
Cy) rl Tr 
以 证 上 7TH = 7 为 例 说 明 如 下 : 


. 50. ee 
i 
三 | XT*T | 
1x 由 = ( wy 


1x1 2 B= (Tx, Ty) | 


sup | 了 x | 2 


Mz =1 
LTH? = 7 
若 取 五 = C",A e C”, 则 YVx,y e C", 有 
(Ax,y) = x 47 = (x,A'y) = (x,A*y), 
这 得 出 4”= 4 (4 的 共 斩 转 置 ). 这 一 事实 对 于 展开 相伴 算 子 理论 有 重要 启示 意义 . 
对 照 命题 1.7.1 与 式 (1.6.21), 式 (1.6.22) 看 出 ,相伴 算 子 与 对 偶 算 子 有 某 
种 类 似 . 实际 上 ,不 难 建立 二 者 之 间 的 准确 联系 . 但 此 处 不 去 作 这 种 讨论 . 
若 将 了” 看 成 对 偶 算 子 , 则 可 将 命题 1.6.3 改进 为 
命题 1.7.2 设 了 7 eZ() , 则 成 立 
N(T*) = R(T)!:, NT )+ = R(T), (1.7.17) 
N(T) = R(T*)!:, N(T)+= R(T’). (1.7. 18) 
证 因 7 = 7”, 故 式 (1.7.17) 与 式 (1.7.18) 等 价 , 只 要 证 前 者 . 直接 看 出 
N(T*) = R(T)+ ,R(T) CN(T'*)!. 若 x e H\R(7T), 则 由 定理 1.7.3 有 x = y + 
Z,Y € R(T),0 天 ZE R(T)+:C NT). 因 (x,z》= zj * 关 0, 故 x ¢ N(7T*).:， 
这 得 出 N(7T* )* = R(7). 加 | 
定义 1.7.3 设 TeL(H). 若 TT”= 7*7, 则 称 7T 为 正规 算 子 ; 若 7T= 7*, 则 
称 7 为 自 伴 算 子 ; 若 7”= 7 , 则 称 7 为 U 算 子 . 当 7 是 自 伴 算 子 时 称 (Tx,x) (x e 
有 H) 为 由 了 定义 的 二 次 泛 范 . 
若 取 五 = C" 且 等 同 L(C") 与 C”, 则 C” 上 的 正规 算 子 、 自 伴 算 子 与 U 算 子 分 
别 相 当 于 线性 代数 中 的 正规 矩阵 .Hermite 对 称 和 矩阵 与 U 矩阵 ; 实 的 Hermite 对 称 
矩阵 与 U 矩阵 分 别 为 对 称 和 矩阵 与 正 交 和 矩阵. 车 4 se C” 是 Hermite 对 称 和 矩阵 , 则 
(Ax,x) = XAx(x e C") 为 Hemmite 二 次 型 , 当 4 = 4”e R”” 且 x e R" 时 它 就 是 
通常 的 二 次 型 . 正规 算 子 、 自 伴 算 子 与 U 算 子 的 以 上 线性 代数 原型 将 成 为 引导 思 
路 的 重要 样本 . 
现在 给 出 正规 算 子 等 的 等 价 刻画 . 
命题 1.7.3 设 了 ezZ() , 则 以 下 绪论 成 立 : 
(i) 了 是 正规 算 子 人 Tx = 1 7"zl =NCT) = N(T*) = RCT)+i 
(ii) 了 是 自 伴 算 子 全 (7Tx,x) ERCVx eH);， 
(让 )T 是 U 算 子 心 7T: H 一 上 HH 是 等 距 同 构 . 
证 关键 在 于 建立 恒等式 (不 难 用 直接 计算 验证 ) 


V 
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44Tx,y)》 =《T(x +7) x+y) - (T(x -7) ,x —y) 
+ i(T(x +iy),x +iy) -i(T(x -iy),x -iy). (1.7.19) 
由 此 推出 着 《7x,x〉= 0, 则 必 7 = 0, 因 而 ((7T -5)x,x》 三 0 一 7 = 5. 于 是 


TT* = T°*Tel(TT'x,x) = (TTx,x)O| Tx| = | Tx|, 
T= T° (Tr,x) = (x,Tx) © (Tx,x) = (Tx,x), 
rT” = Telr zl = 17 = el. 
从 上 述 等 价 关 系 依次 得 出 (i ~ (二 ). | 


定理 1.7.6 设 7 = 7T e 4L(H), 则 以 下 条 件 互 相等 价 : 
(i) 了 是 正 投影 ; 
(ii) 了 是 自 伴 算 子 ; 
(iii) 了 是 正规 算 子 ; 
(iv) R(T) = NT) 
(v) (Tx,x) = | Tx||’", x eH. 
证 (i) 一 (ii) 若 了 是 正 投影 , 则 Vx,y e 如 ,有 
(Tx,y) = 《Tx,Ty) + (Tx,y - Ty) 
(Tx Ty) 2 77Y) SCT wy), 
这 得 出 7 = 7 . 
(ii) 一 (iii) 是 平凡 的 . 利用 命题 1.7.2 与 命题 1.7.3(i) 看 出 (iii) 寺 (iv). 
(iv) 一 (>) ”Vx e 有 H, 有 x -Tx e N(7T), 于 是 由 条 件 (iv) 推 出 
(Tx,x) = Tx)? + (Tx,x - Tx) = | Tx 7. 
(v) 一 (i) ” 设 条 件 (v) 满 足 , 则 7T = 7 (由 命题 1.7.3(ii)). Vx,y e 互 ,有 
(Ty,x — Tx) = (Ty,x) - (Ty,Tx) = 0. 
这 表明 x = Tx + (x - 7x) e R(T) @@R(7T)”,T 是 五 到 R(T) 的 正 投 影 . 口 
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如 所 熟知 ,经 典 微分 学 基于 如 下 简单 思想 :在 局 部 用 线性 函数 近似 地 代替 非 线 
性 函数 ;或 更 一 般 地 ,用 多 项 式 函 数 局 部 地 近似 代替 非 多 项 式 函 数 . 同样 的 思想 也 
适用 于 一 定 抽象 空间 中 的 函数 ,而 这 就 导向 近代 微分 学 . 近代 微分 理论 的 萌芽 可 追 
淹 到 古典 变 分 法 ,后 者 的 历史 几乎 与 古典 微分 学 一 样 和 久远 .但 近代 形式 下 的 微分 理 
论 的 诞生 乃 是 抽象 空间 理论 充分 发 展 的 结果 ,其 主要 推动 者 Fréchet 等 就 是 抽象 空 
间 理 论 的 奠基 人 . 至 20 世纪 20 年 代 , Fréchet 等 表述 的 微分 学 大 体 上 已 接近 于 今 
天 所 熟知 的 现代 形式 . 

本 章 将 遵循 经 典 微分 学 中 的 熟知 思路 , 且 尽 可 能 沿用 熟悉 的 记号 与 术语 , 展 
近代 微分 理论 . 这 样 , 将 顺 次 建立 微分 规则 、 中 值 定 理 、Taylor 公式 、 SE pd 
就 如 同一 本 老 的 微分 学 教科 书 一 样 . 然而 ,在 无 限 维 空间 中 去 完成 这 一 切 ,必定 会 
遇 到 一 些 让 你 焦 诈 的 东西， 这 些 差别 固然 值得 适当 强调 ,以 免 在 不 经 意 中 陷 人 廖 

误 , 但 主要 关注 点 始终 是 同时 支配 了 古典 微分 学 与 近代 微分 学 的 那些 统一 思想 ,而 
且 处 处 强调 :抽象 空间 方法 不 是 将 问题 引 向 复杂 , 而 是 引 向 高 度 的 统一 与 出 人 意料 
的 简化 . 

对 本 章 所 用 记号 作 一 些 总 的 交代 . ,了 ,2 等 总 表示 天 上 的 赋 范 空间 ,大 部 分 内 
容 与 K 的 选择 无 关 . 凡 需 用 到 完备 性 的 地 方 总 直接 注 明 .EE 总 记 K 上 的 Banach 空 
间 ,除非 另 有 规定 . 0 与 D 分 别 记 某 个 赋 范 空间 的 非 空 开 子 集 与 非 空子 集 ,所 属 的 
空间 由 上 下 文 判明 . 通常 以 F,6 等 记 向 量 值 函 数 ,而 以 放 g 等 记 K 值 函数 . 任 给 下 : 
已 一 了 ,约定 AF(x,h) = F(x +h) -Fx(x,x +h eD). 


2.1 下 微分 与 G 微分 


给 定 映射 玉 : 2 C 外 一 了 ,x。e 人 ,我们 常常 希望 在 点 xo 邻近 有 近似 公式 
Fx ~= Fxo + T(x — x%o), 
其 中 , 了 是 某 个 线性 算 子 . 这 直接 导向 以 下 定义 : 
定义 2.1.1 设 f: CX->Y,x。e 人 2 若 存 在 7 e L(X,Y) 了 ,使 得 
AF(xo,h) = Th +o(h), h—0. (2. 1.1) 
这 意味 着 


@ 若 已 知 刁 在 xo 连续 , 则 只 要 设 了 : X 一 了 是 线性 算 子 就 够 了 . 


2.1 下 微分 与 G 微分 “53， 


上 AF(xo,h) -Th = oC kl), lal —0, 

则 说 映射 下 在 点 xo 处 Fréchet 可 微 ,简称 为 了 可 微 ,而 称 了 为 在 xo 的 Fréchet 导 
数 ,简称 为 F 导数 , 记 作 严 (xo). 

本 书 中 说 到 可 微 与 导数 而 未 加 说 明 时 , 概 指 下 可 微 与 F 导数 . 

以 了 = (xo) 代入 式 (2.1.1) 得 到 

AF(xo,h) -F(xo)h = o(h). (2. 1.2) 

准确 地 说 ,这 意味 着 

Ve >0,36 >0,Vh e B(0), 有 | AF(xo,h) -F(xoO)h)| ellh. 
由 式 (2.1.2) 直接 推出 , 当 "(x。) 存在 时 必 是 唯一 的 且 F 在 xo 连续 . 

除了 F(x。) 是 一 个 算 子 而 非 一 个 数 之 外 ,以 上 所 述 与 经 典 微分 学 是 高 度 类 似 
的 . 如 果 改 写 h 为 dx, 令 dF(xo) = F"(xo)dx, 并 称 dF(xo) 为 在 %。 的 微分 ,就 更 
接近 传统 微分 学 了 . 但 我 们 并 不 打算 这 样 做 . 当 说 到 “微分 ”FP'(xo)h 时 ,所 指 的 无 
非 就 是 线性 映射 h 一 下 (x0)h, 因 而 实际 上 也 就 是 导数 玉 (xo). 因此 不 妨 说 微分 就 
是 导数 ! 说 到 下 微分 时 , 指 的 就 是 了 导数 . 不 过 ,这 并 不 意味 着 我 们 主张 废弃 微分 
一 词 . 在 很 多 方面 ,微分 仍然 发 挥 着 独立 作用 . 

井下 在 到 内 处 处 可 微 , 则 得 到 一 个 “ 导 函 数 ” 

F': NCX—L(X,Y), x— F(x). 

当 导 函数 亚 (x) 的 导数 存在 时 记 作 严 "(x) , 称 它 为 的 二 阶 导数 . 依 此 类 推 ,完全 
如 同 经 典 微分 学 中 一 样 , 可 定义 + 次 可 微 与 r 阶 导数 "(x) ,r 宇 1 车 政 的 r 阶 导 
数 F"”(x) 在 2 内 处 处 存在 且 对 x 连续 , 则 说 下 在 人 内 r 次 连续 可 微 ,或 称 下 为 C 
映射 或 C" 画 数 . 以 C"(Q2,7) 记 从 Q 到 7 了 的 C' 映射 之 全 体 , 约定 C (2,7) = C(0， 


7),C” (OQ,Y) = mn COT CO) = CCOK)(0O<rso).C(02,7) 或 CO) 


也 简写 作 C. 上 述 概念 与 记号 与 经 典 微分 学 似乎 毫 无 区 别 . 但 应 注意 , 现在 “ 导 
数 ”F'(x) 是 一 个 算 子 , 而 且 函 数 下 (x) ,F(x) ,FF''(x),… 一 般 取 值 于 互 不 相同 的 
空间 Y,L(X,Y) ,L(X,L(X,Y) ) ,…, 以 至 不 再 能 使 用 F(x) - F(x) 这 一 类 的 式 
子 . 初次 面 对 这 些 新 情况 ,你 可 能 有 所 困惑 且 颇 感 不 便 . 
如 果 说 ,在 理论 上 引入 了 导数 并 无 任何 困难 ,那么 举 出 计算 F 导数 的 非 平凡 
例子 却 不 很 容易 . 眼前 只 能 看 几 个 很 简单 的 例子 . 
例 2.1.1 (i) 设 f: 2 CK 一 Y,x。e 02, 则 显然 
AF(xo,h) = ah+o(h), h—0 
等 价 于 
limh AF(xo,h) =ael. 
若 令 Th = ah(h = 区 ) , 则 直接 看 出 7 < LCK,Y) ,7 = Jal ,7(1) = a. 可见 ， 
L(K,Y)—Y, T—>7(1) 
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是 一 等 距 同 构 . 因此 , 若 等 同 L(K,Y) 与 了, 亦 即 等 同 了 与 了 (1) , 则 不 妨 认为 
F'(xo) = limh™ AF(xo,h), (2. 1.3) 
只 要 右 端 极限 存在 . 在 这 种 情况 下 ,导数 的 定义 就 与 经 典 微分 学 中 的 定义 形式 上 完 
全 一 致 了 . 而且 站 (x) 如 同 F(x) 一 样 ,也 是 空间 了 中 的 向 量 , 因而 在 运用 导数 
扬 (x) 时 并 无 前 面 提 到 的 那 种 不 便 . 但 应 记 住 , 式 (2.1.3) 仅 适 用 于 x 是 实 或 复 变 
量 的 情况 . 一 个 实 变量 函数 p: [a,b] C 及 一 了 可 解释 为 空间 了 中 的 一 条 曲线 . 若 
ie [cb],p (no) 存在 , 则 称 w' (ba) 为 曲线 y = g(t) 在 加 处 的 切 向 量 , 当 b = a 
或 6 时 op'(to) 理解 为 单 侧 导 数 . 上 述 几 何 用 语 的 设置 ,并 非 仅 有 形式 的 意义 ,而 是 
展开 某 些 富有 价值 的 理论 的 开端 . 
(ii) 设 有 五 是 一 个 实 Hilbert 空间 , f(x) = 1 xj,0 和 xx e 五 , 则 


Slathl’— lel” 26x,h) + LAL 


= 《x zh +ol al), lal 一 0. 
由 定理 1.7.4, 可 等 同 a e H 与 泛 函 hh 一 《a,h). 于 是 将 上 式 与 式 (2.1.2) 对 照 得 出 
f(x) = zl x. 
一 般 地 , 若 f: 2 CX 一 RR 在 x e 2 可 微 , 则 f(x) e X* , 称 f(x) 为 f 在 x 的 
梯度 ,通常 写作 V(x). 因此 ,对 于 实 Hilbert 空间 古 有 


RT ey (2. 1.4) 
注意 此 结果 并 不 适用 于 复 Hilbert 空间 ! 阁 取 H = 及 , 则 有 
Vlxl=ixl x, Ox € R", (2. 1.5) 


其 中 ,1 x1 是 Euclid 范 数 . 此 处 要 取 转 置 的 理由 将 在 后 面 说 明 . 式 (2.1.5) 应 当 已 
在 初等 微 积 分 学 中 见 过 了 . 

(iii) 设 f: 2 CX 一 Y 是 常 值 映射 , 即 Fx = y。e Y(x e 人 2) , 则 显然 F(x) = 
0 e L(X,Y). 常 值 函数 导数 为 零 , 这 一 点 与 经 典 微分 学 并 无 区 别 . 

(iv) 设 FeL(X,Y), 则 AF(x,h) = Fh, 这 与 式 (2. 1.2) 对 照 得 出 FF'(x)h = 
Fh, 从 而 (x) = 下 此 处 得 强调 一 下 , 切 不 可 将 政 (x) = 下 误 读 为 玫 (x) = F(x)! 
后 者 不 仅 不 正确 ,而 且 毫 无 意义 . 当 n 二 2 时 显然 有 "(x) = 0(x e X) ,因此 Fe 
人 

(v) Urysohn 算 子 U 定义 为 

(Ux) (1) = {Fli,s,x(s))ds, x eX, 


其 中 ,XX = C(]) ,J = [a,5] ,假定 F(i,s,x) 与 F(t,s,x) 是 J xJxR 上 的 连续 实 
函数 . 任 给 x,h e X, 首 先 施行 如 下 形式 演算 : 


f d 
U'(x)h= WAS + Ah) les 
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加 [ [ress) + Ah(s)) | ,lss 


b 
[Fi,s,x(s))h(s)ds A Th. (2.1.6) 
固定 x e X, 令 K=[- xlo-l,lxlo+l],M = ,syp cl F(t,s,y) 1 , 则 
Th lo < MGL - a) | ho, 
可 见 7T e L(X). 其 次 , 设 上 |。< 1, 则 
| AU(x,h) - Th lo 


< sup[ | F(t,s,x(s) +h(s)) - F(t,s,x(s)) — F(t,x,s(s)) | ds 


< sup[ |! F(t,s,x(s) + Oh(s)) —- F(t,s,x(s)) | | hllods 


= v0 Ml 
其 中 用 了 微分 中 值 定理 与 F(t,s,y) 在 JxJx 天 上 的 一 致 连续 性 ,9 = 0(s) e 
(0,1). 由 以 上 估计 得 出 U'(x)h = 7h. 这 就 表明 ,最 初 由 形式 演算 获得 的 结果 
(2. 1.6) 实际 上 是 正确 的 , 但 这 并 不 意味 着 后 面 所 作 的 严格 检验 是 多 余 的 . 

下 面 依照 习惯 的 顺序 推广 经 典 微分 学 中 的 各 种 结果 . 这 件 事 做 起 来 竟 如 此 顺 
利 且 结 论 完美 , 初 看 起 来 似乎 令 人 惊讶 . 首先 ,通常 的 微分 规则 都 有 自然 的 推广 . 

命题 2.1.1 假定 函数 下 与 C 均 可 微 . 

(i) 线性 规则 : 若 F,G: CCX 一 Ya,B e KK,x e 02, 则 

(aF +BG)'(x) = aF'(x) +B CG’'(x); 

(ii) 积 规则 : 设 F: CX—U,G: NDCX—V,Hx = o(Fx,Gx) (x € (02), 

pP e L(U,V;Y), 则 


H'(x)h = op(F'(x)h,Gx) + op(Fx,G’'(x)h). (2. 1.7) 
当天 = KK 时 , 式 (2.1.7) 相 当 于 (由 例 2.1.1(i) 中 的 约定 ) 
H'(x) = op(F'(x),Gx) + op(Fx,G'(x)); (2. 1.8) 
(jii) 链 规则 : 设 F: QCX—Y,6G: 0 CY 2Z,F0 C0 ,x e 0, 则 
(Go F)'(x) = GC’'(Fx)F'(x). (2. 1.9) 


证 取 定 x* < 0, 只 需 证 式 (2.1.7) 与 式 (2.1.9). 所 用 证 明 循 同一 模式 :首先 
确认 公式 右 端 是 X 上 的 有 界线 性 算 子 ,然后 导出 一 个 形 如 式 (2.1.1) 的 估计 . 
证 式 (2.1.7). 以 Th(h e XX) 记 式 (2.1.7) 右 端 , 则 直接 看 出 7 e L(X,Y). 然 
后 估计 
| AH(Cx,h) — Th = | AHGx,h) - p(F'(x)h,Gx) - (Fx,G'(x)h) | 
< | po(AF(x,h) -PF'(x)h,C(x +h)) 
+ | op(Fx,AC(x,h) - GC'(x)h) | 
+ pCF'(x)h,ACCx,h)) | 
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< loloC hl ) NGCx+h)) + Nol Fxlo( lh ) 
+ ol F(x)hl AG(x,h) 
=o( hl), lhl —=0. 
这 表明 厂 (x) = 了 , 即 式 (2.1.7) 成 立 . 
证 式 (2.1.9). 下 面 只 写 出 一 个 “ 粗 推理 ” ,更 严格 的 论证 可 如 证 式 (2.1.7) 一 样 
作出 ,并 无 实质 困难 , 设 y = Fx,k = AF(x,h),@B = G。F, 则 当 jh 一 0 时 有 
ABD(x,h) = AG(y,k) = G'(y)k + o(k) 
= GCG'(y)AF(x,h) +o(AF(x,h)) 
= G'(y)[F'(x)h +o(h)] +o(h) 
= GC'(Y)F'(x)h + o(h), 
这 得 出 @B' (x) = G'(Y) 下 (x) , 即 式 (2.1.9) 成 立 . 口 
今 指 出 式 (2.1.7) ~ (2.1.9) 的 几 种 常用 的 特殊 情况 . 设 f,g: LCX 一 RR 可 
微 , 则 取 p(wu,v) = uv(u,v e R), 从 式 (2.1.7) 得 
V [flx)g(x)] = g(x) Vf(x) +f(x) Ve(x). (2. 1. 10) 
若 f: 0 CK 一 K 与 g: 0 CK 一 了 可 微 , 则 取 gp(a,y) = ay(a e KK,y e 7) 从 式 
(2.1.7) 得 


[flx)g(x)]' =f (x)8(x) +f(x)g (x). (2.1.11) 
取 G = 7 e L(Y,Z), 从 式 (2.1.9) 得 
(TF) (xz) = TF'(x). (2.1.12) 


形式 上 ,这 意味 着 微分 运算 与 有 界线 性 算 子 可 交换 . 符 广 2CX 一 及 与 8: 及 一 及 
均 为 可 微 函数 , 则 由 式 (2. 1.9) 有 


Vg(f(x)) = g' (f(x)) VA(x). (2.1.13) 
若 下 : 2 CX 一 了 与 x(1t) :天 一 人 是 可 微 函 数 , 则 由 式 (2.1.9) 有 

F(x(1))’ = F’'(x(t) )x'(t). (2. 1. 14) 
特别 取 x(t) = x + 认得 到 

F(x +th) = F'(x + ith)h. (2.1.15) 


现在 看 几 个 应 用 上 述 微分 公式 的 例子 . 

例 2.1.2 (i) 设 Ff: 0CX—Y 与 6: 0 CY 一 Z 均 二 次 可 微 ,FQ C0， 
HH= GoF, 求 H'(x)hk( = (H'"'(x)h)k). 首先 ,由 式 (2.1.9) 有 

H'(x)k = G'(Fx)F'(x)k. 
固定 ke XX, 注意 L(X,Z) 一 Z,T 一 Tk 是 一 有 界线 性 算 子 ,因而 由 式 (2. 1. 12) 在 求 
导 时 可 “越过 ” 它 . 于 是 
H’''(x)hk= ([G'(Fx)F'(x)]'h)k 
= [(F"(Fx)F'(x)h)F' (x) + G'(Fx)F''(x)h]k 


2.1 了 微分 与 G 微分 .57 . 


= (G"'(Fx)F'(x)h)F'(x)k + GCG'(Fx)(F''(x)hk), 
其 中 , [CG'(Fx) F(x)]'h 的 计算 用 了 式 (2.1.7) ,注意 
op: L(Y,Z) x L(X,Y) — LL(X,Z), (A,B)—AB 
是 一 有 界 双 线性 算 子 . 这 个 例子 显示 出 复合 函数 二 阶 导 数 的 复杂 性 ,更 不 必 说 高 于 
二 阶 的 导数 . 
(ii) 设 f: 2 CX 一 关 二 次 可 微 , Gx = x [F(x)] Fx(x e 人 2) 有 定义 . 等 
式 尼 (xzx)(x -Gx) = Fx 两边 求 导 得 
(F(x)h)(x—- Gx) +F'(x)[h -G(x)h] = F(x)h, 
其 中 用 了 式 (2.1.7). 由 以 上 等 式 解 出 
G'(x)h = [F(x)] (F(x)h)(x-Gx), x e (2,h eX. 
由 此 可 见 , 当 Fx =0(x = Gx) 时 CG'(x) =0. 利 用 Gx 构造 方程 fx = 0 近似 解 
的 Newton 迭代 公式 , 正 是 基于 这 一 事实 . 
( 诞 ) 设 作 x) =1 x17(0 关 x e R"), 求 VA(x) 与 Vf(x) ,约定 


Vf(x) = ( Vf) (x). (2. 1. 16) 
首先 结合 式 (2.1.13) 与 式 (2.1.5) 得 出 
VIixl?=plxlr Vilx|l=plxlr™ x. 


然后 用 式 (2.1.16) 与 式 (2.1.7)， 
(V1 xI?)h= pl xl? x)'h 
=p(p—-2)1xIr (x h)x+pl xlr™h 
= [p(p -2) | xl? xx +p| x1?™ I]h, 
故 得 
V7|lxl? =p(p—-2)1 xl? xx +p|l x1°™L. 
以 上 结果 在 初等 分 析 中 也 是 很 有 用 的 ,不 妨 利用 
Vf(x) = 2] (2. 1.16)" 


OX;0%; 
依 坐标 方式 完成 同一 计算 . V “f(x) 称 为 函数 1(x) 的 Hesse 矩阵. 
现在 回 到 式 (2.1.2). 当 | 充分 小 时 它 提供 了 近似 公式 
AF(x,h) ~ F'(x)h. (2. 1.17) 
限制 1 充分 小 , 正 是 微分 概念 的 局 部 性 质 所 致 . 如 果 微 分 学 的 结果 总 限制 在 某 
个 充分 小 的 局 部 使 用 ,那么 其 价值 就 十 分 有 限 了 . 幸而 有 方法 克服 这 种 局 部 性 ,本 
质 的 跨越 是 能 从 式 (2. 1. 17) 过 渡 到 关于 AF(x,h) | 的 一 个 估计 式 , 不 必 限 制 
| | 充分 小 . 这 就 是 中 值 定理 , 它 是 将 微分 学 用 于 研究 函数 的 主要 依据 ,因而 在 
微分 学 中 处 于 中 心地 位 . 
定理 2.1.1 设 F: 0 CX 一 了 ,线段 [x,y] C 02,F 在 [x,y] 上 每 点 可 微 , 则 成 立 
| Fx- Fyl < ,spp F(z) x- 7). (2.1.18) 
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若 Te LL(X,7), 以 F -TT 取代 下 , 令 z = x+i(y -x), 则 从 式 (2. 1.18) 得 
Fx-Fy-Tx—-y)| 
< sup | P(x+t(y -7)) -TH hs- (2.1.19) 


Oxit< 


证 令 B = ,sup F(z) | ,可 设 B < w. 由 式 (1.6.9) ,只 要 证 


f(AFx-Fy)l<BIfN NAN, feY,h=x-y. 
取 定 fe Y’, 令 g = Ref, 则 
| f(Fx - Fy)| = ef(Fx - Fy) = ge(eFx - eFy), 


其 中 ,1 se1 =1 令 g(t) = g(s F(x + 志 )), 则 9 是 [0,1] 上 的 可 微 实 函数 于 是 
| fl(Fx -Fy)|l=l 9p(1) -o(0)1=1e()1 (0<0<1) 
=| g(g F'(x + Oh)h) | 
<lfl(eF'(x+0h)h)|ls<BI|fN Ir. 加 | 
从 已 习惯 于 Lagrange 中 值 定理 的 眼光 看 来 ,定理 2.1.1 似乎 不 能 令 人 满意 . 对 
此 ,可 指明 以 下 几 点 . 首先 ,对 于 可 微 函 数 F CQ CX 一 R,[x,y] C 02, 确 可 建立 如 
下 “Lagrange 中 值 定 理 ”: 
f(x) -fy) =f (E(x -7y)， telx,y]. (2. 1. 20) 
为 此 ,只 要 对 函数 g(t) = f(x +t(y -x)) 用 老 的 Lagrange 中 值 定理 就 行 了 .但 对 
于 F: 0CX—Y, 只 要 YR, 就 不 可 能 建立 如 上 形式 的 结果 . 用 反例 F(t) = 
e'(0 tt<27) 足以 说 明 问 题 :V9 e (0,2w) ,有 
F(27) -PCO) =0#ie®* = F’'(0). 
更 重要 的 是 ,对 于 中 值 定理 的 大 多 数 应 用 来 说 ,一 个 形 如 式 (2. 1. 20) 的 等 式 未 必 
强 于 形 如 式 (2. 1. 18) 的 不 等 式 . 
如 同 在 经 典 微分 学 中 一 样 , 继 中 值 定理 之 后 的 下 一 个 目标 是 Taylor 公式 . 但 为 
此 需 作 点 准备 . 首先 要 解释 将 出 现 于 Taylor 公式 中 的 F(x)h". 设 F: QCX—Y 
在 x 处 nn 次 可 微 , 则 
n 重 
F(x) E L(X,L(X, ,LX,Y), …)). 
所 涉 算 子 空间 显然 不 是 我 们 乐于 使 用 的 ,幸而 可 利用 命题 1.5.1 以 (X,Y) 取 而 
代 之 . 认定 F(x) e L"(X,Y) ,对 任 给 h, e X(1 in), 如 1.5 节 中 的 约定 记 
F™ (x)hhyeh, = (Cee((F™ (x)h)h,):.)h,, 
则 F(x)h"(h e 下) 获得 确定 意义 . 其 次 指出 ,F'"”(x) 还 是 对 称 的 . 
命题 2.1.2 设 f: 0 CX_Y,x ee 0,F"m(x) 存在 ,n 宇 1, 则 F(x) e 
L'(X,Y). 
证 因 可 对 nn 用 归纳 法 ,只 考虑 n = 2 的 情况 ,这 归于 证 
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F(x)hk = F''(x)kh, h,k eX. (2. 1.21) 
Ve >0, 取 5 > 0, 使 当 1z| <25 时 有 AF'(x,z) -F"'(x)z| 三 gz. 取 定 
h,k e B(0), 令 
T= F(x+h+k) ~- F(x+h) -F(x+k) +Fx, 
则 了 关于 (h,k) 对 称 . 利用 不 等 式 (2. 1. 19) 估计 
7- F(x)hk| 
< sup | AF’'(x +tk,h) -F(x)h) kl 


< sup6[ | AF'(x,h+z) -F(x)(h+z) | + | AF'(x,z) - F''(x)z| |] 


lz <6 
< 6(2e6 + £6) = 3e6. 
同 理 , 可 证 | 7- F(x)kh | < 3e 5 ,因而 
上 Ex — F(x)kh| <6e6, h,k eB,(0). 

利用 F(x) 的 齐 次 性 及 的 任意 性 , 即 得 出 式 (2.1.21) 成 立 . 加 

另 一 项 准备 工作 是 界定 向 量 值 函数 的 Riemann 积分 . 对 积分 的 系统 考察 将 在 下 
章 中 进行 . 此 处 所 需 的 积分 只 是 实 函数 Riemann 积分 的 平凡 推广 ,只 需 不 多 的 几 句 话 
就 可 交代 清楚 . 设 了 是 Banach 空间 ,J = [a,b] CR,p s C(J,7) , 则 必 存 在 


b n 
| (CDd = lim ,D7) Ah, (2. 1. 22) 


其 中 , 和 式 》 9(7;)At; 是 对 区 间 J 的 任 一 分 划 

a=to Tt <7, t=b 
作 的 , An = it -ti(1 i n). 如 此 定义 的 积分 具有 通常 积分 的 那些 熟知 性 质 ， 
如 成 立 Newton-Leibniz 公式 与 分 部 积分 公式 ,后 者 可 表 为 


epDe(Dd = g(t) 9(t) | - Te(De(Dd (2. 1. 23) 


其 中 ,gs C (J,K) ,pgp e C (J, 了 .这些 都 易 验 证 ,不 必 细 述 . 
作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 已 可 建立 如 下 的 Taylor 公式 : 
定理 2.1.2 设 F: CX 一 了 ,线段 [x,* +h] C 0,1 <r<%. 
(i) 车 在 [x,x +h] 上 r -1 次 可 微 ,F(x) 存在 , 则 成 立 Taylor 公式 
F(x+h) = DF +R, NRN = o( hl"), (2.1.24) 


k=0 
其 中 , F(x)h” = Fx; 
(i) 若 忆 es C',Y 完备 , 则 成 立 带 积分 余 项 的 Taylor 公开 


r-l 
F(x+h)= ¥ F(x) +R,, 
0 (2.1.25) 
1 


1 
i r-l 天 (r) 
Mil F(x + th)h'dt. 
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证 (i) 用 归纳 法 . 若 r = 1, 则 式 (2. 1.24) 就 是 式 (2. 1.2). 设 r >1, 令 Gh = 
R,, 则 


RN = Gh- GO < sup Cs) lrl 


a 


区 ft _ 1 (Kk+1) k 
= ,sup, | F'(x +z) > iat (x)z 


=o( | 大 全 一) = ol Nk"), 
其 中 , 对 F' 用 了 归纳 假设 且 用 到 (F(x) 所 ),” = AZ (rx) "(这 可 从 积 规 则 
(命题 2.1.1(ii) ) 的 一 个 多 重 推 广 得 出 ), F(x)h* ”表示 算 子 
FO(x)h’ TT: XY,z > FOO(x)hhz, k>1. 
(ii) 当 r = 1 时, 式 (2. 1.25) 即 等 式 

AF(x,h) = [ F'Cx + th)hd, 

它 直接 由 Newton-Leibniz 公式 得 出 . 今 设 + > 1 并 作 归 纳 假设 , 则 
F(x+h) - 2 二 P(e) A 


| 


ih p(x + th)hid 


Cr- 
(rr- 和 Oh t+ + (1 -2 F(x+th)h dt, 
最 后 一 步 用 了 分 部 积分 . 以 上 等 式 正 表 明 式 (2. 1.25) 成 立 . 口 


设 M = sup 上 Fo (x + 夫 ) | , 则 对 式 (2.1.25) 中 的 余 项 及 有 估计 
| | < -Drdt = el. (2. 1. 26) 


! 
特别 地 , 取 r = 1 得 到 
| AF(%,h) | < sup | F(x+ith) | hl, 


0O<iel 


这 与 式 (2.1.18) 一 致 ( 取 y = x+h). 因此 , 式 (2.1.26) 可 看 成 中 值 定理 的 某 种 高 
阶 拓 广 . 上 述 结 果 无 疑 是 令 人 满意 的 . 

鉴于 已 知 Lagrange 中 值 公式 已 不 适用 于 向 量 值 函数 , 自然 不 能 指望 对 向 量 值 
函数 建立 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 . 不 过 作为 中 值 公式 (2. 1. 20) 的 高 阶 推 
广 , 对 于 实 值 函数 仍 可 建立 以 下 结果 : 

命题 2.1.3 设 F 0 CX 一 R,[x,x+h] C02,f 在 线段 [x,x +h1 上 每 点 r 次 
可 微 ,1 <r < o， 则 存在 上 e [x,x +h], 使 得 如 下 Taylor 公式 成 立 : 


f(x +h) = > 二 fk + 二 f° (Eh. (2. 1.27) 
证 令 g(t) =f(x+ih), 则 g(t) 是 [0,1] 上 r 次 可 微 的 实 值 函数 .对 gp(i) 应 


2.1 下 微分 与 G 微分 “61 


用 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 ,恰好 得 出 式 (2.1.27). 口 

顺 着 通常 微分 学 的 思路 ,现在 似乎 该 转 入 “多 元 函数 微分 学 "了 .但 是 ,在 抽象 
空间 的 框架 内 ,这 一 思路 颇 成 问题 ,因为 并 无 “一 元 函数 ”与 “多 元 函数 ”的 严格 划 
分 . 例如 ,“ 二 元 函数 ”F(x,y) (x e X,y e 7) 不 妨 看 成 空间 Z = 天 xY 上 的 “一 元 
函数 ”F(z)(z e 2). 不 过 , 仍 可 提出 如 下 间 题 :F(z) 的 可 微 性 与 F(x,y) 分 别 对 变 
元 x,y 的 可 微 性 有 何 关系 ?这 就 使 偏 导 数 概 念 成 为 必要 . 逻辑 上 ,完全 如 同 经 典 微 
分 学 一 样 , 偏 导数 就 是 对 各 别 变 元 的 导数 ,甚至 不 必 写 出 一 个 正式 定义 . 

完全 沿用 熟知 的 偏 导数 记号 ,如 对 F(x,y) : 0 C XxY 一 EE 使 用 记号 


oF (x,Y) oF(x,y) 
F,(x,y), a (Wy 二 


等 ,只 要 这 些 偏 导数 存在 . 但 此 处 又 该 提醒 你 , 某 些 常识 可 能 不 适用 了 . 因为 
F(x,y) E L(X,E), F(x,y) e L(Y,E), 
切 不 可 使 用 FF, + F, 这 类 式 子 ,除非 X = Y. 还 有 ,因为 
F, (x,y) e L(Y,L(X,E)), F,.(%,y) e L(X,L(Y,E)), 

即使 以 上 两 个 混合 偏 导 数 均 存在 且 连 续 ,也 未 必 能 写 不 ，= 下,! 这 些 似 乎 反常 的 
情况 是 需 谨 慎 对 待 的 . 

对 于 上 述 的 函数 R(z) ,z = (x,y) ,我 们 的 兴趣 在 于 3 个 导数 F(z) ,F(x,y) 
与 (x,y) 之 间 的 关系 . 下 面 在 一 个 远 为 一 般 的 形式 下 解答 此 问题 : 

定理 2.1.3 设 敌 ,Y.(1 <j<n,l <isgm) 均 为 K 上 的 赋 范 空间 ,X = 1%;， 
了 = [IY,f: QCX-Y 表 为 

F(x) = (全 3 全 5 yi 三 F(x), l<igm, 

其 中 ， 多 三 (xi Fa. ef,， 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 若 玉 (xz) 存在 , 则 9F,(x)/9x(1 和 过 并 生生 m) 均 存 在 且 

F'(x)h = J(x)h, (2. 1. 28) 


其 中 , J(z) = [2 他] 是 一 个 mxn 阶 算 子 逢 阵 ,h = (hb, 有 ，…,h) eX, 在 “条 


积 ”J(x)h 中 看 成 列 ,矩阵 J(x) 与 的 “乘法 ”形式 上 依据 通常 的 矩阵 乘法 规则 
施行 ; 

(ii) 设 1<r<w, 则 Fe C' 司 每 个 F(1<i<m) 的 所 有 <r+19 阶 的 偏 
导数 均 存 在 且 连 续 . 

证 (i) 设 P: XX 一 针 与 Q;: Y—Y. 是 投影 ,天 : XX 一 XX 与 上 ,: Y, 一 了 是 租 人 
(1 jn,l < i < m) ,它们 都 是 连续 线性 算 子 ( 见 命题 1.4.2). 直接 看 出 


@ 注意 不 可 将 条 件 k < r+ 1 改写 成 kr 实际 上 ,hk < r+l hr 且 k < w. 因 不 排除 r = % , 故 用 
k < r +1 这 一 表达 较 好 . 
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2 50; 三 1y, 2 KP 二 1 ， 
| = 2 LF., F,=0Q0F,1<i<m. 
因 映 射 % 一 Ff,(x) 可 分 解 为 


0 er i my Ws 
故 由 链 规则 与 式 (2. 1.12) 有 
a = QF'(x)K, 1<isml <js<n. (2. 1. 30) 
任 给 he Re 1. 29 ) 与 式 (2.1.30) 得 
POh= BhOF KPh = Thy 2 h, 


这 正 表明 式 (2.1.28) 成 立 . 

(ii) 显然 只 要 考虑 > < m. 因 可 对 r 用 归纳 法 ,又 只 需 考虑 r = 1 的 情况 . 
车 下 eC , 则 由 已 证 的 (i , 3F;(x)/9x; 均 存在 且 对 x 连续 (由 式 (2. 1.30)). 反之 ， 
设 偏 导数 3F,(x)/9x,(1 < i < m,l <j<<n) 均 存在 且 对 x 连续 , 今 证 Fe C'. 由 
请 = LF, 只 要 证 Fe CI < i < m) ,这 就 不 妨 设 m = 1,F = 下. 若 能 证 

F'(x) = > 0 x € 2, (2. 1.31) 
则 显然 有 es C'. 为 证 式 (2. 1. 31) ,不 妨 设 n = 2( 一 般 情 况 并 无 原则 困难 ,只 是 记 
号 更 繁 些 ) . 取 定 x = (xx ) e 人 2, 以 T 记 式 (2. 1.31) 之 右 端 , 则 T e L(X,7). 设 
x*+h ef,h = (h,h,) eX, 则 


| AF(x,h) -Th < | oe Ss | 


7 hh 
oF(x), + thi,x, + h,) -站 全 jh 
0<ts1l OX 
oF(xi ,x + th, ) oF (x) 
人 ont OX» ox | 1 


=o( hl + lh ),， lal —0, 
其 中 用 了 式 (2. 1. 19) 与 偏 导数 的 连续 性 .于 是 户 (x) = 7, 如 所 要 证 . 加 
式 (2.1.28) 中 的 算 子 矩阵 J(x) 称 为 在 x 的 Jacobi 矩阵. 从 式 (2.1.28) 看 
来 ,理所当然 地 应 将 J(x) 与 玉 (x) 视 为 等 同 ,今后 将 直接 写 玉 (x) = (x). 相对 于 
偏 导数 9F,(x)/9%;, 也 称 F(x) 为 全 导数 . 常用 的 几 种 特殊 情况 是 


2.1 了 微分 与 C 微分 “63. 


(i m=1, 令 =F, 则 
F'(x) = (2 oF(x) (2)), 


9 9 9 
OX1 0OxX2 OX， 


(2. 1. 32) 
式 (2.1.32) 正 是 通常 全 微分 公式 的 推广 . 特别 地 , 行 取 页 = 了 = R(1 jn), 则 
式 (2.1.32) 给 出 YF(x) = F(x) 的 表达 式 . 这 就 解释 了 ,R" 上 的 可 微 实 函数 的 梯 
度 为 什么 应 写成 行 向 量 . 
(im = 1, 令 和 = XX , 则 产 (x) 是 一 个 列 矩阵 ,不 妨 写作 
F'(x) = (BF'(x),E (x),, F(x)).. (2. 1. 33) 

(四 ) 若 和 = Y=R(l1 <j<n,l <igsm), 则 fF: 0CR 一 R", 此 时 FF'(x) 
就 是 通常 的 Jacobi 矩阵 , 它 是 一 个 mm x n 阶 实 和 矩阵 . 

关于 下 微分 ,当然 不 至 再 无 事 可 做 ,但 基本 的 理论 框架 已 大 体 构建 完毕 . 你 大 
概 已 看 到 ,F 微分 理论 以 相当 完美 的 形式 推广 了 经 典 微分 学 . 从 前 面 的 内 容 来 看 ， 
很 难 察觉 到 空间 的 无 限 维 性 带 来 什么 严重 影响 , 似乎 可 以 得 出 结论 :对 于 F 微分 
理论 来 说 ,空间 的 维 数 并 不 是 一 个 重要 因素 . 如 果 仅 从 微分 公式 及 微分 学 定理 的 形 
式 方面 考虑 ,可 以 说 事情 大 抵 如 此 .但 车 谈 及 可 微 性 ,那么 有 限 维 与 无 限 维 两 种 情 
况 就 完全 不 可 相提并论 了 . 你 只 要 想 想 :无 限 维 空间 上 的 线性 函数 尚且 不 必 是 连续 
的 ! 要 害 问题 是 :对 于 无 限 维 空间 中 的 函数 ,“F 可 微 ” 是 一 个 难以 验证 的 极 强 的 条 
件 . 如 果 分 析 学 中 用 到 的 函数 很 少 是 了 可 微 的 ,那么 下 微分 理论 势必 成 为 一 个 形 
式 优 美的 空洞 理论 ,以 至 不 免 被 人 们 据 弃 . 当然 ,F 微分 的 情况 还 不 至 于 如 此 严重 ， 
但 它 不 能 充分 满足 应 用 之 需要 则 是 肯定 的 . 

为 弥补 了 上 微分 的 上 述 缺陷 ,人 们 提出 了 各 式 各 样 的 弱 微 分 概念 ,其 中 ,有 些 已 
衍生 成 规模 可 观 的 数学 分 支 , 非 此 处 所 能 深入 讨论 .但 所 谓 方向 导数 与 G 微分 , 则 
不 失 为 既 简 单 又 颇 常 用 ,值得 在 此 作 一 介绍 . 

定义 2.1.2 设 Ff:DCX 一 Y,xeD,h eX 针 仿 


ey 3, A 
J 


F'(x,h) = limt™ AF(x,th), (2. 1. 34) 
t=0+ 
F'(x,h) = limt AF(x,th), (2. 1. 35) 
t—0- 
F(x,h) = limt"AF(x,th) = SP(z+ 坊 )| (2.1.36) 


只 要 这 些 极 限 存在 ?, 三 者 分 别称 为 F 在 点 x 沿 的 右 侧 方向 导数 、 左 侧 方向 导数 
与 方向 导数 . 若 VYh eX, 下 (x,h) 存在 , 则 说 在 x 处 G 可 微 ,并 称 所 (x,h) 为 下 


Q@ F(x,h) 存在 隐 含 条 件 : 当 上 > 0 充分 小 时 x +tih e D; 对 于 户 (x,h) 与 所 (x,h) 亦 有 类 似 要 求 . 当 x 
e D° 时 上 述 条 件 显然 满足 ,但 并 未 要 求 x e 也" ,也 不 必 D° 产 人 . 
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在 * 的 G 微 分 ,也 记 作 DF(x,h). 知 DF(x) A DF(x,*) e L( 针 ,了 ) , 则 说 Ff 在 x 为 
G 可 导 , 并 称 DF(x) 为 下 在 x 的 G 导数 2. 

由 式 (2. 1.36) 直接 看 出 恒 有 严 (*,0) = 0, 故 仅 需 考虑 hh 0 的 情况 . 其 次 易 
见 F.(x,h) 对 hh 是 正 齐 次 的 ,因此 原则 上 只 要 考虑 hl = 1 的 情况 就 够 了 , 微 积 
分 学 中 所 用 的 方向 导数 就 限于 这 种 情况 . 不 过 从 运用 方便 着 眼 ,还 是 以 不 限制 
Hh = 1 为 好 . 此 外 易 验证 

F'(x,h) =-F'(x, —h), (2. 1.37) 

因此 原则 上 只 需 用 右 侧 方向 导数 . 对 于 f: D CT 一 开通 常 记 Sf(x,h) = f(x， 
h) (假定 其 存在 ) , 且 称 它 为 1 关于 增 量 的 一 阶 变 分 . 变 分 概念 源 于 变 分 学 , 即 研 
究 泛 函 极 值 的 一 个 数学 分 支 ,其 历史 可 追溯 到 微 积分 学 的 开创 时 期 . 变 分 学 被 公认 
为 是 近代 微分 理论 的 渊源 之 一 . 

G 可 微 通 常 是 一 个 较 弱 的 条 件 , 根 本 无 法 与 F 可 微 性 相 比 . 实际 上 ,方向 导数 
的 定义 根本 不 涉及 XX 中 的 拓扑 结构 ,因而 只 要 假定 了 X 是 向 量 空间 就 够 了 . 对 于 空间 
Y 的 要 求 也 很 低 , 只 要 它 是 一 个 拓扑 向 量 空间 就 行 . 至 于 G 可 微 与 F 可 微 的 关系 ， 
则 可 建立 如 下 简单 结果 (其 证 明 是 容易 的 ,从 略 ) : 

命题 2.1.4 设 F: NCX—Y,xenQn. 

(i) 若 政 (x) 存在 , 则 F(x,h) = DF(x)h = F(x)h(Vh eX); 

(ii) 在 x 处 五 可 微 的 充 要 条 件 是 在 x 处 G 可 导 且 式 (2.1.36) 关 于 h eX， 
Hh = 1 一 致 地 成 立 . 

最 后 看 几 个 简单 的 解释 性 例子 . 

例 2.1.3 (i) 设 Ax) = lx 上,0 关 he X, 直接 看 出 

f:(0,h) =+ lk. 
可 见 f(0,h) 对 Af'(0,h) ,因而 (0,h) 不 存在 . 以 上 结论 特别 可 用 于 
f(x) = 上 | x(t) 1 dt, x € C[0,1]; 
(ii) 设 f: R* 一 RR 定义 为 1(0) = 0， 
flx) =l xl ?xx,, Ox¥x€ R. 

由 ftx) = (x) 得 出 (0,h) = fh) (he R ). 此 例 表 明 ,即使 /在 x =0 处 G 可 
微 ,fF(0,*) 也 未 必 是 线性 的 ; 

(十 ) 设 下 : 一 了 是 一 个 无 界线 性 算 子 ( 当 dim 外 = om 时 这 种 算 子 必 存 在 ) ， 
Vx,h e XX, 有 DF(x,h) = Fh 且 DF(x,*) 是 无 界线 性 算 子 ,因而 F 处 处 不 是 G 可 
导 的 . 


@ G 微分 是 由 Gateaux 于 1922 年 首先 引入 的 . 关于 G 微分 的 定义 与 记号 ,文献 中 互 有 差异 的 说 法 颇 多 ， 
引用 相关 结论 时 需 注意 仔细 辨别 . 


2.2 空 间 多" . 65 . 


2.2 空 间 名" 


近代 分 析 学 中 已 成 为 标准 模式 的 做 法 是 :在 引进 某 种 分 析 运 算 ( 如 微分 运算 ) 
的 同时 ,形成 相应 的 函数 类 ,然后 在 其 中 定义 适当 的 拓扑 结构 ,得 到 满足 某 些 预定 
要 求 的 函数 空间 ,并 将 其 作为 展开 相关 分 析 课 题 的 框架 . 

微分 学 所 提供 的 函数 类 主要 就 是 C" 函数 类 . 本 节 的 任务 就 是 要 在 5 函数 类 中 
定义 适当 的 拓扑 ,将 其 构建 为 所 需要 的 空间 多 ". 拓扑 的 选择 实际 上 就 是 收敛 性 的 
选择 . 过 强 的 收敛 性 难以 满足 ,以 至 缺少 利用 机 会 .过 弱 的 收敛 性 推理 功能 薄弱 ， 
无 法 用 于 导向 深刻 结论 的 分 析 论 证 . 从 通常 的 经 验 看 来 ,为 使 连续 性 得 以 保持 , 某 
种 程度 上 的 一 致 收敛 似乎 不 可 缺少 . 就 C" 函数 类 而 言 ,所 谓 “C' 局 部 一 致 收敛 ” 
是 一 种 较 适 当 的 选择 . 

定义 2.2.1 设 X 与 Y 是 赋 范 空间 ,人 CX,F,F,eC'(0,Y)(neN),0= 
r 和 o . 若 对 任 给 x e 2, 存在 x 的 邻 域 V, 使 得 在 V 内 下, 污 f, 则 说 iF,] 在 人 2 内 局 
部 一 致 收敛 于 F. 若 对 每 个 紧 集 KC 02, 在 K 上 FF 过 fF, 则 说 {| 在 2 内 紧 一 致 收 
但 于 FF. 若 当 0 <k < r+1 时 15 在 2 内 局 部 一 致 收敛 (或 紧 一 致 收敛) 于 FF”， 
则 说 [| 在 人 内 C' 局 部 一 致 收敛 (或 C" 紧 一 致 收敛 ) 于 下 . 

C " 局 部 一 致 收敛 与 C" 紧 一 致 收敛 这 两 个 术语 并 不 通用 ,但 的 确 能 带 来 极 大 
方便 ,不 妨 权 且 用 之 . 显然 局 部 一 致 收敛 蕴含 紧 一 致 收敛 . 若 qimX < % ,人 2 CX, 则 
人 2 是 LCH, 于 是 在 2 内 的 局 部 一 致 收敛 就 是 紧 一 致 收敛 . 

关于 C -局 部 一 致 收 贷 有 以 下 基本 结果 : 

定理 2.2.1 设 X, 了 是 赋 范 空间 ,了 完备 ,2 C X,{F |} CC(N,Y),l<re< 
o ,| 天 在 2 内 点 态 收敛 于 屎 , 当 1 大 丰 < r+lmn 一 o 时 FF -F090| 在 0 内 
局 部 一 致 收敛 于 零 , 则 已 s C (0,7) 且 1F,} 在 人 内 C' 局 部 一 致 收敛 于 书 

证 因 可 设 r < o 且 可 对 -用 归纳 法 , 故 只 需 考 虑 r = 1 的 情况 . 由 定理 条 件 , 当 
m,n 一 % 时 | 下- 天 外 在 双 内 局 部 一 致 收敛 于 零 . 因 L(X,Y) 完备 , 故 | 妥 上 必 在 
1 内 局 部 一 致 收敛 于 某 个 映射 6: 2 一 L(X,Y) , 且 用 一 个 标准 的 论证 知 6 在 2 内 连 
续 . 任 取 B = B (ao) C 02, 设 r > 0 充分 小 . Vx e B, 由 式 (2. 1.19) 可 得 

Fax -Fxls< |Fa-Fal + HOF, -fF)x-(F,-F,)all 
< |Fa-Fal +suprl F.(y) - F.(y) | ， 
这 推出 在 B 内 F, 污 F. 因 B,(a) 是 任 取 的 , 故 {F,| 在 人 2 内 局 部 一 致 收 化 于 下 . 

余下 只 要 证 相 (a) = G(a). Ye > 0, 取 n。e 时 ,使 得 

F(x) -F(x)| <ée, x €B(a),m,n > no. (2. 2.1) 
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以 下 设 h e B,(0) ,m,n 过 no 由 中 值 定理 与 式 (2.2.1) 有 
| AF,.(a,h) - AF.(a,h) | 
< sup | F(a+th) -Fi(a+th) | Nal <elhl. 
然后 令 m 一 % 得 
LAF(ash) -AF,(ah) | <elhl, nn 
固定 一 个 m > mw, 取 6 e (0,7) ,使 当 h e B;(0) 时 ， 
| AF.(a,h) -F(ao)h)| <elhl. 
由 式 (2.2.1) 直接 推出 CG(a) - F,'(a) ‖ < e. 综 上 得 到 Yh e B,(0), 有 
| AF(a,h) - Gl(oh| < 3elhl, 
这 正 表明 F'(a) = G(a) ,如 所 要 证 . 口 
定理 2.2.1 表明 ,在 C "函数 类 中 采用 C" 局 部 一 致 收敛 是 合理 的 . 
下 面 限 于 对 2 C R" 这 种 情况 考虑 空间 C “(02,E) ,本 书 中 总 用 来 表示 给 定 
的 Banach 空间 . 之 所 以 选择 Q C R" ,本 质 的 理由 是 2 是 一 个 第 二 可 数 的 LCH, 因 
而 便于 在 C "(0Q2,E) 中 导 人 自然 的 F 空间 结构 . 另 一 个 技术 性 的 理由 是 对 于 ve 
C (0,E) ,可 用 uw 的 偏 导数 来 表示 其 全 导数 (由 定理 2. 1.3) ,而 偏 导数 是 E 值 函数 . 
设 1<m<r+1, 则 w 有 m 阶 连续 偏 导数 
9"u(x) 
0Xi 0Xi OX 
反复 应 用 式 (2.1.12) 得 出 
A a"u(x) ) = -9 人 uCx)) 2 
OXi OX eo. 0Xi OX OX; “. “Ox; 
而 上 式 右 端 与 微分 顺序 无 关 , 于 是 由 推论 1.6.1 得 出 偏 导 数 (2.2.2) 亦 与 微分 顺 
序 无 关 . 这 就 可 将 它 写成 更 规范 的 形式 
9"u(x) 
OX OXY Xm 
其 中 , a = (aa an) e 2Z', 它 满足 1 al 全 Da = m; 耕 某 个 a, = 0, 则 实际 
上 并 未 对 变 元 %; 求 导 . 然后 采取 的 一 个 进一步 的 措施 看 似 纯 属 记号 约定 ,但 其 作用 
至 大 影响 深远 . 约定 


， ll<i<n,l<k<m,xe 0. (2. 2.2) 


a (x) 
0xelDxo2 xen” 
其 中 ,a = (aaa) se2Z ,lal<r+l; 当 a = 0 时 约定 9°u(x) = u(x). 
与 式 (2. 2.3) 相配 合 ,还 约定 以 下 记号 : 
8 = OR, 4 = xxx ， 
al (2.2.4) 
~ Bl(a -B)! 


9"u(x) = (2. 2.3) 


CQ 
a!l = alla21…a，1， | ) 
B 
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其 中 , a,B e Zi,B a( 即 B; <a,l <i<n),0 = (0 9， ,9,),9 = 
9/9x(1 Jj 万 n) ,x = (%i,%2,…,%,) Ee R". 这 些 缩写 记号 的 好 处 在 下 面 建立 的 一 
组 微分 公式 中 得 到 充分 体现 . 

命题 2.2.1 设 w ee 0C"(0,E),p eC (0) ,1 < m < %, 则 成 立 以 下 公式 : 


Wh Vy mle = 275 
u™ (x%) Dr ( ) 


ua(x+h)= 六 Taru(s) he 
lal <m 。 


+ >» 本 (1 -1)" 9°u(x + th)h’dt, (2. 2.6) 
a°[p(x)u(x)|] = 》， (ja p(x) u(x). (2.2.7) 
fza\B 


式 (2.2.5) 中 he R"; 式 (2.2.6) 中 [x,x +h] CQ; 式 (2.2.7) 中 a eZ',lal<s 
m. (2. 2.7) 称 为 Leibniz 公式 . 

证 结合 式 (2.2.5) 与 式 (2.1.24) 得 出 Taylor 公式 (2.2.6); 式 (2.2.5) 
与 式 (2.2.7) 可 用 归纳 法 证 明 . 今 以 证 式 (2.2.7) 为 例 说 明 如 下 : 设 式 (2.2.7) 已 获 
证 ,1 al+1l1 =1aw'1 < m, 今 证 当 以 a' e Zi 取代 a 时 式 (2.2.7) 仍 成 立 .不 妨 设 a = 
a+elel = (1,0,…,0)( 以 e 取代 e 并 无 本 质 不 同 ). 为 书写 简便 , 略 去 变量 *, 则 


da“" (pu) = >》， (CO) asaporu + 0° Ap3 oz] 
Bsa\B 


5 (0) pau + 六 j2 ea 
| 


Ba B > 一 61 


"] + 人 ji ez +0°p+0°u 


> ja pa， 


从 NM 


如 所 要 证 . 口 
式 (2.2.5) ~ (2.2.7) 都 极 有 用 ,但 目前 主要 关注 式 (2.2.5). 式 (2.2.5) 的 右 
端 可 缩写 为 (hh. 9)"u(x), 这 意味 着 利用 Newton 公式 形式 地 展开 
(ai" = (Dna)" = 7 hr, 
然后 将 其 “ 左 乘 ”u(x) , 恰 得 出 式 (2. 2.5) 右 端 . 注意 式 (2.2.5) 中 的 所 与 是 完 
全 不 同 的 , h” 只 是 一 个 形式 记号 ,并 无 独立 意义 ,而 hr = hrih2…hr"* 则 是 一 个 真 
正 的 究 函 数 . 由 式 (2.2.5) 可 推出 
Anlu™ (x) |‖ < max | ou(x) | <B. ll u'™ (x) |， (2. 2. 8) 
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其 中 , 4 与 B 是 与 x 无 关 的 正常 数 . 因此 ,对 于 任 一 序列 [| CC "(0,E),1 
<m<r+1,1wu"| 在 人 内 紧 一 致 收 化 司 当 | al = m 时 |a"w| 在 有 2 内 紧 一 致 
收敛 . 这 又 推出 ,|u| 在 2 内 C' 紧 一 致 收敛 总 当 1 al <r+1 时 [9%wi| 在 人 2 内 
紧 一 致 收敛 . 这 就 将 定义 2. 2. 1 中 对 收敛 性 的 全 导数 刻画 换 成 了 偏 导 数 刻 画 . 而 这 
正 是 下 面 构成 冰 数 空间 多 " 所 需要 的 . 
作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 来 构成 感 兴趣 的 函数 空间 "(0 <7r< %). 取 人 2 中 紧 
集 的 穷竭 序列 {K,} (由 定理 1.3.7). 任 给 w es C'(Q,E), 令 
ullis = maxlloulx, ieN,O0<k<r+l. (2. 2.9) 


| al <Ek 


注意 本 书 中 总 约定 vx = zl 天 | 

命题 2.2.2 设 上 1, 由 式 (2.2.9) 给 定 , 则 C "(0Q,E)(0 <r< %) 依 半 范 
族 { zzeN0O<<r+ll 是 一 个 了 空间 ,其 中 , 序列 收敛 就 是 内 的 C 
紧 一 致 收敛 (由 定义 2.2. 1). 

证 ”所 给 半 范 族 显然 是 C "(0,E) 上 的 一 个 分 离 半 范 族 (由 定义 1.2.4). 设 
[zj CC "(0,E) 是 一 序列 ,KC 0 是 一 紧 集 , 则 i 充分 大 时 KC Kk. 由 式 (1.2.8)， 
当 m 一 % 时 ， 

us 0%)uli:—0,ie NO<k<r+tl 
会 在 天 上 9 一 0,IeN,lawl<r+l 
二 在 K 上 ow 污 0,KC 0 是 任 给 紧 集 ,lal < r +1 
这 正 表明 wu, 一 0 全 iu 在 人 内 C' 紧 一 致 收敛 于 零 . 

下 证 完备 性 . 设 fu CC "(0,E) 是 一 Cauchy 序列 , 则 当 1 al < r+l,m,p 一 
o 时 ,和 0"(w - 忆 )| 在 Q 内 紧 一 致 收敛 于 零 , 于 是 由 式 (2.2.8) 推出 [uw - 
wu 中 (0 <k<r+1) 在 人 2 内 紧 一 致 收敛 于 零 . 由 定理 2.2.1, |w,| 必 C" 紧 一 致 收 
敛 于 某 个 we C'(Q2,E) ,因而 C'(02,E) 是 完备 的 . 口 

为 了 强调 在 C (0,E) 中 使 用 由 命题 2.2.2 所 确立 的 空间 结构 ,特别 给 它 
一 个 标志 性 的 新 记号 : 多 "(0Q,E) 且 约 定 

OE) = EME), END = ENK), HO = "(0. (2.2.10) 

当 不 必 标 明 与 时 ,就 简单 地 写作 多 如 从 命题 2.2.2 能 看 出 的 ,空间 多 "(0， 

五 ) 中 的 收敛 性 (因而 其 中 的 拓扑 ) 与 紧 集 列 {K,| 的 选择 无 关 . 因此 ,完全 可 用 其 他 
可 能 更 方便 的 半 范 族 取 代 由 式 (2. 2.9) 定义 的 半 范 族 . 例如 , 令 

ulxs = maxlorulr, uve", (2.2.11) 


lal < 


则 flzllxec: 天 CE 为 紧 集 ,0 大 <r+1} 就 是 一 个 很 可 用 的 半 范 族 . 春 r < %， 
则 可 用 更 简单 的 半 范 族 { | 4k,: KC 0 为 紧 集 }. 所 有 上 面 提 到 的 半 范 族 都 是 基 
本 半 范 族 ,这 一 点 对 于 下 面 的 讨论 是 重要 的 . 
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评判 函数 空间 多 " 构成 合理 性 的 一 个 重要 标准 是 : 施 于 多" 的 一 些 常 见 运算 
(如 微分 .以 p es 五 ” 作用 、 变 量 代 换 等 ) ,应 构成 多 "上 的 连续 线性 算 子 . 这 一 标准 
亦 适用 于 今后 将 陆续 引入 的 其 他 函数 空间 ,因此 现在 就 应 给 以 足够 的 注意 . 对 于 定 
义 于 多 "上 的 线性 算 子 7, 与 条 件 (1.5.6) 相 当 的 连续 性 条 件 可 表 为 
| Tw || gy < const || wl (2. 2. 12) 
其 中 , 紧 集 K 与 0 < hk < r+1 是 给 定 的 , 紧 集 L C 0 与 0 < 1<r+1 则 通常 依赖 
于 KK 与 &. 以 下 结果 表明 ,空间 多 " 的 构成 是 符合 上 述 的 合理 性 标准 的 . 
定理 2.2.2 (i) 设 P(x,9) 是 有 C” 系 数 的 m 阶 微分 算 子 ， 
P(x,0) = D> a, (xz)9"， 


其 中 , a(x) eC”(0)(lal<m), 则 P(x,3) e L(Y( 0,E)); 

(i) 设 pg e EE,Tu = pou, 则 T, e LS'(NE),SE (0))(0<rs oo); 

( 诞 ) 设 heC(0,0)(0<rso),0 CR ,Tu = uh, 则 T, e L(g'(0, 
E),S' (0 ,EkE)). 

证 (i) 设 a eZ',p eC” (0) ,KC 0 为 紧 集 ,k e 2Z,. 任 给 wu € 纺 02,E)， 
显然 有 9°u,pu e 纪 0,E) 且 


| ow lr: = max | oP"ulxrs ul rsa, 
Bl < 


owl K,k 二 Max | a"(9 u) | x« 


lal <k 
eT B 


< const || ul xk;, 

其 中 用 了 式 (2.2.11) 与 式 (2.2.7). 对照 以 上 不 等 式 与 式 (2.2.12) 看 出 ,u 一 9 与 uw 一 
9 u 都 是 儿 02,E) 上 的 连续 线性 算 子 ,而 这 显然 推出 P(x,93) 亦 是 如 此 . 

(ii) 任 给 紧 集 KC 0,0<hk<rt+l,ue 多 (0,E), 有 

oo ulr: = maxlo (ge vw) rs ol lullxr, 

这 得 出 所 要 结论 . 

(iii) 任 给 紧 集 KC02,0 <k<rtl,u eg (0,E) ,必定 uch e 多 '((7,E)H 
L =h(K) C 0 为 紧 集 . 反复 应 用 链 规 则 计算 a*(u。h) 并 不 简单 ,难以 写 出 其 表达 式 ， 
但 可 肯定 最 终 表 达 式 只 用 到 与 h 的 不 超过 1 a 1 阶 的 偏 导 数 ,因此 可 验证 . 

uo hx < const lw | 2,;, 

因此 得 出 所 要 结论 . 口 

值得 指出 的 一 个 重要 事实 是 ,微分 算 子 P(x,9) 的 连续 性 有 赖 于 疼 02,E) 中 
采用 LCS 结构 . 可 以 说 明 , 在 C”(02,E) 上 不 能 定义 某 个 范 数 ,使 得 微分 算 子 是 连 
续 的 . 这 一 事实 说 明了 LCS 空间 对 于 分 析 学 的 必要 性 . 


二 IaX 
lal <k 
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现在 考虑 空间 多 "(0Q2,E) 的 两 种 推广 或 变形 . 
第 一 种 推广 是 以 有 界 闭 区 域 D C R" 取代 开 集 2, 令 
C(D,E) = lw: 存在 ve C'(V,E),u = v1 D,V 是 D 的 开 邻 域 }. 
与 C "(02,E) 不 同 ,对 于 C'(D,E),r < % 与 7 = % 这 两 种 情况 有 本 质 区 别 . 若 r < 
% , 则 C"(D,E) 依 范 数 
ul = max ll ow lo (2.2. 13) 
是 一 个 Banach 空间 ,在 其 中 序列 {wu | 范 数 收敛 于 零 避 在 D 上 ou 地 0(m 一 %， 
| al7). 而 C”(D,E) 却 不 能 构成 Banach 空间 , 它 依 半 范 族 { wl :reZ,| 
是 一 个 下 空间 ,其 中 ，||w |) 依 式 (2.2.13); 在 C”(D,E) 中 序列 fu 收敛 于 零 
人 Va eZ ,在 D 上 ow 于 0(m 一 %). 在 以 上 两 种 情况 下 都 将 空间 C'(D,E) 写 
作 多 "(D,E)(0 <r < %), 且 亦 用 对 应 于 (2.2.10) 的 记号 约定 . 非 正式 地 ,不 妨 将 
空间 多 '(D,E) 中 的 收敛 称 为 “C "一 致 收敛 ”. 
值得 特别 提 到 空间 多 '(D,E) 的 以 下 特殊 情况 : 
令 
五 = lu e C'(R",E) :对 每 变 元 以 2 为 周期 }. (2. 2. 14) 
因 w e X 完 全 由 它 在 n 维 方 体 D = [ - T,T]】 上 的 限制 所 确定 , 故 不 妨 以 和 = {1 
D: wu e XX| 代替 X, 而 X, 作为 多 '(D,E) 的 闭 子 空间 是 一 个 Banach 空间 ( 知 r < 
% ) 或 了 空间 ( 若 r = % ). 另 一 方面 ,每 个 we 了 亦 可 看 成 关于 (e”,e*,…,e”) e 
T 的 函数 ,此 处 T” = T x T x… xT' 是 所 谓 n 重 环 面 ,T =S = le :beRI 
就 是 单位 圆周 . 因此 , 就 将 X( 已 指明 其 等 同 于 XX) 记 作 多 '(T",E). 相应 地 ， 
多 "(TT"), 煞 T") 等 记号 的 意义 自明 .不 过 注意 ,从 实际 运用 方便 考虑 ,还 是 将 e 
"(T",E) 看 成 [ - T,T]" 上 的 函数 ,甚至 就 将 [ - T,T]" 当 作 人 T". 
对 应 于 定理 2.2.2, 对 于 空间 多 '(T",E) 有 以 下 结果 : 
定理 2.2.3 (i) 设 P(x,9) 依 定理 2.2.2(i) ,其 中 , a,(x) e C*(T')(lal<s 
m), 则 P(x,9) e L( 久 TT ,E)); 
(i) 设 pg e EE’ ,Tu = pou, 则 T, e LB (TE),S (TT))(0 <rs %); 
(证 ) 设 h eC (TT)(0<r<o) ,Tu = uoh, 则 T, e Lg(T,E)). 
h eC(T",T") 意味 着 h e C'(R",R") 且 当 xy esR ,x -y e272 时, h(x) — 
h(y) e 2TZ". 最 常用 的 两 种 特殊 情况 是 平移 h(x) = x + a(a 固定 ) 与 反射 h(x) = 
第 二 种 推广 是 改 设 五 为 LCS, 这 一 变动 将 造成 较 大 的 差别 . 首先 ,原则 上 需要 
重新 定义 C "函数 uw: 0 一 及 其 偏 导数 0"u(1 al < r+1) ,并 确立 式 (2.2.3) 这 
类 记号 的 合理 性 . 这 件 事 倒 没什么 困难 . 实际 上 , 偏 导数 基于 极限 式 (2.1.3) ,而 这 
只 要 EE 是 LCS 就 够 了 . 式 (2.2.5) 已 不 再 有 意义 .但 Leibniz 式 (2.2.7) 仍 然 成 立 . 
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接 下 来 的 事情 是 定义 类 似 于 式 (2.2.9) 或 式 (2.2.11) 的 半 范 族 . 为 此 ,应 以 E 中 的 
某 个 半 范 族 | 外， 1 上.:s e S1 取代 原来 用 的 范 数 . 对 wu e C "(02,E) , 令 
ul = max | ou(x) |,, (2.2. 15 ) 


则 12zllxes :天 CH 为 紧 集 ,0 大 E<r+lse3 引 是 C7 (025E) 上 的 一 个 分 离 半 
范 族 , 它 将 C (2, 正 ) 定义 为 一 个 LCS, 亦 记 作 多 "(02,E)，, 记号 (2.2.10) 亦 平行 地 
使 用 . 若是 F 空间 , 则 可 验证 多 (02,E) 亦 为 F 空间 .对 如 此 定义 的 多 "(0Q,E)， 
定理 2. 2. 2 的 结论 仍 保持 有 效 ,当然 其 证 法 需 适当 改变 且 更 显 烦琐 ,这 些 都 不 
细 述 . 

以 下 结果 显示 出 容许 为 LCS 的 必要 . 设 Q = 0 x 人 CR" = R". 任 
给 pe C"(0), 令 gpg” = gp(*,7). 

定理 2.2.4 令 7T,(y) = yg’, 则 有 拓扑 同 构 

ZN) = HDHD)), pg—7, (2.2.16) 

证 证 明 的 基本 思路 并 不 复杂 ,但 完全 的 描述 包含 可 观 的 细节 ,因此 下 面 仅 给 
出 一 个 梗概 . 

(i) 给 定 p e 六 0) ,证 Ts 工人 0). Vy e 岂 ,显然 有 or es 镀 人 2), 因 此 7,: 
位 一 或 全) ,只 要 说 明 %T。 = 7p. 因 这 可 归纳 地 证 明 ,不 妨 只 考虑 mm = 1,8 = 1， 
这 相当 于 证 依 有 4 ) 中 的 拓扑 有 

limh [gp(°,y +h) -9(*,7)] = 9,(* ,7). 
这 可 由 9 各 阶 偏 导 数 连 续 及 中 值 定理 得 出 . 

(ii) 证 式 (2.2.16) 为 线性 同 构 . p 一 7, 显然 是 线性 的 ;7。 = 0 一 pp =0; 耕 了 
< 区 位 , 玫 0)), 令 p(xz,y) = 《Ty)(x), 则 可 验证 gq < 总 02),7T = 了. 

(让 ) 证 式 (2.2. 16) 连 续 . 设 在 融 O) 中 gp 一 0, 则 对 任 给 紧 集 KC 02,L C 
Dae2Z0Be2Z2 ,在 玉 xL 上 上 30 一 0(E 一 oo ), 这 推出 %7T 依 玛 ) 中 的 
半 范 | … | ka (由 式 (2.2.11) ) 在 世上 一 致 收敛 于 零 . 由 此 看 出 p 一 也 连续 , 然 
后 用 逆 算 子 定理 得 出 式 (2. 2. 16) 为 拓扑 同 构 . 口 
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本 章 以 下 4 节 考 虑 微分 学 的 一 些 应 用 . 讨论 微分 学 的 范围 广泛 的 应 用 ,当然 不 
是 本 书 的 任务 .但 有 若干 典型 应 用 与 微分 学 本 身 如 此 密切 地 联系 在 一 起 ,以 至 不 能 
不 看 成 微分 学 的 一 部 分 , 其 中 , 首先 要 考虑 的 就 是 隐 函 数 定理 . 隐 函 数 问题 ,本 质 
上 是 一 个 方程 问题 . 微分 学 方法 被 有 效 地 用 于 研究 各 种 类 型 的 方程 , 既 包 括 隐 函数 
方程 ,也 包括 微分 方程 积分 方程 等 . 具 高 度 一 般 性 的 隐 函 数 定理 的 建立 ,既是 微分 
学 方法 有 效 性 的 有 力 证 明 , 也 是 微分 学 本 身 的 主要 成 就 之 一 . 
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本 节 中 设 和 ,了 ,2 等 是 K 上 的 Banach 空间 . 
在 进入 主题 之 前 ,首先 给 出 某 些 预备 性 的 概念 与 结果 . 设 F: DCX 一 了 Y, 令 
LipF = ,QP (2. 3. 1) 
否 D = XX,F e L(X,Y) , 则 显然 有 Lip 玉 = | 天 外 (由 式 (1.5.2)). 因 此 ,不 妨 认为 
Lip F 是 线性 算 子 范 数 的 一 个 非 线 性 推广 , 称 它 为 的 Lipschitz 模 数 , 它 是 量度 F 
的 压缩 性 (或 扩张 性 ) 的 一 个 数量 指标 . 不 等 式 
jrx -Fy < (LipF) ls-yl, «yeD (2.3.2) 
恰 与 式 (1.5.4) 相 对 应 . 若 LipFf < % , 则 说 下 是 Lipschitz 连续 的 ,或 称 下 为 
Lipschitz 映射 ,显然 Lipschitz 连续 推出 连续 . 若 丰 在 其 定义 域内 每 点 的 某 个 邻 
域内 Lipschitz 连续 , 则 说 到 局 部 Lipschitz 连续 ,或 称 它 为 局 部 Lipschitz 映射 . 
若 Lip < 1, 则 称 惨 为 压缩 映射 . 若 D 为 凸 集 ,fF 在 D 上 可 微 , 则 由 中 值 定理 直 
接 推 出 
Lip F < su | F’'(x) | (2. 3.3) 
式 (2.3.3) 常 用 来 判定 下 为 Lipschitz 映射 或 压缩 映射 . 这 些 内 容 固然 有 趣 ,但 已 属 
于 另外 的 专题 . 目前 只 需要 以 下 结果 : 
定理 2.3.1 设 DCX 是 一 非 空 逆 集 ,Ff: D 一 D 是 一 压缩 映射 , 则 在 D 上 
有 唯一 不 动 点 x" , 即 fx”= x*. 任 给 x。e D, 有 Fx 一 x (一 o). 
证 取 定 x。e D, 令 x = 所 xo. 若 对 某 个 nn 有 xiit = %,, 则 x”= x 已 是 的 
不 动 点 且 % =x (Vk 之 n). 下 面 设 x,, 关 和 (Vzz>0). 由 
x — xl _ Fx, — Fx, 
| x — xn-l | | x ~ x 
推出 级 数 2 (xl - x,) 绝对 收敛 ,从 而 序列 {x,| 收敛 . 设 x, 一 x”e D, 则 
由 xi, = Fx, 得 出 x”= Fx". 若 此 外 还 有 一 点 * = Fx e D, 则 从 
x” -zx) = | Fx -Fx < (Lip F) lx -zl 
推出 | x” -x = 0, 因 而 x”= zx. 可见 x” 是 下 的 唯一 不 动 点 . 口 
定理 2.3.1 属于 Banach ,通常 称 为 压缩 映射 原理 , 亦 称 为 Banach 不 动 点 定理 ， 
是 近代 分 析 中 有 广泛 应 用 的 基本 定理 之 一 . 此 定理 有 多 种 推广 形式 , 因 本 书 并 不 用 
到 , 故 不 拟 深入 讨论 . 
本 节 的 主题 是 确立 方程 


<LipF<1, neN 


F(x,y) = 0 (2.3.4) 

的 可 解 性 ,这 就 是 隐 函 数 问题 . 为 解 此 问题 . 拟 取 如 下 策略 :首先 建立 反 函 数 定理 ， 
它 在 形式 上 要 简单 些 , 而 实质 上 则 与 隐 和 函数 定理 等 价 . 

说 到 反 函 数 定理 ,不 能 不 回顾 一 下 微 积分 学 中 已 知 的 反 函 数 存 在 条 件 . 设 了 : 
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(a,b) C 及 一 及 是 C 函数 ,x。e (a,b) ,f(xo) 关 0, 则 了 (x) 在 某 个 含 x 的 区 间 
了] 上 不 变 号 ,因而 f(x) 在 J 上 为 严格 单调 函数 ,这 就 推出 fx) 作为 J 上 的 函数 有 反 
函数 广 (y) , 且 成 立 广 "7y) = 1AF (f(y)). 类 比 于 此 ,自然 提出 以 下 间 题 : 若 下 : 
DCX 一 了 是 C 函数 ,x。e 02,F'(xo) 可 道 (注意 不 是 仅仅 所 (xo。) 关 01) ,能 否 断 
定 下 在 x 邻近 有 反 函 数 天 , 且 
F '(y) = (F'(F™Yy)). (2. 3. 5) 
以 下 的 反 函 数 定理 对 此 作 了 肯定 回答 ,而 且 包 含 了 更 多 的 结论 : 
定理 2.3.2 设 f: 0CX—Y 是 一 C' 映射 ,1 <r<%,xo e002,F'(xo): 
XX 圭 Y( 同 构 ), 则 存在 xo 的 开 邻 域 0 与 Y。= Fxo 的 开 邻 域 V, 使 得 FF: U 一 V 为 
双 射 ,F”e C (7) 且 式 (2.3.5) 对 任 给 y eV 成 立 . 
利用 近代 分 析 中 一 些 通行 的 术语 ,可 将 反 函 数 定理 表述 得 更 简洁 些 .者 下 : 
U 一 V 为 双 射 且 与 F” 均 为 C"(1 <r< %) 映射, 则 称 已 :也 一 了 为 C 微分 同 
琴 , 或 简称 为 微分 同 胚 . 反 函数 定理 无 非 是 说 ,C"(r = 1) 映射 在 茶点 的 线性 近似 为 
同 构 推 出 它 局 部 地 为 C" 微分 同 豚 . 由 某 个 “点 性 质 ” 推 出 一 个 相近 的 “局 部 性 质 ”， 
正 是 微分 学 的 典型 用 法 . 在 这 一 点 上 ,古典 微分 学 与 近代 微分 学 并 无 实质 区 别 ,只 
是 近代 结果 更 具 一 般 性 罢了 . 还 可 注意 ,对 于 C "(1 <r < %) 映射 ,只 要 下 在 %。 
局 部 地 为 C 微分 同 胚 ,就 可 用 链 规则 ( 见 式 (2.1.9) ) 推出 严 (x。) 为 同 构 , 因 而 可 
用 反 函 数 定理 推出 正在 xo 局 部 地 为 C" 微分 同 胚 . 简 言 之 ,对 C "(1 <r< % ) 映射 
而 言 ,局 部 C " 微分 同 胚 等 价 于 局 部 C' 微分 同 胚 . 
证 证 明 分 为 以 下 5 步 进 行 : 
(i) 简化 问题 . 令 了 = 玉 (xo),2 = 02 -wo. 定义 
Gx = TT (F(xo +x) -FFx)，xe 人 2， 
则 cs CC2' ,7),C(0) =0,6'(0) = 工 若 C 在 x = 0 邻近 有 5C 的 逆 映 射 G”， 
则 可 直接 验证 Fy ax+C 7T (YY- 加 ) 就 是 在 xo 邻近 的 C "的 逆 映 射 . 因此 ， 
不 失 一 般 性 ,不 妨 一 开始 就 设 X = 了 ,xo =yo =0 e 0,F(0) = 工 
(ii) 证 所 求 双 射 下 : 5 一 了 存在 ,这 是 证 明 的 核心 步骤 , 它 基 于 压缩 映射 原理 . 
由 FF'(x) 连续 ,有 6 > 0, 使 得 
IF'(x) -I < 3 x € B,(0). (2. 3.6) 


令 = Bos(0),U = B,(0) NF-'V, 则 UU 与 V 均 为 x = 0 的 开 邻 域 且 FU CV. 今 
证 下 : U 一 V 是 双 射 ,这 相当 于 对 给 定 yY eV 证 方程 fx = y 在 UV 内 有 唯一 解 x. 关 
键 在 于 将 方程 fx = y 转化 为 与 之 等 价 的 “不 动 点 方程 ”: 

x=x-Fx+yAaADx, 


其 中 , y eT 了 固定. 今 试 对 @ 应 用 定理 2.3.1. 为 此 验证 : Yx,z e B;(0), 有 


6 
ozl < lr-rFel + lyl < de + 全 <， 
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Bx-Bzl| = zz-Pz-(z-z)|‖< 生 21x-z|， 
其 中 用 了 式 (2.3.6) 与 式 (2.1.19). 可 见 BB,(0) C B,(0) 且 更 为 压缩 映射 .于 是 有 
唯一 的 x e B,(0) ,使 得 x = Bx, 即 Fx =y, 必定 x e U. 故 F: U 一 为 双 射 . 
(证 ) 证 : V 一 U0 连续 . 设 x, e U,y, = Fx, e V(i = 1,2), 则 
2 和 -和 | =21x -x + Fx — Fx, — (x —%,) | 
二 21x -x | -2 Fx - Fr, — (x —%,)| 
三 |x -xl = 上 有 7 -Fy, | . 
这 得 出 ”连续 ,实际 上 得 到 Lipf” < 2. 
(iv) 证 式 (2.3.5). 设 x,x+heU,y= Fx,y+k= F(x+h), 令 T = F'(x), 
则 
IAF™ (yk) -TE = =- 天 < -Th 
17™ AFCz,h) — Th 
= o( |h|) = ol kl), 
最 后 一 步 用 了 hl < 21|#|. 因此" (y) = 77, 即 式 (2.3.5) 成 立 . 
(Vv) 证 fF" e C "可 设 r < w.r = 1 不 成 问题 , 当 r > 1 时 ,由 分 解 
y 全 >x F(x) —> (F(x))"! = FT(y) 
及 归纳 假设 得 出 (Fe C 一 ,因而 FeC- 口 
仔细 检查 上 述 证 明 会 发 现 ,证 明 中 隐蔽 地 用 了 以 下 结论 : 
(A) 若 Te IX),T-7l <1, 则 7T 可 道 ; 
(B) C "映射 的 复合 映射 是 C' 映射 ; 
(C) T 一 TI(T ee GL(X)) 是 C” 映射 
这 些 结论 并 非 不 证 自明 ,因而 均 需 补 证 ,这 由 以 下 3 个 引 理 解决 . 这 些 引 理 都 有 
其 独立 价值 ,而 且 其 证 法 颇 能 显示 近代 微分 学 方法 的 特点 ,值得 细 加 体会 . 不 过 ,急于 
想 看 到 隐 范 数 定理 的 读者 亦 不妨 跳 过 引 理 2.3.1 ~ 引 理 2.3.3, 直 接 转 入 定 理 2.3.3. 
引 理 2.3.1 设 4ezZ(Z) ,141 <1, 则 


(T=A) = 5 A", 4 = 工 
证 由 14"1 < 和 4 上 及 4 xi 推出 级 数 24" 绝 对 收敛 ,因此 妃 人 


卫 4 < L(X). 直接 计算 可 验证 B(1 -4) = (1- 4)B = 7, 因此 B = (1- 4)- ,如 
所 要 证 . 口 ] 
引 理 2.3.2 设 f: 2CX-Y 与 6G: (27 CY 一 Z 均 为 C" 映射 ,0 <r<w%， 
FQ c 0, 则 及 A G。 Fe C". 简 言 之 ,C' 映射 的 复合 映射 是 C" 映射 
证 显然 只 需要 考虑 + < % 的 情况 . 今 对 r 用 归纳 法 , 当 ， = 0 时 引 理 结论 显 
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然 成 立 . 下 面 设 r > 1 并 设 引 理 结论 已 对 CC 一 映射 成 立 映射 H'(x) = 
G'(Fx)F'(x) 可 作 如 下 分 解 : 
x -> (GC'(Fx) ,Ex)) — > GCG'(Fx)F'(x). 
由 归纳 假设 与 定理 2.1.3 推出 9 e C 一 . 其 次 ， 
o: L(Y,Z) xL(X,Y), (A,B)—AB 

是 有 界 双 线性 算 子 (已 在 例 2.1.2(i) 中 提 及 它 ) , 必 为 C” 映 射 ( 实 际 上 ,其 三 阶 导 
数 恒 为 零 !). 于 是 用 归纳 假设 得 H =o。0 eC" ,因而 HecC.. 口 

记 住 GL (X) 记 开 上 的 拓扑 自 同 构 之 全 体 ( 见 定义 1.2.2). 

引 理 2.3.3 GL (X) 是 L(X) 的 开 子 集 且 

J: GL(X) —L(X), 4 一 4 

是 一 个 C” 映 射 (J 称 为 反 演 映 射 ). 

证 取 定 4 e GL(X). 帮 Be 上 (X), Be 充 分 小 , 则 由 引 理 2.3.1 有 


(A+B) ”=A (1+B4) = >》 4 (-B4 )", 
n=0 


因而 4 + B e GL(X). 这 表明 GL(X) 是 开 集 . 从 以 上 展开 式 也 得 到 
1J(A4+B) -J(A)+A BAT | 


= | 4 (B84) | < B14 BI" = 0 1B81), 
这 与 式 (2.1.1) 对 照 得 出 
1'(A)B =-4-1pB4- =- J(A)BJ(A) (2.3.7) 
或 (4) = -Lu。 Rj, 其 中 ,Li: B 一 78 与 Ri: B 一 BT 都 是 L(X) 上 的 有 界 
线性 算 子 . 又 T 一 Lr 与 7 一 Rr 均 为 从 L(X) 到 L(L(X)) 的 有 界线 性 算 子 ,因而 均 
为 C” 映 射 . 因此 ,只 要 Js C "(rz 1) ,就 能 推出 Je 0", 从 而 Je C". 于 是 用 
归纳 法 得 出 JeC"(Vr 宇 0), 因 而 J eC”. 口 

若 取 X = R, 则 GL(R) = R\{0} ,J(x) = 1/x,J(x) = -了 (x). 显然 J e C”. 
引 理 2. 3.3 证 明 中 所 得 的 式 (2. 3.7) 虽 可 与 (x) = -了 (x) 类比 ,但 在 dimX > II 的 
情况 下 却 不 能 从 式 (2. 3.7) 推出 (4) = - 了 (4)，, 这 是 值得 注意 的 . 

还 值得 注意 的 一 点 是 ,在 引 理 2.3.2 与 引 理 2.3.3 的 证 明 中 ,映射 依 复合 关系 
进行 分 解 起 了 关键 作用 ,这 与 经 典 分 析 中 较 直 观 的 方法 是 大 不 相同 的 .一般 来 说 ， 
在 抽象 空间 中 依赖 通常 运算 的 推理 受到 较 多 限制 ,映射 的 复合 与 分 解 这 类 较 少 限 
制 的 “操作 ”自然 被 提升 到 更 重要 的 地 位 . 

现在 回 到 本 节 的 主题 一 一 隐 函 数 定理 . 如 同 切 入 反 函 数 定理 时 所 作 的 那样 ,此 
处 也 从 一 个 熟知 的 初等 结果 入 手 . 设 F: 0CR 一 R 为 C 函数 ,(x0,y%) e 0， 
F(xo,yo) = 0,F,(xo,yo) 关 0, 则 在 点 (xo, yo) 邻近 可 从 方程 (2.3.4) 唯一 地 解 
出 y = y(x) ,使 得 y(xo) = yo 且 
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y'(x) =—[F,(x,y(x))] F(x,y(x)). (2. 3. 8) 

值得 庆幸 的 是 ,形式 上 仪 需 少量 改变 ,就 可 将 以 上 结论 推广 为 Banach 空间 中 如 下 
高 度 一 般 的 隐 范 数 定 理 : 

定理 2.3.3 设 有 :CCXxy 一 2 是 一 个 C 映射,1 <r<%,(x0,y) E 人 2， 
F(xo,yo) = 0,F,(xo,y) :YZ( 同 构 ), 则 存在 %。 的 开 邻 域 坟 及 唯一 的 C 映射 
y(x) : U 一 了 ,使 得 y = y(x) 满足 方程 (2.3.4) ,7y(xo) = yo 且 当 x e UVU 时 式 
(2.3.8) 成 立 . 

证 证 明基 于 反 琐 数 定理 . 因 主要 困难 已 在 证 反 函 数 定 理 时 克服 了 ,以 下 证 明 
并 无 重大 障碍 ,关键 的 事情 是 构 作 如 下 辅助 函数 : 

G:CXxY—»>XxZ, (x,y)— (x,F(x,y)). 

由 定理 2.1.3 有 GeC',G(xo,y) = (xo,0), 


7 0 
G' (xo ,yo 1) 过 区 | I 至 1x， 
其 中 , 天 = F(xo,yo) ,三 仿 此 . 仿照 线性 代数 中 的 方法 形式 地 求 出 


I 012”1 I 0 
Ee mm (FP) PF C0) , 
经 验算 知 C'(xo,yo)@ 与 0OC'(xo,yo) 均 为 单位 算 子 ,因此 有 G'(xo,y0):XxY 
X x Z. 这 就 可 应 用 定理 2.3.2 得 出 : 6 在 点 (xo,yo) 邻近 存在 C' 的 反 函 数 G6”， 
CG" (x0,0) = (%0,yo). 设 P: xY 一 了 是 投影 , 令 y(x) = PC (x,0), 则 y(x) 是 
C "映射 ,y(xo) = yo. 由 
(x,F(x,y(x))) = G(x,y(x)) = (x,0) 
推出 F(x,y(x)) = 0, 故 y = y(x) 满足 方程 (2. 3.4). 微分 等 式 F(x,y(x)) = 0 得 
F(x,y(x)) + F(x,y(%x))y' (x) = 0， 
这 表明 式 (2.3.8) 成 立 . 由 反 函 数 的 唯一 性 得 出 隐 函 数 的 唯一 性 ,于 是 定理 
证 毕 . 口 
为 了 显示 定理 2.3.3 的 效力 ,不 妨 首先 看 看 它 的 有 限 维 推论 . 取 X = R ,了 = 
Z = R"( 不 必 m = nl). 设 CR",F(1 <i<m) 是 0 内 的 C' 实 孙 数 ,1 过 7 友 
o ,x,y) e QF(x,y) =0(1 <isgm), 
o(F,,F,,…,F,) 
Oy1 ya2 Ym) (#0,70) 
则 由 定理 2.3.3 得 出 在 点 (x ,y ) 邻近 可 从 方程 组 
F(xXiy Xa Ys Yn) =0, 1=1,2,,m (2. 3.9) 
唯一 地 解 出 C" 函数 y = Ji(xi MX2 (1 sigm) , 它 满足 多 = yi(x") ,2 加 
(X10) = (NR ) 且 
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ON pn) TAF Py FY NF ba, b) 
(xn ,Xa Mn ) 90(7 ,Y2 YY) (xi ,X2 ssTm) 

不 妨 设想 一 下 ,如果 不用 Banach 空间 微分 学 的 概念 、 结 论 、 记 号 与 处 理 模 式 ， 
而 保持 平常 坐标 形式 并 用 传统 的 微分 学 方法 ,对 于 隐 函 数 方程 组 (2.3.9) 的 讨论 
是 否 容易 理 出 一 个 头绪 来 . 这 个 例子 大 概 让 你 信服 地 证 明了 :抽象 分 析 的 方法 能 大 
大 简化 复杂 问题 的 解决 . 

当然 , 隐 函 数 定理 的 应 用 远 非 限 于 有 限 维 空间 . 实际 上 , 隐 函 数 定 理 的 价值 更 
多 地 体现 在 解决 困难 的 无 限 维 问题 上 . 值得 强调 的 是 , 隐 函 数 定理 不 仅 肯定 了 方程 
的 可 解 性 ,而 且 给 出 了 解 的 C " 可 微 性 ,而 这 两 个 问题 是 很 少 有 其 他 分 析 定 理 能 同 
时 解决 的 . 这 就 决定 了 隐 范 数 定理 的 难以 替代 的 作用 . 隐 函 数 定理 的 应 用 遍及 多 个 
数学 领域 ,其 中 , 不 少 涉及 深入 的 专门 知识 ,无 法 在 此 介绍 . 下 面 只 能 举 几 个 较 简 
单 的 例子 ,但 亦 足 以 说 明 问 题 . 

在 讨论 具体 例子 之 前 ,让 我 们 作 点 一 般 说 明 . 设 某 一 问题 同时 涉及 量 x,y, 此 
处 所 称 的 量 可 以 是 很 复杂 的 对 象 , 如 映射 .曲线 等 ,并 不 限于 数量 或 有 限 维 向 量 . 如 
果 能 根据 问题 条 件 给 出 * 与 y 之 间 的 某 个 约束 关系 f(x,y) = 0, 那 么 很 可 能 意味 
着 应 用 隐 函 数 定理 的 机 会 来 临 . 对 于 某 个 给 定 的 隐 范 数 方程 F(x,yY) = 0, 通 过 验 
证 条 件 套 用 隐 函 数 定理 ,无疑 是 必要 的 ,但 毕竟 是 一 件 常规 的 工作 . 更 具 挑 战 性 的 
问题 是 :适当 的 隐 范 数 方程 尚 待 构 成 ,甚至 应 用 隐 范 数 定理 的 机 会 尚 竺 寻求 或 创 
设 . 下 面 的 例子 虽然 简单 ,但 能 初步 解释 如 何 试探 应 用 隐 上 函数 定理 的 机 会 . 

例 2.3.1( 特 征 值 问题 ) 设 和 A。 是 4。e C” 的 单 重 特征 值 . 今 考虑 当 4 e C7” 
充分 接近 于 4。 时 4 的 单 重 特征 值 的 存在 性 . 初 看 起 来 ,此 问题 似乎 与 隐 范 数 定理 
毫 不 相关 . 关键 的 观察 是 :A 是 4 的 特征 值 , 正 是 量 和 与 4 之 间 的 一 个 约束 关系 , 它 
可 以 明确 地 表达 为 


(2. 3. 10) 


F(A,A) A det(A1 - A) = 0， (2.3.11) 
这 正 是 我 们 要 考虑 的 隐 函 数 方程 . 『 显然 是 C” 子 数 ( 它 是 关于 入 ,aj 的 多 项 
式 , 4 = [a;]) ;fF(4o,Ao) = 0. Xho 是 特征 多 项 式 P(A) A (ho, 和 A) 的 单 重 零点 这 
一 条 件 推出 (46,Ao) = 已 (Ao) 关 0. 于 是 由 隐痛 数 定 理 得 出 :在 (4 ,Ao) 邻近 可 
从 方程 (2. 3. 11) 解 出 C” 函数 入 = A4 ,A4 正 是 4 的 特征 值 . 因 当 4 = 4 时 及 (4， 
A4) ~ F(Aho,A0) #0, 故 和 4 是 4 的 单 重 特征 值 . 

不 妨 设想 一 下 ,如 果 不 用 隐 范 数 定理 而 用 其 他 方法 ,如 用 线性 代数 方法 ,能 否 
容易 达到 以 上 结论 . 想必 你 会 认为 ,将 和 看 成 矩阵 4 的 函数 , 自 变 量 4 也 太 复 杂 了 . 
确实 , 不 能 指望 求 出 用 4 表 出 A4 的 公式 ,但 这 些 都 不 构成 应 用 隐 范 数 定理 的 
障碍 . 

下 面 这 个 无 限 维 问题 或 许 更 能 说 明 问 题 . 

例 2.3.2( 方 程 的 扰动 ) 考虑 R" 中 的 非 线 性 向 量 方程 
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u(x) =0, (2. 3. 12) 
其 中 ,vs C (02,R") ,QC R" 是 一 有 界 开 区 域 . 函数 通常 由 实际 资料 确定 ,未 必 
完全 准确 . 那么 u 的 误差 对 于 方程 的 解 是 否 有 显著 影响 ?此 问题 的 实际 意义 是 不 言 
而 喻 的 . 为 应 用 隐 函 数 定 理 , 将 方程 (2. 3. 12) 改写 成 
Fl(u,x) A u(x) = 0， 
其 中 , F: Xx0 一 R",X = C' (02,R") 依 范 数 | = wo+ 中 w' 中。 是 一 个 Ba- 
nach 空间 . 直接 看 出 wu 一 F(u,x) 是 连续 线性 的 ,而 下 (wu,x) = w'(%) ;然后 用 定理 
2. 1.3 得 出 Fe C'. 若 对 某 个 zw EX 方程 ww(x) = 0 有 解 z E 有 2 且 m(xo) e 
GL(CR") , 则 已 (umxo) : R" 兰 民 " ,因而 可 用 隐 函 数 定理 得 出 若 xz e X 使 1z-mal 
充分 小 , 则 方程 (2. 3. 12) 在 x 邻近 有 唯一 解 x*, 且 wu 一 x, 是 C 映射 . 特别 地 ,x, 必 
连续 地 依赖 于 v, 即 v 的 微小 变动 仅 导 致 解 的 微小 变动 . 这 一 结论 无 疑 是 令 人 满意 
的 . 同样 ,上 述 结 果 亦 未 必 容 易 由 隐 范 数 定理 以 外 的 其 他 方法 得 到 . 

下 面 看 一 个 应 用 反 函 数 定理 的 例子 . 

例 2.3.3( 奇 点 问题 ) 设 F: CX 一 了 是 一 个 C 映射 ,通常 称 下 为 内 的 
C 向 量 场 , 称 F 的 零点 ( 即 方程 F(x) = 0 的 解 ) 为 向 量 场 的 奇 点 . 向 量 场 在 非 孤 立 
奇 点 邻近 的 行为 往往 是 高 度 病态 的 ,因而 判定 下 的 奇 点 是 否 为 孤立 奇 点 有 其 重要 
性 . 若 x。e Q2 是 下 的 一 个 奇 点 ,F(xo) e GL(X) (这 样 的 zx 称 为 下 的 正则 奇 点 ) ， 
则 由 反 函 数 定理 知 五 将 x 的 某 个 邻 域 同 胚 地 映 为 x = 0 的 某 个 邻 域 ,因而 在 xo 邻 
近 玉 以 xo 为 唯一 奇 点 . 这 就 得 出 结论 :C' 向 量 场 的 正则 奇 点 必 为 孤立 奇 点 . 

以 上 结果 特别 显示 出 反 函 数 定 理 的 如 下 本 质 特点 : C"(7 宕 1) 映射 正在 一 点 和 
的 微分 性 质 ( 严 (xo ) 为 同 构 ) 衍生 出 下 在 邻近 的 一 个 局 部 性 质 (下 在 的 某 邻 域 
内 为 同 胚 ). 这 正 是 微分 学 用 于 函数 研究 的 典型 现象 . 

基于 上 述 观察 ,我们 提出 如 下 问题 :从 F(x。) 是 满 射 ( 或 单 射 ) 能 否 推 断 出 FF 
在 x 处 局 部 地 是 满 射 (或 单 射 )? 以 下 定理 有 条 件 地 解答 了 这 一 问题 : 

定理 2.3.4 设 下 : DCX 一 了 是 C: 映射 ,we 02,T7 = FF'(%,). 

(i) 若 R(T) = 了 , 则 Fx es (FD)". 因 此 , 若 在 每 点 zx e 0, (xz) 是 满 射 , 则 下 
是 开 上 映射 . 特别 地 ,车 2 C R" 一 R" 是 C 映射 ,Vx e 02, 有 rank 天 (x) = m, 则 
FF 是 开 映 射 . 

(ii) 若 了 :下 一 了 是 拓扑 嵌入 , 则 存在 和 的 开 邻 域 0, 使 FU 一 了 是 拓扑 钥 入 . 

证 (i) 可 设 x = 0,F(0) = 0, 分 别 以 B, 与 B' 记 XX 与 Y 中 以 0 为 中 心 以 r 
为 半径 的 球 . 因 7 是 开 映 射 (由 定理 1.5.1), 故 有 a > 0 使 B,C 7B ,不 妨 设 s =1( 否 
则 在 了 中 改 赋 一 个 等 价 范 数 ). 取 8 > 0 充分 小 ,使 B,C 0 且 

F(x) -TI <1/2, Vx € B,. 
今 证 7B; C FB,s( 从 而 B' C FQ,0 e (FO)°). 任 取 x， € Bs, 今 证 Tx e FB,s, 可 
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设 xi 0. 由 中 值 定理 有 
mF < (172) onl, 
故 Tx - Fx! e 已 ln C TB | ;从 而 Tx -xl = Tx,, | x < | x 2， 
lx +xz | 和 (342) x < 26. 类 似 地 有 
1 
| 7Tx -Fox +%)) = | Fx -FFGx t+) + Tx, | < 了 | > | ， 
这 得 出 Tx -F(x + 和 ) = Txs, 12 < 12 | A4, | x + +%; | < 26. 一 般 地 ， 


n-l 四 
Vn e NN, 有 % eX: Jal <2" nlm -FP( Du ) = TT 是 xA De 
B, ,Tx = Fx ED 
(i) 设 7 :R(T) 一 X, 则 上 77 > 0. 取 8 > 0 充分 小 , 令 U = B(*。) ,使 
得 
IF'(x) -TH < (2247*1) ", VxeU, 
则 对 任 给 x,y es U 有 


| Fx- Fy 7x- Ty - IlFx-Fy- Tx-7)| 
= 17 Hx-yl| -217 1 x-7l 
= (217 |) |x-yl:. 
这 表明 :UVU = FU( 同 胚 ) ,因而 下 : 【一 了 是 拓扑 嵌入 . 口 


关于 隐 函 数 定理 的 条 件 及 其 推广 ,还 值得 作 点 说 明 . 作为 一 个 局 部 性 结果 而 
言 ,定理 2.3.2 及 与 之 等 价 的 定理 2.3.3 似乎 已 经 十 分 完美 . 但 实际 上 它 并 不 能 完 
全 令 人 满意 . 首先 ,要 求 所 涉 函 数 为 C"(r 三 1) 函数 这 一 条 件 过 强 , 这 严格 地 限制 
了 隐 函 数 定 理 的 应 用 . 其 次 ,结论 的 局 部 性 质 常常 不 能 满足 应 用 的 需要 . 因此 , 隐 范 
数 定理 这 一 研究 课题 并 未 完结 . 循 各 种 不 同 途径 对 它 进行 推广 的 工作 一 直 在 进行 ， 
主要 目标 是 降低 或 消除 上 面 提 到 的 两 大 缺陷 . 新 的 结果 中 既 包 括 不 可 微 函 数 的 隐 
函数 定理 ,也 包括 某 种 程度 上 的 全 局 隐 函 数 定理 . 这 一 类 的 结果 其 多 ,足以 汇合 为 
一 部 宏大 的 专著 , 非 此 处 所 能 论 其 详 (Hamilton，1982) . 我 们 现在 所 能 做 的 ,只 是 在 
定理 2.3.2 的 基础 上 往 前 走 一 小 步 ,借以 对 扩大 现 有 结果 的 应 用 所 循 思 路 作 点 说 明 . 
基本 的 思想 是 : 若 对 每 个 点 x e D ,可 在 x 邻近 应 用 定理 2.3.2 得 到 一 个 局 部 结论 ， 
那么 就 可 能 将 这 些 局 部 结论 综合 成 一 个 全 局 性 的 结论 . 所 需 综合 技巧 自然 依赖 于 集 
D 的 性 质 . 

定理 2.3.5 设 f: 2 CX- 了 是 一 个 C' 映射 ,1 <r<%m,D C0 是 一 非 空 
紧 集 , Vx e D, 有 F(x) :对 圭 Y 且 Fl DD 为 单 射 , 则 存在 D 的 开 邻 域 U 与 FD 的 
开 邻 域 了 ,使 得 下 : U 一 V 是 一 个 C' 微分 同 胚 . 

若 D = {xo} C 02, 则 定理 2.3.5 与 定理 2. 3. 2 一 致 . 

证 对 6 >0, 令 N = {x eX: d(x,D) < 61, 则 NN; 是 D 的 开 邻 域 且 当 6 > 
0 适当 小 时 N C Q2. 不 妨 设 6 > 0 如 此 小 ,使 得 下 1 N; 为 单 射 . 这 样 的 6 必 存 在 ， 
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否则 存在 x,,y。e 02, 使 ,x, YY, ,d(x,,D) V d(y,.,D) < l/n,Fx, = Fy,(n e 
N). 取 a,,b, e D, 使 x -mV 1 -六 < 1/n(neN). 因 思 为 紧 集 ,不 
妨 设 a, 一 a e D,b, 一 b e D(n 一 % ). 于 是 Fa = 4, 因而 a = b,x 一 a,y, 一 
a(n 一 % ). 由 定理 2.3.2,F 在 a 点 邻近 为 单 射 ,但 这 与 Fx, = Fy,(YVneN) 相 
矛盾 . 

Vx e D, 取 x 的 开 邻 域 0. ,使 UC N 且 FI1 U, 是 一 个 C' 微分 同 胚 . 取 有 限 
集 {x:| CD, 使 DCU UA UV, 则 U 是 D 的 开 邻 域 , Z C Ns 因 F1lU 是 单 射 且 V 
= FU = U FU, 为 开 集 , 故 眉 : U 一 V 必 为 C" 微分 同 胚 . 口 

下 面 是 一 个 男 一 类 型 的 结果 , 它 是 整体 的 且 不 用 到 任何 微分 条 件 . 

定理 2.3.6 设 丰 :和 一 三 是 一 双 射 ,6 : 和 一 丰满 足 条 件 


LipG < (Lip 正 一) 一 ， (2. 3. 13) 
则 五 = FF+G: 针 一 了 为 同 胚 且 
LipH" <[(LipF™")” -LipG]™. (2. 3. 14) 
证 取 定 ye ,方程 Hx = y 等 价 于 
x*=F"(y-CGx) A Dx. (2. 3. 15) 


映射 盏 :和 一 和 有 定义 且 由 条 件 (2.3. 13) 推出 Lip@B < (LipF)(LipG) < 1， 
于 是 由 定理 2.3.1 得 出 更 有 唯一 不 动 点 x e X. 这 表明 互 : X 一 X 是 双 射 . 以 x = 
H"'y 代 入 式 (2.3.15) 得 HH = F"。(1 - 6GH) ,因此 
Lip 五 < LipF {1 + (Lip 6) (Lip H™)]. 

解 此 不 等 式 即 得 式 (2. 3. 14). 口 

粗略 地 说 ,定理 2.3.6 表明 :一 个 “Lipschitz 同 胚 ”经 充分 小 的 扰动 (这 意味 
着 Lip C 充分 小 ) 之 后 仍 为 "Lipschitz 同 胚 ”. 

关于 隐 和 函数 定理 的 进一步 的 结果 可 参见 文献 ( 陈 文 赈 ，1982 ,1986). 


2.4 单调 映射 与 凸 函数 


经 典 微 分 学 用 于 研究 单调 函数 与 凸 函 数 ,是 人 们 熟知 的 ,其 作用 是 如 此 显著 ， 
会 使 人 不 免 期 望 ,在 Banach 空间 中 也 许 能 收 到 类 似 的 效果 . 在 近代 分 析 中 ,单调 映 
射 与 是 函数 都 是 有 重要 价值 的 研究 对 象 . 单调 映射 理论 已 成 为 成 果 丰 富 的 分 析 学 
课题 ,但 与 微分 学 相 联系 的 内 容 并 不 多 ,因此 不 拟 过 多 涉及 . 本 节 的 重点 是 凸 函数 . 

本 节 设 和 ,了 等 是 实 赋 范 空间 ,D 记 X 的 非 空 凸 子 集 ,Q2 记 的 非 空 吓 开 集 .《…,:， 
记 X" 与 之 间 的 配对 (由 式 (1.6.10)). 记 J = [0,1]. 阁 F: D 一 Y,x,x+heD， 
则 g(z) A F(x+ 羽 ) 是 J 上 的 实 变 量 函 数 . 本 节 中 总 利用 类 似 的 方法 将 研究 对 象 实 
参数 化 ,从 而 可 能 利用 微 积分 学 中 的 现成 结果 . 凡 这 样 做 时 ,我 们 将 概 称 之 为 归 化 
法 . 在 类 似 形式 下 , 归 化 法 也 将 大 量 用 于 本 书 其 他 章节 . 
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现在 考虑 推广 单调 函数 . 通常 的 增 函 数 由 以 下 条 件 界 定 : 

X sy 之 几 x) 三 故 y). (2.4.1) 
直接 依 此 条 件 界定 Banach 空间 中 的 增 函 数 ,完全 可 行 且 不 无 意义 . 但 为 此 得 预先 
发 展 某 种 “有 序 Banach 空间 ”理论 ,这 不 在 本 书 的 计划 之 内 . 另 一 方面 ,单调 性 条 
件 (2.4.1) 也 可 等 价 地 表 成 [f(x) -Ay) ] (x -y) :0. 这 一 条 件 被 推广 而 用 于 界 
定 一 般 单 调 映 射 . 

定义 2:4.1 设 F:DCX 一 X". 若 满足 条 件 
(Fx -Fy,x-y)=0, x,y eD, (2. 4.2) 
则 称 下 为 单调 映射 ; 若 当 x 关 y 时 式 (2. 4.2) 为 严格 不 等 式 , 则 称 F 为 严格 单调 映 
射 ; 若 存在 正常 数 和 ,使 得 
(Fx -Fy,x—-y) Alx-yIl’, x,yeD, (2. 4.3) 
则 称 忆 为 强 单调 映射 ( 称 A 为 其 参数 ). 若 线 性 算 子 7: X 一 X” 是 单调 (或 严格 单 
调 、 强 单调 ) 的 , 则 称 7 为 正 线性 算 子 (或 严格 正 线性 算 子 、 强 正 线性 算 子 ). 
对 于 线性 算 子 了, 条件 (2. 4.2) 与 式 (2.4.3) 分 别 简化 为 
(Tx,x) 三 0，Vx eX， (2. 4. 4) 
(7Tx,x》 三 人 xx 上， VxeE 碟 (2. 4.5) 
若 世 是 实 Hilbert 空间 , 则 式 (2.4.2) ~ (2.4.5) 的 左 端 均 为 内 积 . 行 丰 = R", 以 实 
对 称 和 矩阵 4 取代 式 (2.4.4), 式 (2.4.5) 中 的 7, 则 4 为 正 线性 算 子 与 强 正 线性 算 
子 分 别 意味 着 4 半 正 定 与 正定 ,而 严格 正 线性 算 子 与 强 正 线性 算 子 则 没有 区 别 . 若 
了 = RR, 则 条 件 (2. 4.2) 与 式 (2.4.1) 一 致 ,因而 下 单调 (或 严格 单调 ) 会 了 是 增 函 
数 (或 严格 增 函 数 ). 以 上 事实 ,应 使 你 对 单调 映射 获得 某 种 初步 印象 . 
现在 我 们 急于 看 到 如 何 对 单调 映射 用 归 化 法 . 令 
p(t) = (F(x+ith),h), te), 
其 中 , x,x +h e DD 是 取 定 的 .车 0<s<t<1, 则 
(tf —s)[op(t) -op(s)] = (F(x +th) - F(x + sh),th - sh), 
CR i ey 
由 此 可 见 ,: D 一 和 是 单调 映射 心 Vx,x +heD,《(F(x+ 纪 ),h) 对 t e J 单调 
增 , 下 严格 单调 会 当 h 头 0 时 上 述 的 (F(x + 专 ) ,h》 对 st e J 严格 单调 增 . 
对 于 可 微 实 函数 广 熟知 /单调 增 es > 0. 这 一 结论 可 推广 于 单调 映射 
命题 2.4.1 设 : 0 CX 一 X” 是 可 微 映 射 , 则 下 是 单调 映射 Vx e 2， 
F"(x) 是 正 线 性 算 子 . 
证 若 屎 是 单调 映射 ,x e 人 2, 则 Yh e X, 有 


0 < 号 (F(z + th),h) | = (F's)h,h), 
可 见 F(x) 是 正 线性 算 子 (用 条 件 (2. 4.4)). 反 之 , 若 忆 (xzx)(x e 02) 恒 为 正 线性 
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算 子 ,x,x + he 02,t e J, 则 
(F(x + th) ,hy = (F'(x +ith)h,h) => 0, 


可 见 《F(%x + 纺 ) ,h) 对 上 单调 增 ,因而 下 是 单调 映射 . 丽 

如 所 熟知 ,单调 实 函数 在 有 界 性 .连续 性 等 方面 都 有 较 强 的 结论 . 单调 映射 亦 
有 类 伏特 点 . 不 过 ,深入 的 讨论 并 不 简单 ,下 面 仅 给 出 一 个 初步 的 结果 以 作 说 明 . 

定理 2.4.1 设 忆 :DCX 一 X" 是 单调 映射 ,X 完 备 , 则 F 在 D 内 部 局 部 有 界 . 
因此 , 正 线 性 算 子 7: X 一 X" 必 为 有 界线 性 算 子 . 

证 设 x。e D,B A B (x) CD,p >0. 今 要 证 存在 r > 0 使 FB,(xo) 有 界 . 不 
妨 设 x。= 0. 令 

= {yeB: (Fx,y—-x) <n(Vx eB)I, neN, 
则 .B, 是 闭 集 . Vx,y e B, 由 条 件 (2.4.2) 推出 
(Fx,y -ax < (Fy,y -x) < | Fy (yl +p), 


这 推出 B = U B,. 因 B 是 第 二 纲 集 ( 由 定理 1.3.12) , 故 有 某 个 B, 含 一 个 球 


B,(a) ,a e Bir > 0. 取 me 和 使 -a eB, 任 给 x e B,(0), 有 


| Fx|| = SP ‘(Fx,y) 


= Der 1[ (Fx, -a—-x) + (Fx,(y+a+2x) -x)] 


<r (m+n), 
这 表明 FB,(0) 有 界 , 如 所 和 欲 证 . 口 
现在 转向 本 节 的 主要 对 象 凸 函 数 . 微 积分 学 中 提 到 凸 函 数 ,但 并 未 给 予 太 多 重 
视 .今天 的 形势 已 大 大 不 同 . 随 着 凸 分 析 及 与 之 关联 的 凸 最 优化 理论 的 深入 发 展 与 
广泛 应 用 ,对 于 凸 函数 的 研究 已 形成 某 种 热潮 . 引进 的 凸 函 数 概念 之 多 ,甚至 已 难 
以 计数 . 本 节 当 然 仅 涉及 最 基本 的 内 容 . 
记 住 J = [0,1]. 下面 约定 1 = 1 -it(i € 站).t 这 一 记号 并 不 通用 , 仪 在 本 节 
使 用 . 注意 ;一 是 J 上 的 一 个 对 合 , 即 1” = 上 上 
定义 2.4.2 设 f: DCX-R. 若 f 满 足 条 件 
fex +ity) if(x) titf(y), %,y ee D,te), (2.4.6) 
则 称 /为 凸 函数 ,而 称 - /为 上 四 函数 . 若 当 xz 关 y 且 0 < t < 1 时 式 (2.4.6) 为 严格 
不 等 式 , 则 称 f 为 严格 凸 函 数 ,而 称 - /为 严格 凹 函 数 . 
同性 条 件 (2.4.6) 有 多 种 等 价 形式 ,各 有 其 优点 . 设 x 隆 Y,z = tx+ty, 则 z -x = 
i(y -x),z 一 y= t(%x 一 7). 取 范 数 后 解 出 


ss eel: gs | 
1x -7 ly-z*| 


代入 式 (2.4.6) 后 得 到 
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flz) < -47 es OO z E [x,y]. (2.4.7) 
这 一 形式 规范 对 称 ,直观 意义 明显 ,在 应 用 上 有 其 方便 . 其 次 ,用 归纳 法 易 从 条 件 
(2.4.6) 推 出 , 凸 函数 /满足 如 下 Jensen 不 等 式 : 


/( 之 tx ) < 2 fs), (2.4.8) 


其 中 ，> iixi 是 D 中 点 的 任 一 凸 组 合 . 此 外 ,如 同 对 于 单调 映射 一 样 ,对 于 凸 函数 
也 宜 用 归 化 法 ,为 此 需 用 如 下 基本 结论 : f 是 是 函数 (严格 凸 函数 )eVx,x +h < 
D,h 了 关 0,f(x +t 张 ) 关于 e J 是 是 函数 (严格 凸 函数 ). 
凸 函 数 以 两 种 方式 产生 凸 集 . 其 一 是 在 空间 XxR 中 :f: D 一 RR 是 凸 函 数 等 价 
于 它 的 所 谓 上 图 
epif A {(x,r)eDxR:f(x)<r| (2. 4.9) 
是 凸 集 . 当 epif 为 凸 集 时 ,可 将 其 边界 |f = r} 想象 为 空间 Xx RR 中 的 是 曲面 . 其 次 
在 空间 对 中 产生 凸 集 , /是 凸 函 数 一 Vr e R, {fr| 与 1f <r| 均 为 凸 集 . 但 初 看 
起 来 颇 出 人 意外 的 是 ,这 并 非 为 凸 函 数 的 充分 条 件 ,f = é1o,。， 即 为 反例 . 
现在 看 几 个 凸 函 数 的 例子 . 
例 2.4.1 (i) 设 4C 是 一 非 空 凸 集 ,Kx) = d(x,4) , 今 验 明 / 为 凸 函 数 . 任 
给 x,y eXreJa,pe4, 有 
flt'x +t+ity)< tx+tty- (ar+ 志 )| 
<tlx-al +tly 一 .| 
固定 x,y,t 而 变动 a,b, 使 x -al 一 凡 xz)， 7 下 一 用 7) ,恰好 得 到 不 等 
式 (2.4.6). 易 知 f 也 是 连续 函数 . 因此 ,者 5 > 0, 则 集 
{x: d(x,A) < 6| 与 {x: d(x,A) < 6| 
分 别 为 开 凸 集 与 闭 凸 集 . 直观 上 ,这 似乎 是 明显 的 . 特别 取 4 = {xo} ,得 到 凸 函数 
Ax) = x -和 | , 开 凸 集 B(xo) 与 闭 凸 集 房 (x), 这 些 事实 当然 也 易 直 接 验 明 . 
(ii) 车 f: X 一 R 是 次 线性 函数 (由 条 件 (1.6.5)) , 则 f 是 凸 函数 . 特别 地 ,任何 半 
范 都 是 凸 函数 . 注意 , 凸 函数 未 必 是 次 线性 的 , f(x) = x (x e 及 ) 就 是 一 个 反例 
(证 ) 设 F(t,x): [a,,b] x R 一 R 连续 有 是 下, 宇 0， 


f(x) = [ Foxz(D)dt， xeX= Cla,bl|. 
今 验 明了 为 凸 函数 . 由 ,二 0 推出 F(ti,x) 对 x 为 凸 函 数 . 任 给 x,y e X,i e J, 有 
flt'x +ity)= [FCsstxs) + ty(s))ds 


< [ [erssx(s)) +tF(s,y(s)) Jds 
= tf(x) + f(y), 
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这 就 验证 了 条 件 (2.4.6). 
下 面 依次 考虑 凸 函 数 的 连续 性 与 微分 性 质 , 而 重点 是 微分 性 质 . 基本 的 结论 
是 : 凸 函 数 倾向 于 具有 较 好 的 连续 性 与 微分 性 质 . 直观 上 这 似乎 是 自然 的 . 不 妨 想 
象 一 下 ,一 条 凸 曲 线 容易 出 现 间断 吗 ? 
定理 2.4.2 设 f: CXR 是 是 函数, 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 
(i) f 在 人 2 中 某 个 球 B,(xo) 内 上 有 界 ; 
(ii) f 在 02 内 局 部 Lipschitz 连续 . 
若 dimX < % , 则 f 必 满足 条 件 (i) ,因而 必 在 内 局 部 Lipschitz 连续 . 
证 为 证 (i) 全 (ii) ,显然 只 需 证 (i) 之 (i). 取 B >0, 使 (B,(xo)) <B. 取 
6 > 0 充分 小 , 今 证 f 在 B(xo) 内 Lipschitz 连续 . 任 取 x,y e Bs(%o), 设 2 = 上 x- 
y >0. 取 y ee B(xo), 使 2x。= y+y', 则 
2f(%0) < fy) +fly'), -f(yY) <B+21 fx)1. (2.4. 10) 
取 a,b e XX, 使 得 x e [a,y],ye [x,b5],la-x| = 5-y| = 6. 因 6 充分 小 ， 
可 设 a,b e B,(%o). 用 不 等 式 (2.4.7) 与 式 (2.4.10) 得 
Hz) -fy) < LH HMAD -py) 


elf(a) -f(y)] 


E+6 
<286 "elB +! f(x)1] ABe, 
其 中 , B, 与 x,y 无 关 . 同 理 , 有 f(y) -A 作 x) < Bie, 因此 
| f(x) -f(y)1s<B lr-yl, 


如 所 要 证 . 

其 次 , 证 f 在 内 任 一 点 %, 邻近 上 有 界 ( 因 而 由 已 证 结论 推出 f 在 x 邻近 亦 
Lipschitz 连续 ,这 就 得 出 结论 (ii) ). 取 p > 1, 使 z A xo +p(xi -x0) e 人 2 若 % 充 分 
邻近 于 xi, 则 (p - 1) (px - z) 充分 邻近 于 xo 于 是 

| 
p p p 
—1Jypx—-z 1 
a A 
<p [Bl(p -1) +f(z)] A Bp,, 
B, 与 * 无 关 . 这 表明 f 在 x, 邻近 上 有 界 , 如 所 要 证 . 

若 dimX =mx<o, 则 可 在 2 内 取出 点 x;(0 三 i 过 mm) ,使 得 {x; -xo:1<i=< 
nj 线性 无 关 ,从 而 4 A colz: 0 i<n| 必 会 内 点 元 用 不 等 式 (2.4.8) 可 推出 f 
在 4 内 (特别 在 x 邻近 ) 上 有 界 ,因此 了 满足 条 件 (i). 口 

现在 清点 一 下 定理 2.4.2 的 结论 ,看 看 凸 函 数 有 多 么 特殊 . 首先 ,由 条 件 (i) 与 
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(ii) 等 价 推出 :7 在 2 内 要 么 处 处 连续 (而 且 还 是 局 部 Lipschitz 连续 ) ,要 么 处 处 不 
连续 (而 且 处 处 局 部 地 上 方 无 界 ). 在 无 限 维 空间 中 后 一 情况 可 能 出 现 ,不 连续 的 
线性 泛 函 (可 用 适当 方法 造 出 ) 就 是 适 例 .“ 一 点 连续 推出 处 处 连续 ” ,在 这 一 点 上 
凸 函 数 与 线性 函数 一 致 . 若 广 刀 CR' 一 及 为 凸 函 数 , 则 由 定理 2. 4. 2 推出 /在 忆 内 
部 必 连 续 , 但 在 9D 上 可 能 出 现 间断 . 特别 地 , 若 f: [a,b] 一 及 为 凸 函 数 , 则 至 多 
可 能 在 端点 a 或 5 间断 . 综 上 可 以 说 ,有 了 定理 2.4.2 之 后 ,关于 凸 函数 的 连续 性 已 
没有 更 多 可 说 的 了 . 

至 于 微分 性 质 , 情 况 就 远 非 如 此 简单 ,不 能 指望 用 一 个 定理 来 解决 所 有 问题 . 
首先 指出 ,实际 上 要 处 理 两 个 很 不 相同 的 问题 , 即 凸 函数 的 可 微 性 如 何 及 可 微 函数 
在 什么 条 件 下 成 为 凸 函 数 . 这 两 个 问题 又 都 可 以 依据 不 同意 义 的 微分 来 处 理 ,这 就 
难免 面 对 错 综 复 杂 的 情况 . 不 过 ,还 是 有 一 些 令 人 满意 的 结果 . 

定理 2.4.3 设 太 DCX 一 及 是 凸 图 数 ,x e 也. 

(i) 设 x+th e DD, 则 方向 导数 f(x,h) 存在 且 

f'(x,h) <f' (x,h) < Af(x,h); (2. 4.11) 

(ii) 若 dimX < % ,x e D?,G 导数 DA(%x) 存在 , 则 f(x) = DA(x). 因此 在 有 
限 维 空间 中 , 凸 开 集 内 的 凸 函数 G 可 导 与 下 可 微 一 致 . 

证 (i) 令 p( = tAf(x, 雪 ) , 则 不 等 式 (2.4.11) 相当 于 

p(0 ) < ¢(0°) < op(1). 
因此 只 要 证 9g(i) 在 ( -1,0) 内 单调 减 ,在 (0,1) 内 单调 增 , 当 s < 0 < 上 时 wp(s) =< 
g(t). 这 三 件 事 的 证 明 是 类 似 的 且 都 基于 不 等 式 (2.4.7). 不 妨 只 证 第 三 个 结论 ， 
Re hl|f(x+sh)—-s|hlf(xt+tith) 
(t—s) lk] 


9p(s) ] ， 


= Kx) - 
这 得 出 g(s) < g(t) ,如 所 要 证 . 
(ii) 不 妨 设 = R" ,|e,} 是 其 标准 基 . 令 g(h) = Af(x,h) -f(x,h)(x+he 
D) , 则 g(h) 是 凸 函数 . 由 式 (2.4.11) 有 g(h) 大 0, 显然 g(t 坝 ) = ol(t) (it 一 0). 于 
是 
g(h) = sl he. ) < 5 gnhie;) 


= Sh Se) 


六 天 0 


CE -an 
这 表明 f(x) = DAx) ,如 所 要 证 . 口 
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将 定理 2.4.3 用 到 凸 孔 数 f: (a,6) C R 一 RR 得 出 Vx e (a,b) ,f(x) 恒 存 

凸 函数 当然 未 必 可 微 . 但 一 旦 已 知 f 的 可 微 性 ,就 能 将 f 的 凸 性 表 为 一 定 的 微 
分 条 件 . 此 处 不 妨 先 回顾 一 下 9 :(a,b) 一 玉 为 凸 函数 的 微分 条 件 :p 是 凸 函 数 性 
2 (1 单调 增 会 po “ (区 三 0, 只 要 所 出 现 的 导数 存在 . 以 上 结果 有 相当 完美 的 
推广 . 

定理 2.4.4 设 /: 0 CX—R. 

(i) 一 阶 条 件 : 若 f 在 人 2 内 可 微 , 则 f 是 凸 隐 数 属 f "(x)h < Af(x,h)(x,x+h 
e 人 2) Sf': 0 一 X” 是 单调 映射 ; 

(ii) 二 阶 条 件 : 若 f 在 Qf 内 二 次 可 微 , 则 f 是 凸 函 数 必 Vx e Qf'(x): X 一 X” 
是 正 线性 算 子 (由 条 件 (2.4.4) ); 

证 (i) 若是 凸 函 数 , 则 直接 由 式 (2.4.11) 有 了 (x)h < Af(x,h). 反之 , 设 
fx)h < Af(x,h)(x,x +h eh), 令 g(t) =f(x+ith), 设 0<s<t<1, 则 

p(s)= f(x+sh)hs(t-s) Afl(x+sh,(t—s)h) 
= (s-t) Afl(x +ith,(s -it)h) 二 ob， 

可 见 g' 在 J 上 单调 增 ,因而 9 在 J 上 为 是 函数 . 这 推出 了 为 凸 函 数 . 

其 次 ,f 是 是 函数 会 (d/di)fx +t 专 ) = (f(x + 坊 ) ,h) 在 J 上 单调 增 (x,x + 
he 1) 会 凡是 单调 映射 

(i) 由 (i) 与 命题 2.4.1 推出 . 口 

若 太 OCR 一 及 二 次 可 微 , 则 结合 式 (2. 2.5) 与 式 (2.1.16) 有 


2 
f'(x)h = > Sh, = hiVif(x)h, x ee Nh eR". 
| 1 7 


可 见 ,/ 是 凸 函 数 人 Vx e 0,V fx) 半 正 定 . 通常 就 写 f (x) = Vf(%). 
看 两 个 应 用 定理 2.4.4 的 简单 例子 . 
例 2.4.2 (i) 设 五 是 一 个 实 Hilbert 空间 ,4 e L(H) 是 自 伴 算 子 ,be H,c e 
R ,考虑 有 上 的 “二 次 函数 ”f(x) = 《A x,x〉》+ 《b,x》+c(x e ). 利用 式 (2.1.7) 
求 得 
fx)h = (Ah,x) + (Ax,h) + (bh = (24 x + b,h). 
由 五 的 自 对 偶 性 得 f(x) = 24x +5, 因 而 f'(x) = 24. 于 是 由 定理 2.4.4 得 出 /为 
凸 函 数 SA 是 正 线 性 算 子 . 
(ii) 设 Kx) =1 x1?(x e R"). 在 例 2.1.2(ii) 中 已 求 得 
Vf(x) =pp-2)1xl xx +plxl "1, Ox eR". 
于 是 
hiVvf(x)h = p(p -2)1 x1 (xh) +pl xl? | hl’. 
当 p 二 2 时 , 显然 有 有 V f(x)h 宕 0. 若 1 <p <2, 则 
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h Vf(x)h= pp -2)1 x | x? lhl? +plxl | 大 | 
=p(p-1)!1xl??*|Ihl’?>=0. 


这 就 得 出 , 当 p 二 1 时 | x1? 是 凸 函数 . 车 p < 1, 则 用 例子 VI x1(x e 及) 即 可 说 明 
1 x1? 未 必 为 凸 函数 . 

已 提 到 凸 函 数 未 必 可 微 . 虽然 凸 函 数 总 有 单 侧 方向 导数 (由 定理 2.4.3) ,但 未 
必 适 合 应 用 上 的 各 种 需要 . 因此 人 们 致力 于 寻求 新 的 弱 微 分 概念 ,而 这 就 开局 了 一 
个 新 的 方向 . 下 面 考虑 的 次 微分 ,只 是 一 系列 弱 微 分 概念 中 较 简单 的 一 种 . 

为 表述 方便 ,以 下 约定 :对 函数 广 D CX 一 R 总 认定 fl D" = % ,因而 VYx es 
D,h e ,Af(x,h) 总 有 意义 . 

定义 2.4.3 设 /:DCX-R,x eD. 仿 

of(x) = {u € X* :uh) < Afl(x,h)(Vh e X)). (2. 4. 12) 


若 9f(x) 对 8, 则 说 f 在 x 次 可 微 , 称 af(x) 为 7 在 x 的 次 微分 , 称 任何 e 3f(x) 为 
f 在 x 的 次 梯度 . 
注意 定义 2.4.3 并 未 预 设 f 为 同 函 数 .不 过 , 若 f 在 D 上 处 处 次 可 微 , 则 可 推出 
f 为 凸 函 数 . 因此 可 以 说 ,次 微分 概念 实际 上 是 专 为 凸 函数 而 设 的 . 
今 给 次 梯度 一 个 直观 解释 . 设 x e 3f(%o), 则 
u(x) -f(x) <u(xo) -f(xo), Vx eX. (2.4.13) 


令 v = (wu,-1) eX*xRo,G = {|(x,f(x)) :x ee Dj}, 则 不 等 式 (2.4.13) 表 
明 v(G) < v(xo ,f(xo)) A c, 这 意味 着 f 的 图 形 G 位 于 XxR 中 的 超 平面 {v = c| 
的 一 侧 . 可 见 , 超 平面 {v = c} 可 看 成 6G 在 点 {xo,f(%o)| 处 的 一 个 “ 切 平面 ", 它 由 
次 梯度 唯一 决定 . 在 这 种 理解 下 ,即使 f 在 xo 不 可 微 ,只 要 f 在 xo 次 可 微 , /的 
图 形 在 该 点 处 仍 有 切 平面 ,只 是 当 af(%。) 含 多 于 一 个 元 时 ,上 述 的 切 平面 不 是 
唯一 的 . 

现在 看 两 个 例子 ,以 获得 关于 次 微分 的 具体 印象 . 

例 2.4.3 (i) 设 太 及 一 及 是 凸 函 数 . 取 定 x e R. Yu e R, 有 

u € of(x)O uh < Afl(x,h)(Vh ee R) 


@ 任 给 u e 外",w e Y* ,定义 
(uDu,(x,y)) = ux) +w(y), (x,y) e XxXY, 
则 易 验 证 名 w e(X xY)” 且 有 拓扑 同 构 
X* xY*— (XxXY)*, (0) 一 2 中 
因此 不 妨 认 定 (Xx 了 Y)”= X* xY" ,将 每 个 ve (Xx 了 站)* 写成 v = (wu,w),ueX*,weY* 且 v(x,y) = 
u(x) + w(y) (x ET,y e 了 .特别 地 ,有 (XxR)* = X* xR, 对 v = (u,r) e X* xR,x eX,y e R,v(%, 
y) = u(x) +ry. 
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Of (x) <usf',(x), 
这 就 得 出 9f(x) = [f(x) ,f(x)]. 可 见 f 在 R 上 处 处 次 可 微 且 af(x) 是 一 个 闭 
区 间 , f'(x) 存在 二 9f(x) 缩 为 一 点 . 当 9f(x) = 1f'(x)1 时 通常 就 直接 写作 
af(x) = 了 (x). 若 f(x) <f(x), 则 f 的 图 形 在 x 处 有 无 限 多 条 切线 ,切线 的 斜率 
介 于 f'.(x) 与 1',(x) 之 间 . 
(ii) 设 斤 x) = x 上 (x e XX). 首先 设 x 关 0. Vu e X*, 有 
ue af(x)EOu(eh -x) ellhl - xl (Ve >0,h eX) 
elu(h) - |h|] ux) - |xl (Ve >0,h eX). 

若 wu e (x) , 则 分 别 取 e 一 0 与 a 一 % 得 出 u(x) = xl ,lull =1. 当 w(x) = 
x ,jw = 1 时 易 直接 验证 we 9/(x). 其 次 , Vu e X" ,有 

ue af(0) ulh) < hl (Vh eX)o ul <1. 
综合 以 上 两 种 情况 得 
lu eX :u(x) = |xll,lull =1, «#0, 


ollx|| = (2. 4. 14) 
人 ul 到 十， x=0Q 
特别 地 , 用 到 f(x) =1 x1 (x e R) 得 
a X 天 0， 
[-1,1], x=0. 


现在 来 说 明 , 次 可 微 一 般 要 求 什 么 条 件 . 
定理 2.4.5 设 f: DCX—R 是 上 同 函 数 ,x e 也 . 
(i) 必要 条 件 : 若 f 在 x 次 可 微 , 则 f 在 x 下 半 连 续 , 这 意味 着 
x 一 X% fx) < limf(x,); (2.4.15) 


(ii) 充分 条 件 : 若 f 在 x 连续, 则 f 在 x 次 可 微 . 
概 言 之 ,次 可 微 介 于 下 半 连 续 与 连续 之 间 , 无 疑 是 一 个 很 弱 的 条 件 , 根 本 无 法 
与 可 微 相 比 . 
证 (i) 任 取 w es 3f(x), 设 x, 一 x*, 则 
flx) < lim[fl(x,) ~- u(x, - %)] = lm/ (4) 
这 表明 /在 x 下 半 连 续 . 
(ii) 由 f 在 x 连续 推出 :Ye > 0, 存 在 x 的 邻 域 U, 使 得 f(y) <f(x) +e(Vy e 
0). 令 p = fx) +2e, 则 Ux (pe,%m) Cepif( 由 式 (2.4.9)), 故 (x,p) 是 上 图 
epif 的 内 点 . 在 空间 XxR 中 对 凸 集 4 = epif 与 B = | (x,f(x))| 应 用 定理 1.6.3(i) 
得 出 : 存在 "= (uw,B) e X”x RR, 使 得 
v(A®) < vx,f(x)), vA) < v(x,f(x)), 
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这 推出 
+Bp < u(x) +B/(x), 
u(y) +B/(yY) < u(x) +B/(x), Vy ED 
由 其 中 第 一 式 与 p > f(x) 推出 B < 0, 由 第 二 式 推出 
-Buly -x) <f(y) -f(x), VyeD. 
这 表明 -Bu e af(%) ,因而 f 在 x 次 可 微 . 口 
例 2.4.3(i) 似 乎 表明 , 当 导 数 存 在 时 恰 与 次 微分 一 致 .一 个 自然 的 问题 是 :次 
微分 与 导数 之 间 ,一 般 具 有 什么 关系 ? 下 面 的 定理 对 此 给 出 了 完全 的 回答 . 
定理 2.4.6 设 /:DCX 一 R 是 凸 阻 数 ,x e DD. 
(i) 任 给 wu e X* ,有 we f(x) 他 ulh) <f' (x,h)(Vh eX) eu(h) 三 三 (x， 
h)(Vh eX); 
(ii) 若 G 导数 DA(%x) 存在 , 则 af(x) = Df(x); 
(二) 若 f 在 x 连续 ,3f(x) = {uj , 则 w = Df(x). 因此 ,连续 凸 函数 /在 * 为 C 可 
导 属 f(x) 仅 含 一 元 , 对 于 R" 上 的 凸 函 数 1F (x) 存在 会 (x) 仅 含 一 元 . 
证 (i) 由 式 (2.4.11) 与 式 (2.1.37) 推 出 , 由 (i) 直 接 推出 (ii). 
(过 ) 上 只 要 证 (x,h) 三 w(h)，, 为 此 又 只 要 证 用 (x,h) = ul(h). 取 定 0 he 
X,a e [f_(x,h),f (rx,h)]. 定义 
u,: Rh—R, ith—at, 
则 vw 是 一 维 子 空间 Rh 上 的 线性 泛 函 . 由 a 的 选择 知 w(t) f(x,th) (i € RR). 
利用 的 凸 性 易 推 出 = f (x, ) 为 次 线性 泛 函 .于 是 由 定理 1.6.1(i) 推 出 , vu。 
可 扩张 为 X 上 的 线性 泛 函 ( 仍 记 作 uw。 ) ,使 得 
u (k) <p(k) = f(x,k) < Af(x,k), Vk eX. (2. 4. 16) 
由 f 在 x 连续 推出 Af(x,k) 在 k = 0 邻近 有 界 , 因 而 uw,(%) 在 hk = 0 邻近 上 有 界 , 故 
u。E X". 不等式 (2.4.16) 表明 we af(x). 但 a9f(x) = {ul , 故 u。= uw 与 a 无 关 ， 
这 就 推出 (x,h) = 了,(x,h) = wu(h) ,如 所 要 证 . 口 
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极 值 是 一 个 有 点 古老 的 概念 ,在 人 类 知识 体系 中 早 就 占有 一 席 之 地 . 极 值 问题 
之 所 以 重要 ,其 根本 理由 在 于 ,人 们 确信 :无 论 自然 与 社会 ,任何 事物 在 其 趋 于 平衡 
时 都 不 可 避免 地 遵循 极 值 原则 , 即 在 某 种 意义 上 达到 最 优 . 例如 ,力学 中 的 能 量 最 
小 化 ,经 济 学 中 的 效用 最 大 化 等 . 简单 的 极 值 问题 应 用 初等 微分 法 就 够 了 ,但 更 多 
的 极 值 问 题 有 赖 于 越 来 越 复杂 的 数学 工具 . 现代 极 值 理论 已 经 如 此 深化 ,几乎 与 所 
有 数学 领域 都 有 所 关联 . 但 我 们 要 强调 的 是 , 至少 从 形式 上 看 , 极 值 问题 的 提 法 少 
有 改变 ,如 同 其 初等 原型 一 样 简单 明晰 , 而 解法 则 深 深 地 植 根 于 解决 初等 极 值 问 


.90 第 2 章 微 分 学 


题 的 那些 经 典 命题 中 . 本 节 的 目的 就 在 于 让 你 看 到 利用 近代 微分 学 的 概念 与 方法 ， 
可 将 一 些 熟知 的 极 值 结论 推广 到 何等 一 般 的 地 步 . 这 些 推广 的 一 部 分 ,在 变 分 学 中 
早已 用 稍 不 同 的 形式 给 出 并 被 广泛 应 用 . 如 已 提 到 的 , 正 是 变 分 学 的 发 展 在 一 定 程 
度 上 催生 了 近代 微分 学 . 这 一 事实 也 就 说 明了 , 极 值 问题 对 于 微分 学 自身 的 发 展 具 
有 多 大 的 重要 性 . 

本 节 中 设 站 ,了 等 是 实 Banach 空间 , 0 与 刀 分 别 为 X 的 非 空 开 子 集 与 非 空子 
集 , 当 涉及 0 或 D 上 的 凸 函数 时 自动 认定 它们 是 凸 集 . 为 表述 简便 ,使 用 如 下 缩 记 
号 :f(D) 三 ww 台 Kx) 三 a(Vx e D). 

下 面 的 定义 与 初等 微分 学 中 的 极 值 定 义 并 无 实质 区 别 , 所 不 同 的 只 是 空间 框 
架 更 为 一 般 罢 了 . 

定义 2.5.1 设 /: D CX 一 R,x,。e D. 若 存在 8 > 0, 使 得 


f(D N B(xo0)) = f(%0), (2.5;.1) 
则 称 x 为 1 在 D 上 的 局 部 极 小 点 ,而 称 扩 x。) 为 局 部 极 小 值 . 若 
f(D) = f(x0), (2. 5. 2) 


则 称 x 为 f 在 D 上 的 全 局 极 小 点 或 最 小 值 点 ,而 称 信 xo) 为 1 在 D 上 的 最 小 值 . 
类 似 地 ,可 定义 (局 部 或 全 局 ) 极 大 点 与 极 大 值 . 极 小 点 与 极 大 点 合 称 为 极 值 
点 ; 极 小 值 与 极 大 值 合 称 为 极 值 . 只 要 未 加 注 明 ,说 到 极 值 时 总 指 局 部 极 值 . 因 j/ 的 
极 大 点 正 是 -了 的 极 小 点 ,原则 上 只 需要 考虑 极 小 值 就 够 了 . 
源 于 最 优化 理论 的 一 些 用 语 与 表述 方法 今天 已 广 为 流 行 且 确 有 其 优点 ,我 们 
也 适度 采用 . 行 x 是 用 x) 在 D 上 的 (局 部 或 全 局 ) 极 小 点 , 则 说 x 是 最 小 化 问题 
min f(x), s.t. x eD (2. 5.3) 
的 (局 部 或 全 局 ) 最 优 解 ,而 称 f(xo) 为 问题 (2.5.3) 的 最 优 值 . 知 xz。 e D?, 则 就 局 
部 问题 而 言 , 集 D 实际 上 不 起 约束 作用 ,这 种 情况 下 的 极 值 称 为 自由 极 值 . 
对 于 一 个 给 定 的 最 小 化 问题 (2.5.3) ,通常 提出 的 问题 是 
(A) 该 问题 的 最 优 解 是 否 存 在 ? 
(B) 一 点 x。e D 成 为 最 优 解 的 (必要 或 充分 ) 条 件 是 什么 ? 
(C) 如 何 ( 准 确 或 近似 地 ) 求 出 最 优 解 ? 
本 节 的 主要 目标 是 给 出 上 述 问 题 (B) 的 各 种 形式 的 解答 ,它们 均 以 微分 条 件 
的 形式 出 现 ,因而 密切 地 联系 着 本 章 的 微分 学 知识 . 不 过 ,在 此 之 前 首先 给 出 问题 
(A) 的 一 种 解答 , 它 属 “ 纯 存 在 性 ”结果 , 即 并 不 提供 某 个 确 知 的 最 优 解 x。. 
定理 2.5.1 设 f: D CX 一 R 下 半 连 续 且 满足 条 件 
lim f(x) = %, (2. 5.4) 


xeD, lxl|—” 


当 D 有 界 时 认定 条 件 (2.5.4) 自动 满足 , D 是 闭 集 , 则 附加 以 下 两 条 件 之 一 可 使 
在 D 上 取得 最 小 值 : 
(i) dim span D < oo; 


2.5 极 值 .91 . 


(ii) 下 是 自 反 空 间 /为 凸 函 数 . 

证 令 a = inff(D). 取 序 列 {x,|} CD, 使 得 fx) 一 a(n 一 %). 利用 条 件 
(2. 5.4) 推出 {x,} 有 界 . 若 条 件 (i) 满足 , 则 |x,} 必 有 收敛 子 列 , 不 妨 就 设 x, 一 > xo 
e 也 ,于 是 败 zo) < limf(%x,) = a( 由 式 (2.4.15)), 这 推出 帮 x。) = a 就 是 最 小 值 . 
其 次 设 条 件 (ii) 满足 . 由 定理 1.6.5 ,不妨 设 x, 一 xo(n 一 % ). 由 定理 1.6.6,D 是 弱 
闭 的 ,因此 x。e D. 为 证 f(xo) = a, 只 要 对 任 给 B > a, 证 x。e 4 4 1f 专 Bi. 由 /为 
下 半 连 续 凸 函数 推出 4 是 凸 闭 集 ,因而 也 是 弱 闭 的 . 不 妨 设 f(x,) < B(n e N) , 因 
此 x。e 4, 如 所 要 证 . 口 

定理 2.5.1 显然 蕴涵 了 经 典 的 Weierstrass 定理 : 闭 区 间 上 的 实 连续 函数 必 取 
得 最 小 值 . 可 以 说 ,定理 2.5.1 就 是 一 个 很 一 般 的 Weierstrass 定理 . 定理 证 明 中 用 
到 的 序列 {x,} 称 为 极 小 化 序列 . 在 极 值 理论 中 运用 极 小 化 序列 乃 是 一 种 普遍 方 
法 . 不 过 ,定理 2.5. 1 并 未 给 出 构成 极 小 化 序列 的 任何 具体 方法 . 

由 定理 1.3.4(ii) 直接 推出 Weierstrass 定理 的 如 下 有 限 维 形式 : 若 DC R" 是 
有 界 闭 集 ,f e C(D,R), 则 f 在 D 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 必须 强调 , R" 不 能 代 以 
一 般 赋 范 空间 .下面 就 是 一 个 反例 : 


f(x) = [ | x(t)1 dt, x eD, 


其 中 , D 是 X= C[0,1] 中 的 单位 球面 . 显然 fe C(D,R). 设 x,(it) = (te [0， 
1],n e NN), 则 {x,| CD,f(x,) = (n+1)” 一 0(n 一 %). 男 一 方面 Vx e D, 显 
然 有 f(x) > 0. 可 见 扩 x) 在 D 上 不 取得 最 小 值 . 

如 已 提 到 的 ,本 节 的 主要 任务 是 给 出 极 值 的 微分 条 件 , 现 在 就 来 考虑 . 与 经 典 
微分 学 中 不 同 ,现在 有 强 弱 不 等 的 多 种 微分 概念 可 用 ,因而 极 值 的 微分 条 件 亦 相 应 
地 具有 多 种 形式 ,下 面 依从 强 到 弱 的 顺序 依次 考虑 . 首先 推广 初等 微分 学 中 的 以 下 
结论 : 设 f: (a,b6) CR 一 R, x。e (a,b). 若 x 是 f 的 极 值 点 而 f 在 zx。 可 微 , 则 
(xo) = 0. 反之 , 若 f(xo) = 0,f'(xo) > 0, 则 xo 是 f 的 极 小 点 . 

定理 2.5.2 设 /:DCX—R,xo eD". 

(i) 必要 条 件 : 若 x 是 f 的 极 小 点 ,f(xo) 存在 , 则 了 (xo) = 0; 

(ii) 充分 条 件 : 若 f 在 x。 邻近 是 C 函数 ,f(xo) = 0,f'(xo) 是 强 正 的 (由 条 件 
(2.4.5) ) , 则 xo 是 f 的 极 小 点 . 

证 (i) 只 要 证 f(xo)h = 0(Vh e XX). 取 定 heX, 因 g(t) Af(xo+ 专 ) 以 
t = 0 为 其 极 小 点 , 故 有 0 = pg'(0) = 了 (xo)h, 如 所 要 证 . 

(ii) 取 A > 0, 使 f(xo)hr” 二 2X 1 天 | (由 条 件 (2.4.5)). 取 8 > 0, 使 得 

| PCxo +z) -f'(x0)) <A, Vz e B(0). 
任 给 he B;(0), 由 Taylor 公式 (2.1.26) 有 
2Af(xo,h) =f'(xo+2z)h (ze [0,h]) 
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=f'(xo)h +[f' (xo +z) -f(x0)]h 
>2ANhl 一 人生 =ANhl, 
可 见 x 是 f 的 极 小 点 . 口 
定理 2.5.2 特别 蕴涵 了 如 下 有 限 维 结论 : 设 f: QC R" 一 RR 是 C 函数 ,zxo es 0， 
Vf(xo) = 0,V f(xo) 正定 , 则 xo 是 的 极 小 点 . 
从 形式 上 看 ,定理 2.5.2 作为 经 典 极 值 条 件 的 推广 堪 称 完美 . 但 从 应 用 上 考 
虑 , 它 并 不 能 完全 令 人 满意 . 首先 ,要 求 为 内 点 就 是 一 极 强 限 制 , 它 排除 了 x 为 
边界 点 或 DD 根 本 无 内 点 的 情况 ,而 后 者 在 应 用 上 恰恰 是 常见 的 . 其 次 ,如 在 2.1 市 
中 已 指出 的 ,在 无 限 维 空间 中 下 可 微 是 一 个 很 强 的 条 件 , 更 不 必 说 f e C” 了. 因此 
有 必要 除去 内 点 要 求 且 考 虑 更 弱 的 微分 条 件 . 注意 到 方向 导数 是 一 个 简单 而 便于 
运用 的 工具 ,以 方向 导数 取代 了 导数 看 来 是 一 个 值得 一 试 的 选择 . 下 面 是 一 个 虽 
然 简单 但 不 失 为 有 用 的 结果 . 
定理 2.5.3 设 F: D CX 一 R,D 为 凸 集 ,x。e D, f(xo,h)(h ee 外) 恒 存 在 . 
(i) 必要 条 件 : 若 x 是 了 的 极 小 点 , 则 


f(xo,D -2) 三 0. (2. 5.5) 
若 忆 -和 是 天 的 子 空 间 , f 在 x。 处 G 可 微 , 则 条 件 (2.5.5) 相当 于 
f(xo,D -zx0) =0; (2. 5.6) 


(ii) 充分 条 件 :车 f 是 凸 函数 旦 条 件 (2.5.5) 满足 , 则 f(xo) = min f(D). 
证 (i) 任 给 x e D, 令 h =x -2x, 则 
f(xo,h) = lim 1™ Af(xo, 夫 ) 宇 0， 
这 正 表明 条 件 (2.5.5) 满 足 . 若 刀 - xo 是 子 空 间 ,h e D - xo, 则 
O<f(xo,h) =-f(xo, -hkh)<0 
(由 式 (2.5.5) 与 式 (2.1.37) ) ,这 得 出 式 (2.5.6). 
(ii) 任 给 x ee 也, 令 =x -zo, 则 结合 式 (2. 5.5) 与 式 (2.4.11) 有 
0 f(x0,h) < Aflxo,h) = f(x) -所 xzo)， 
这 正 表明 大 xo) 是 最 小 值 . 口 
将 定理 2.5.3 用 到 函数 1: [a,b] CR 一 及 得 出 : 若 c( 或 2) 是 f 的 极 小 点 , 则 
f'(a) 宇 0( 或 f(b) < 0) ,只 要 这 些 单 侧 导数 存在 . 
定理 2.5.3 可 用 来 解决 如 下 变 分 问题 . 
例 2.5.1 考虑 如 下 最 小 化 问题 : 


全 [ Pssy(a) ,ya) )dz， 


s.t. y(a) = a,y(b) =B,ye Y= C[a,b], 
其 中 , a,B 是 实 常 数 . 令 D = ly e Y: y(a) = a,y(b) = B|， 


C2.53. 7 
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fy) = [P(xsy(#) sy'(#)) dz, yeD, 
则 问题 归于 求 /在 D 上 的 极 小 点 . 任 给 ye D,D -% 显然 是 了 的 子 空间 ,实际 上 它 
就 是 4 17 e Y: y(a) =y(5) = 0|. 下 面 考虑 应 用 条 件 (2. 5. 6) ,为 此 需 计算 方 
向 导数 让 (7,h). 设 F(x,y,p) < C?,P = y'. 下 面 用 一 种 较 简易 的 计算 法 (更 严格 的 
处 理 并 无 原则 困难 ,只 是 增加 许多 琐碎 细节 ). 任 给 y < Y,h e 二 ,有 


f(y,h) = fy + 二 ) | 
加 [ [SF(,y() +ith(x),y'(x) + th’'(x)) | jw 
3 [ LF, Cy (x) sy (#) ) hs) + F(x,y(x),y (x))h’' (rx) ] dx 


= [ (my 和 SF,) h(x) ds, 


其 中 用 了 分 部 积分 与 h(a) = h(b) = 0, PP = F(x,y(x) ,7 xz)) ,下 类 似 . 于 是 
条 件 (2. 5.6) 可 表 成 


[(s, ~ EF,) h(x) de =0, VheY. (2. 5. 8) 


可 以 说 明 3 在世 [a,b] 中 稠密 (关于 空间 的 系统 讨论 见 3.5 节 ). 于 是 由 条 件 
(2.5.8) 得 出 


d 
0 (2.5.9) 


这 是 一 个 关于 未 知 函 数 y(*) 的 二 阶 非 线性 微分 方程 , 称 它 为 变 分 问题 (2.5.7) 的 
Euler 方程 9. 若 不 显 含 <, 则 可 验证 方程 (2. 5.9) 等 价 于 人 (F - pF,) = 0 或 


F -pF, = const. (2.5. 10) 
应 当 注意 ,以 上 结果 所 依据 的 式 (2.5.6) 只 是 必要 条 件 . 因此 只 能 断定 ,问题 
(2.5.7) 的 解 包含 在 方程 (2.5.9)( 或 方程 (2.5. 10) ) 的 解 中 ,至 于 方程 (2.5.9) 的 
解 是 否 真是 问题 (2.5.7) 的 解 , 则 应 由 其 他 考虑 决定 . 
现在 用 以 上 方法 来 解决 如 下 著名 的 最 速 降 线 问题 . 设 y = y(x) 是 xy 平 面 上 连 
接点 (0,0) 与 (5,h) (5,h > 0) 的 光滑 曲线 ,y 轴 铅 直 朝 下 . 今 要 选取 函数 y(x) ,使 
质点 沿 该 曲线 无 摩擦 地 从 点 (0,0) 下 滑 至 点 (5b,h) 时 所 用 时 间 了 最 短 . 不 妨 设 质点 
的 质量 m = 1. 因 质 点 动能 的 增加 等 于 其 势能 的 减少 . 故 有 v = 2gy,? 是 线 速度 ,g 


Q@ 在 现代 文献 中 ,Euler 方程 是 一 个 被 广泛 使 用 但 并 未 严格 界定 的 术语 . 一 般 地 ,任何 用 等 式 表达 的 极 
值 微分 条 件 统称 为 Euler 方程 . 


:94 ， 第 2 章 微 分 学 
是 重力 加 速度 . 于 是 


ee [ eo 由 +P 
人 ba =| v(t) a 5 de 
其 中 , p = y'. 这 就 形成 问题 (2.5.7) 的 如 下 特例 : 
人 ,7 (x) ) dx， 
s.t. y(0) =0,y(b) =h,ye Y= C[0,b], 
其 中 , F(y,p) = V(1 +p )/y. 将 此 玉 代 入 式 (2.5.10) 得 
y(1 + 已 ) = 2a， 
其 中 , a 是 正常 数 . 这 是 一 个 一 阶 隐 方程 ,用 参数 法 求解 :以 P = cot (1/2) 代 人 后 解 
出 y = 2a/(1 +pP) = a(1 - cos1), 然后 有 
% = [ 昱 人 ef (1 — coss)ds = a(t - sin 1). 
Pp 


现在 你 已 认 出 ,最 速 降 线 原来 是 旋 轮 线 . 

利用 解 问题 (2.5.7) 的 思想 (而 不 是 用 其 结论 ) 可 解 以 下 问题 : 

例 2.5.2 设 一 薄膜 边界 固定 在 柱 面 2 x R 上 ,0 C BR 是 一 有 界 区 域 , u(x%， 
y) 表示 点 (x,y) 的 位 移 . 在 无 外 力作 用 时 薄膜 具有 势能 

fl(u) = lv! ?axdy. 
在 平衡 时 f(u) 应 达到 最 小 ,因而 薄膜 的 平衡 状态 解 最 小 化 问题 
人 
st. ul = pg,ue X= C(0), 

9 是 给 定 光滑 函数 . 任 给 u e X,h e X。A {ue 对 :ul 902=0}, 有 


/ i 2 
f'(u,h) = 过 VY(z+ 坊 ) | dxdy| 


(2. 5.11) 


= 2 vu: V hdxdy 
人 


-2] (Au) hardy, 


其 中 用 了 Green 公式 与 h1 902 = 0. 于 是 类 似 于 例 2.5.1, 得 出 问题 (2.5.11) 的 Eu- 
ler 方程 为 Laplace 方程 Au = 0. 

现在 再 回 到 一 般 的 极 值 问题 . 定理 2.5.3 已 经 大 大 降低 了 可 微 性 条 件 , 再 往 前 
走 一 步 , 就 要 用 到 次 微分 了 .下 面 是 一 个 很 简单 的 结果 : 

定理 2.5.4 设 f: XY 一 R,x。e DCX. 

(i) 充 要 条 件 : f(x0o) = min f(D) 会 0 e 9(f1D)(xo); 
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(ii) 充分 条 件 : 若 存在 u e 9f(%o) ,使 得 u(D - xo) 二 0, 则 
f(x0) = min f(D). 
证 (i) 直接 看 出 
flx0) HAD)SO0 AD) -A%o) 
0 ee oa(fl D) (xo). 
0 
0<u(x-x) <f(x) -f(xo), Vx eD. 
这 正 表明 f(xo) = min f(D). 口 
我 们 将 在 本 节 的 最 后 一 个 例子 中 解释 定理 2.5.4 的 应 用 . 
至 此 为 止 ,关于 一 般 最 小 化 问题 (2.5.3) 的 定理 都 没有 解释 点 集 忆 的 构成 ,而 
这 一 点 恰好 是 重要 的 . D 可 能 用 各 种 方法 给 定 . 应 用 上 常见 的 情形 之 一 是 D 由 某 
个 等 式 约束 条 件 给 定 : g(x) = 09 , 其 中 , g: QCX 一 Y. 在 这 种 情况 下 ,可 将 问题 
(2. 5.3) 改写 成 
min f(%) ， Ss.t. g(x) = 0. (2. 5. 12) 
问题 (2.5. 12) 称 为 等 式 约束 的 条 件 极 值 问 题 , 或 简称 为 条 件 极 值 问题 ,f 与 g 分 别 
称 为 该 问题 的 目标 函数 与 约束 函数 . 因 问题 (2. 5. 12) 不 过 是 问题 (2. 5.3) 的 特 
例 ,并 不 存在 重新 界定 其 最 优 解 的 问题 . 对 于 问题 (2. 5. 12) 可 给 出 很 类 似 于 定理 
2. 5. 2 的 微分 条 件 . 
定理 2.5.5 设 f: 0 CX 一 RR 在 x。e 0 可 微 ,g e C (人 02,7) ,g'(%o) 为 满 射 ， 
%o 是 问题 (2. 5. 12) 的 最 优 解 , 则 存 和 A e 7 了” ,使 得 
f(x0) +Aog'(x0) = 0. (2. 5. 13) 
证 令 T=g'(wo), 则 式 (2.5.13) 相当 于 f(xo) =-7T"A eR(7T"). 由 
R(T) = 了 与 定理 1. 6.9 推 出 R(T*) = N(7)*. 于 是 只 要 证 / (xo) e N(T) . 取 
定 h e N(7T), 由 下 面 补 述 的 Lustemik 定理 , 当 1 ti1 充分 小 时 , 方程 
g(xo +y+th) =0 
有 解 y = y(t) = ol(t)(t 一 0). 于 是 当 1 :| 充分 小 时 , 有 
0 f(xo + y(t) + th) -f(xo) 
= (xo) (y(t) + 坊 ) + o(y(t) + 认 ) 
= tf (xo)h + o(t). 
除 以 i 后 分 别 取 ti 一 0 与 i 一 0” 从 以 上 不 等 式 推 出 f(xo)h 宇 0 宇 A(xo)h, 于 是 
了 (xo)h = 0. 故 得 f(xo) e N(T) ,如 所 要 证 . 口 
以 上 证 明 中 用 到 的 Lusternik 定理 可 表述 为 


Q@ 换 成 g(x) = cc e 了 与 x 无 关 , 下 面 的 所 有 讨论 与 结论 均 无 需 改变 . 


26， 第 2 章 微 分 学 


定理 2.5.6 设 g8:QCX 一 了 是 C 映射 ,x。e 02,g8'(xo) 为 满 射 ; 则 当 疡 e 
站 , | 天 上 充分 小 时 ,方程 
g(xo +y +h) = g(x0) +g (xo)h 
有 解 y = y(h) 且 上 7y(h) | = oC hl )(C hl 一 0). 
关于 Lustemik 定理 的 证 明 可 参见 文献 ( 陈 文 炭 ,1982 ) 的 $7.1. 
现在 对 定理 2.5.5 的 结论 作 稍 不 同 的 解释 . 令 


L(x,A) = f(x) +A(g(x)), x%* e QAEeY', (2. 5. 14) 
则 条 件 (2.5. 13) 可 写作 怀 (xo, 久 ) = 0. 在 形式 上 ,这 正 是 自由 极 值 问 题 
min L(x,A), xeQn (2.5.15) 


以 xo 为 最 优 解 的 必要 条 件 ( 见 定理 2.5.2(i) ). 函数 L(x, 和 A) 称 为 问题 (2.5.12) 的 
Lagrange 函数 ,而 使 式 (2.5. 13 ) 成 立 的 人 e Y* 称 为 Lagrange 乘 子 . 因此 可 以 说 ， 
通过 引进 Lagrange 函数 L(x, 和 A) ,条 件 极 值 问题 (2. 5. 12) 转化 成 了 自由 极 值 问题 
(2. 5. 15). 原 问题 中 的 约束 条 件 g(x) = 0 因 被 吸收 到 函数 L(x, 和 A) 中 而 在 表面 上 
被 消去 了 . 这 一 看 似 奇 特 的 方法 ,对 于 处 理 条 件 极 值 问题 常 能 收 到 意 想 不 到 的 效 
果 , 在 近代 极 值 理 论 中 被 广泛 采用 且 发 展 出 多 种 多 样 的 形式 ,成 为 一 种 具有 很 大 普 
遍 性 的 方法 . 
若 取 Y = R",g = (gg gw) ,A = (AAAn) eR", 则 
L(x,A) = f(x) + DAgi(x), x € QA eR", (2. 5. 16) 


L(xo,A) = f(x0) + 2 Aig:' (xzo) ， (2.5. 17) 


其 中 , A; 就 是 通常 所 说 的 Lagrange 乘 数 . 条 件 R(g'(xo)) = Rw” 相当 于 
ig: (xo) :1 万 i< mj 线性 无 关 , 当 m = 1 时 这 就 是 g'(xo) 关 0. 吞 进 而 设 X = 
R", 则 g'(xo) e R”",g'(xo) 为 满 射 属 rank g'(xo) = m( 行 满 秩 ). 
以 两 个 古典 极 值 问题 为 例 来 解释 定理 2.5.5 的 应 用 . 
例 2.5.3( 等 周 问 题 ) 求 xy 平 面 上 一 光滑 闭 曲线 
C:x = X(t), yy =)y(t), 0O<it<27n, 
使 其 周 长 一 定 , 而 所 围 面积 最 大 . 这 意味 着 解 以 下 条 件 最 大 化 问题 : 


max [| “[z(D7(D -#0)y() Jdi 
其 中 , x,y e X= C*(T') ( 见 2.2 节 ),% = dx/d .注意 此 处 用 了 面积 公式 
C 所 转 面 积 = 二 | xdy - ydx 
作 Lagrange 函数 (由 式 (2.5.16) ) 


(2.5.18) 
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Lx) = | [z(D7(D -并 Dy(D +A YE tPF J 
其 中 , z,y e X,A e RR 用 例 2.5.1 中 所 用 的 方法 不 难 求 出 
L(x Nh = 人 [2 AR) yh de 


L(x A = 人 [AKCD) -2]2(0)h(D) di, 


其 中 ,he 对 ,k= ( 季 一 字 )( 必 +)“”. 立即 看 出 1k1 就 是 曲线 C 的 曲率 , 条 件 
Zn) (%,yY,A) = 0 相当 于 ， 
L(x,y,A) = 0， L(x,y,A) 三 0， 

由 此 方程 组 解 出 大 = const. 可 见 , 所 求 的 曲线 就 是 圆周 ,直观 上 ,这 是 意料 中 的 事 . 

例 2.5.4( 球 面 测 地 线 ) 求 单位 球面 S(C R ) 上 的 光滑 曲线 x(t) (0 < i < 
1) ,使 其 端点 x*(0) = a 与 x(1) = 固定 而 长 度 最 短 . 这 意味 着 解 最 小 化 问题 

人 | x(t) | di (2. 5. 19) 
s.t. | x(t)1=1,x(0) = a,x(1) = 2, 
其 中 ,x e 外 =C (J,R ),J = [0,1]. 问题 (2.5.19) 中 的 约束 条 件 可 写作 g(x) = 
1, 其 中 , g(x) : X 一 了 ,x 一 | x1?,Y = C(]). 此 处 要 引用 推论 3.7.1, 将 入 eY" 表 
为 
A(y) = 人 7(Ddp(D， y e 工 
作 Lagrange 函数 
L(x,A) = [ | x(2) 1 dt i x(1) | 7do(t). 
为 表 出 条 件 L,(x, 和 A) = 0, 下 面 使 用 一 个 粗略 的 方法 ,用 以 突出 解 此 问题 的 基本 思 
想 , 而 不 拘泥 于 细节 ,以 免 陷 入 过 于 烦琐 的 讨论 . 首先 ,假定 dp = Adi, 因 而 可 改写 
L(x, 和 A) 为 
Lz,A) = [T1260) 1- AG) 1 «(0) 0]d 
仿 例 2.5.1 算出 
L(x,A)h = [1 区 | T(t- EE -| 1 x] — 2Ax} * hdt, 

其 中 ,he XX,h(0) = h(1) = 0. 这 就 得 到 问题 (2.5. 19) 的 Euler 方程 


(tT -| tI-2Al zl x = 0. (2. 5. 20) 
由 1x1 三 1 得 x = 0,x 区 = 一 | 17. 分别 以 x,x 与 式 (2.5.20) 两 端 作 内 积 得 
2A1 xl? =-| x| (xx 元) = 元， 


(zt XE)* = I?1 元 |12 — (tex): =| 1.. 
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以 2A =1 1 代入 式 (2. 5.20) 消去 和 ,得 

(区 元) 和 -| TIE-| Ix = 0. 
放宽 可 微 性 限制 , 设 x e C ,将 上 式微 分 一 次 ,然后 与 x x% 作 内 积 得 出 [% 交 光 ] = 
0. 于 是 用 微分 几何 中 的 结论 得 出 *(b 为 平面 曲线 . 由 前 面 已 得 的 | * x | =| %1” 
得 出 曲线 的 曲率 为 1, 因 此 只 能 是 大 圆 的 一 段 . 以 上 讨论 当然 留 下 一 些 不 严格 之 
处 ,但 其 转化 问题 的 思想 却 是 清楚 且 具 有 普遍 价值 的 . 

在 近代 极 值 理论 中 ,所 考虑 的 条 件 极 值 问 题 并 不 限于 等 式 约束 ,也 用 到 不 等 式 
约束 ,而 且 后 者 更 具 一 般 性 (注意 条 件 g(x) = 0 可 换 成 不 等 式 约束 g(x) 和 0 
和 g(x) ). 现在 考虑 一 个 与 问题 (2.5. 12) 相 对 应 的 不 等 式 约束 条 件 极 值 问题 

min f(x), 5s.t. g(x) <0, (2. 5.21) 
看 前 面 所 用 的 Lagrange 函数 法 是 否 依然 有 效 . 令 人 满意 的 是 ,仍然 能 建立 类 似 于 定 
理 2.5.5 的 如 下 结果 : 

定理 2.5.7 设 f: QCX 一 RR 在 x。e 02 可 微 ,g e C'(0,R"),g(xo) = 0， 

g(xo) 为 满 射 . 者 zx 是 问题 (2. 5. 21) 的 最 优 解 , 则 存在 和 A e R' ,使 得 
f (xo) + 2 Aig: (xo) = 0. (2. 5. 22) 


证 关键 之 点 是 注意 到 , xo 也 是 问题 (2. 5. 12) 的 最 优 解 ,于 是 由 定理 2. 5. 5 
有 A 入 e R" 使 条 件 (2. 5. 22) 满足 . 余下 证 A = 0( 注 意 在 R” 中 总 使 用 标准 问 量 序 ). 
因 7 A g'(%。) 为 满 射 , 故 Rr C R(T). 由 式 (2.5.22) 有 (CA,Th》= -了 (wo)h, 故 只 
要 证 Th 宇 0 二 (x0)h 志 0. 取 定 he 对 使 Th 宇 0. 由 定理 2.5.6, 当 t > 0 充分 小 
时 , 方程 
g(xo +y -th) =-iTh 
有 解 y = y(t) = o(t) (it 一 0'). 于 是 当 : > 0 充分 小 时 , 有 
Og< f(xo + y(t) - th) - f(xo) 
= f(x0) (y(t) - th) + o(y(t) -ith) 
=-i (xo)h+o(t), ti—0.. 
这 推出 (xo)h < 0, 如 所 要 证 . 口 
与 定理 2.5.5 不 尽 相当 的 是 ,此 处 并 没有 使 用 更 一 般 的 约束 函数 g e C (0， 
7) ,而 只 限定 Y = R”. 实际 上 ,将 定理 2. 5.7 推广 到 这 种 更 一 般 的 形式 完全 不 成 问 
题 ,只 要 了 是 一 个 有 序 Banach 空间 就 行 了 . 
下 面 是 定理 2.5.7 的 一 个 简单 应 用 . 
推论 2.5.1 设 五 是 一 个 实 Hilbert 空间 ,f: H 一 RR 可 微 ,r > 0， 
flxo) = min{f(x): xl <r, lrol sr 
则 存在 入 < 0, 使 得 f(xo) = Axo. 
证 铸 |xo| <7, 则 取 入 = 0( 由 定理 2.5.2). 若 上 xo 上 =7, 则 取 g(x) = 
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1x 1 = 应 用 定理 2.5.7 得 + 二 0, 使 f(x0) = -Tg'(xo) = Axo,A = 一 7/r( 由 式 
(2. 1.4)). 口 

本 节 建 立 了 形式 上 很 不 相同 的 多 种 极 值 条 件 ,显得 有 些 庞杂 ,该 作 点 总 结 . 最 
好 的 方式 是 用 一 个 统一 的 例子 来 依次 解释 各 种 极 值 条 件 , 从 而 将 它们 贯穿 起 来 . 

例 2.5.5( 最 佳 副 近 问 题 ) 给 定 非 空 集 4 CX 与 be 4. 大 a e 4 满足 

le -bl = ad(b,4), 
则 称 a 为 6 在 4 中 的 最 佳 双 近 . 求 在 4 中 的 最 佳 通 近 ,相当 于 解 最 小 化 问题 
min ||x*-6b||, s.t.x eh. (2. 5. 23) 

问题 (2.5.23) 的 目标 函数 A 作 x) = | x -2| 似乎 很 简单 . 但 因 集 4 有 很 大 的 多 样 
性 ,问题 并 不 简单 ,很 难 给 出 完全 的 解法 . 即使 用 上 本 节 的 所 有 结果 ,也 只 能 处 理 奉 
干 特殊 情况 . 不 过 ,问题 (2. 5. 23 ) 用 作 说 明 的 例子 还 是 很 适当 的 . 

(i) fx) = x -| 是 连续 凸 函 数 且 显然 满足 条 件 (2. 5.4). 于 是 应 用 定理 
2.5.1 得 出 : 若 4 是 某 个 有 限 维 子 空间 中 的 闭 集 ,或 X 是 自 反 空间 而 4 是 闭 凸 集 , 则 
b 在 4 中 的 最 佳 和 逼 近 存 在 (但 未 必 唯 一 ). 

(ii) 设 和 是 实 Hilbert 空间 , 4 是 凸 集 . 由 式 (2. 1.4) 有 

V lx-6bl = |x-6bl (x-b), «eAh. 
于 是 由 定理 2.5.3 得 出 : x 是 2 在 4 中 的 最 佳 通 近 的 充 要 条 件 是 
4 -xx -xs0，Vxe4. (2. 5. 24) 
几何 上 ,条 件 (2.5.24) 意 味 着 :对 任 给 x e 4, 向 量 x - x 与 5 -xo 张 成 钝 角 . 这 与 
我 们 在 平常 空间 中 的 直觉 经 验 显然 是 一 致 的 . 若 4 是 了 的 闭 子 空间 , 则 不 难看 出 条 
件 (2. 5.24) 意味 着 b - x。e 4- ,这 恰 与 定理 1.7.3 的 结论 一 致 . 
(十) 对 任 给 x e 4, 由 式 (2.4.14) 有 
eS 
于 是 由 定理 2.5.4(ii) 得 出 ;车 se 4, 存 在 u < X* 满足 条 件 
u(xo -6b) = xo -bl ,ull = 1,ux -X00) =0, Vx ee A, (2.5.25) 
则 xo 是 5b 在 4 中 的 最 佳 台 近 . 符 4 是 X 的 子 空间 , 则 w(x-*%) 宇 0(Vx es 4) 后 
u e 4 ,这 就 可 将 条 件 (2. 5.25) 改写 成 
ee4 ,lzl =1, w(xo -pb) = |xo -6b|. (2. 5. 26 ) 
“1zl =1,wu(xo -pb) = x。 -5 中 ”也 称 为 共 线 条 件 . 若 工 为 Hilbert 空间 , 则 取 
4 = x6 -5 -= (xm -6) 使 条 件 (2.5.26) 满足 ,此 时 与。 - 真正 共 线 

(iv) 设 开 是 实 Hilbert 空间 , 4 是 X 的 闭 子 空间 ,P 是 从 XX 到 4* 的 正 投影 , 则 

问题 (2. 5. 23) 可 改写 成 

min jx—-6b|, s.t. Px =0. (2. 5. 27) 
因 认 定 P es L(X,4+) 时 PP 是 满 射 , 故 由 定理 2.5.5 得 出 : 若 %o 是 b 在 4 中 的 最 佳 
允 近 , 则 存在 入 e (4 )”= 4 ,使 得 (注意 已 = P* ,PA = 人) 
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lxo -bl (xo-b)+A=0, 
从 而 z -=- |xo -As4 这 再 次 得 出 定理 1.7.3 的 结论 . 
(v) 设 X 是 实 Hilbert 空间 ,4 = B.(a)(a e 针 ,rr > 0), 则 问题 (2.5. 23) 可 表 
为 
min ||x-b||, s.t. g(x) = |x-all -rs0. 
若 和 是 2 在 4 中 的 最 佳 逼 近 , 则 必 &g(xo) = 0. 由 定理 2.5.7 有 A 和 A se R, ,使 得 
lxo -bl (x -6) +AlNx -al (x -a)=0. 
由 以 上 等 式 得 出 入 = 1, 然 后 解 出 
Ne-wlb+ lm-ble 
la-zol + lx -bl 


这 表明 x 是 线段 [a,bj] 与 球面 3B,(a) 是 交点 . 直观 上 ,这 是 理所当然 的 . 


2.6 微分 方程 


在 分 析 数 学 中 ,微分 方程 论 是 一 个 大 题目 ,当然 无 法 成 为 本 书 的 论题 . 不 过 , 作 
为 微分 方程 理论 基础 的 存在 定理 , 则 密切 地 联系 于 微分 学 ,因而 是 应 用 本 章 理论 与 
方法 的 适当 课题 . 

设 民 与 内 是 给 定 的 Banach 空间 . 考虑 带 参 数 j 的 一 阶 常 微分 方程 

(1t) = f(t,x(t) ,1), (2. 6.1) 
其 中 ,x(t) 表示 x 对 1 的 导数 (本 节 皆 如 此 ) ,f: 2 C R xXxM 一 X. 如 在 常 微分 
方程 论 中 所 看 到 的 ,关于 方程 (2. 6. 1) 的 基本 问题 是 

(A) 解 的 存在 唯一 性 :给 定 (1,x,x) e 012, 是 否 存 在 一 个 含 7 的 开 区 间 了 ,使 得 
方程 (2. 6. 1) 在 7 上 存在 唯一 解 x( = x(t1,7,x, 凡 ) , 它 满足 x(i) = x? 

(B) 解 对 初 值 与 参数 的 连续 与 可 微 性 : 若 x(i,i,x,) 是 问题 (A) 的 唯一 解 ， 
它 是 否 具 有 对 (i,x, 凡 ) 的 连续 性 与 可 微 性 ? 

在 X 与 M 为 有 限 维 空 间 的 情况 下 ,传统 的 常 微分 方程 理论 对 于 上 述 问 题 已 给 
出 完全 而 标准 的 解法 , 且 其 结论 已 成 为 广泛 应 用 的 常识 . 但 其 论证 的 全 过 程 并 不 很 
简单 ,我 们 并 无 兴趣 去 描述 有 关 细 节 . 本 节 的 目的 是 运用 本 章 所 述 的 概念 工具 与 
语言 ,给 出 问题 (A) 与 (B) 的 一 个 统一 而 又 简捷 的 解法 ,以 显示 抽象 分 析 方 法 的 非 
同 寻 常 的 效力 . 

在 2.3 节 中 曾 强调 , 隐 东 数 问 题 实 质 上 是 一 个 方程 问题 . 而 现在 则 要 指出 ,求解 
方程 (2.6.1) 的 问题 可 转化 为 某 个 隐 孙 数 方程 问题 . 这 一 首先 由 Robbin (1968 ) 开创 
的 颇 为 新 颖 的 方法 ,开启 了 应 用 隐 孙 数 定 理 于 方程 研究 (包括 微分 方程 .积分 方程 、 
差分 方程 等 ) 的 新 途径 . 隐 范 数 方法 有 许多 优势 ,值得 强调 的 至 少 有 如 下 两 点 : 它 不 
受 空间 维 数 的 限制 , 而 且 解 的 存在 唯一 性 与 对 初 值 的 连续 或 可 微 依赖 性 是 同时 解决 
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的 ,这 就 大 大 缩短 了 解答 问题 (A) 与 (B) 的 全 过 程 . 不 过 仍 得 指出 , 所 面 对 的 问题 毕 
竟 有 其 复杂 性 . 如 同 在 2.3 节 中 一 样 , 将 主要 阐明 方法 的 要 点 ,并 不 追求 细节 上 的 完 
备 性 ,只 是 在 本 节 最 后 才 弥 补 主要 结论 证 明 中 的 某 些 缺 陷 . 
本 节 中 1 总 记 实 开 区 间 ,1,， = (-5,5) ,6 > 0. 以 下 是 关于 方程 (2. 6. 1) 的 一 个 
基本 定理 . 
定理 2.6.1 设 f: 2CRxXxM 一 XX 是 C (1 ro%) 函数 , 则 对 任 给 (to， 
xo ,Mo) Ee 2, 存在 含 i 的 开 区 间 I、(xo, uo) 的 开 邻 域 Ux V(CXxM) 及 I xITx 
U x V 上 C' 的 X 值 函数 0(1,s,x,) ,使 得 对 任 给 (s,x,u) e TxUxV,x(t) = 0(t， 
5 办 ) 满足 方程 (2. 6.1) 与 初 值 条 件 x(s) = x. 如 果 zx(z)(t e 有 ) 亦 是 方程 (2.6.1) 的 
解 且 x(s) = x, 则 必 z(t) = 0(it,s,x,u)(t en7). 
证 ”证明 由 以 下 3 步 组 成 : 
(i) 简化 问题 . 这 一 步 是 常规 的 ,所 用 方法 在 常 微分 方程 论 中 是 标准 的 . 令 
Y= Rx 了 Xx MM, 则 了 是 一 个 实 Banach 空间 .定义 
DB(y) = (1, f(y),0) eY, y= (i,xh) € 0, 
则 OD Ee C (人 ,7) (由 定理 2.1.3). 取 定 yo = (to ,Xo No ) E 人 2, 设 存在 J， Xx 歼 内 的 
C "的 Y 值 函数 g(t,y) ,此 处 I = (-6,6),6 >0,W=IxUxV,I=to+l,UX 
V 是 (x ,Lo) 的 开 邻 域 ,o(t,y) 满足 
o(t,y) = Blo(t,y))(t el), o(0,y) =yeW. 
以 7 记 了 到 的 投影 , 令 0(t,s,xn) = To(t-s,s,x,u), 则 0 eC'(ITxITxUxV, 
X) 且 易 验证 x(:) = 0(1,s,x,p) 满足 方程 (2.6. 1) ,x(s) = x%. 这 就 可 将 问题 改 述 为 : 
设 f e C "(02,X) ,人 2 C 了 ,xo Ee 人 2, 要 求 x 的 开 邻 域 U 与 9 e C "(1; x U,02) ,使 
O(t,x) = f(0(1,x))(t el1), 0(0,x) =x edU. (2. 6.2) 
若 g(?) 满足 &(t) = f(g(1))(i e 41),g8(0) = x e VU, 则 必 g(t) = 0(i,x)(t € 1;). 
(ii) 取 r = 1 证 明 以 上 结论 . 令 J =[-1,1], 在 C(J,X) 与 C(J,X) 中 分 别 用 
范 数 go 与 pli lpiloV glo( 见 式 (2.2.13)). 令 
CoJ,X) = {9 e C'(J,X): p(0) = 0}, 
则 C(J,X) 与 C6(J,) 均 为 Banach 空间 . 取 定 xo。e 2, 取 p > 0, 使 By (xo) C 0， 
令 B = B(xo),B。= B,(0). 定义 
全 RxBxCo(J,Bo) 一 C(J,T)， 
(s,%,9) 一 仿 一 过。(x + 9). 
对 s 与 x 显然 为 C' 映射 ;对 g 亦 为 C' 映射 (这 要 用 到 后 面 补 证 的 引 理 2. 6. 1) ， 
因而 下 es C!( 由 定理 2.1.3). 因 FF(0,x6,0) = 0， 


4d. 
dt 


(2. 6. 3) 


F,(0,x0,0) = Co(J,X) = C(J,X), 
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故 可 用 隐 函 数 定 理 得 出 :存在 含 0 的 开 区 间 1,xo 的 开 邻 域 VCC B) 及 C 函数 
Tx U— C0(J,Bo),(s,x) 一 pu， 
使 得 
F(s,x,ps) = GB -sf° (Xx+9ps) =0, sel,xedU. (2. 6. 4) 
取 6 > 0 使 1; C7; 令 g, = gss,0(t,x) =%+9(t/6). 则 9 eC (1 xU,0)( 这 要 
用 到 后 面 补 证 的 引 理 2. 6.2) ,6(0,x) = x + gpg.(0) = x. 用 式 (2.6.4) 推 出 
O(1,x) = 6 ¢G.(t/6) = f(x + p(t/6)) = f(0(1,x)), 
可 见 9(t,x) 满足 式 (2.6.2). 吞 g(t) 满足 g(t) =f(g(i))(tel),g(0) =xeU, 
令 y(t) = g(61) -x, 则 
F(6,x,),) = 6g8(61) -6f(g(61)) =0, lil<l1. 
于 是 由 隐 函 数 的 唯一 性 推出 pg。= y,, 从 而 g(t) = 0(t,x)(t € J). 
(十) 设 r > 1,6 依 第 (ii) 步 , 今 证 6 e C". 可 设 r < m. 设 0 se C"', 则 6,6(i， 
x%) = A(0(i,x)) e C 一 (由 式 (2.6.2) 与 引 理 2.3.2). 由 


0,0(1,x)0, [x + [mesa))d] 三 :二 二 [7 C0Cs,x)) ,03,4) ds 
知 z A 9.0 满足 含 “参数 ”x 的 方程 


z(t) = f (0(t,x))z(t), z(0) = 1x. (2. 6. 5) 
因 f ee C 一 ,9 es C"', 故 用 归纳 假设 得 出 方程 (2. 6.5) 的 解 为 C” 函数 ,因而 
9.0(t,x) e C" .于 是 9 e C' 得 证 . 口 

对 于 线性 方程 
¢(t) = A(t)x(t) + b(t) (2. 6. 6) 

及 与 之 对 应 的 齐 次 方程 

%(t) = A(1)x(t), (2. 6.7) 

可 得 到 较 好 的 结果 . 


定理 2.6.2 设 A(t) e C(I1,L(X)),b(t) e C(1,X) ,1 是 含 的 开 区 间 , 则 以 
下 结论 成 立 : 
(i) 存在 9 e C!'(1TxX,X) ,Vx e XX,x(t1) = 9(t,x) 是 方程 (2. 6.6) 在 7 上 满 
足 x(b) = zx 的 唯一 解 ; 
(ii) 设 e(tx) 是 方程 (2.6.7) 在 7 上 满足 cr(b,xz) = x 的 解 ,o, = (5 ) , 则 
{oo,:tel} CGL(X), 
0(i,x) = a(t,%) + ol(s,{ cs) (2.6.8) 
证 〈i) 用 传统 的 逐次 和 逼 近 法 .可 设 = 0, 取 含 0 的 闭 区 间 的 升 列 | 1 ,使 得 
U J = 上. 令 
M, = sup[ 4c) V IECGDO |]j, L = |xl +1. 
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定义 00(t,x) = x, 对 任 给 n 宇 0,(i,x) e x, 令 
a [LACs)0,Cs,%) Py (2.6.9) 
容易 归纳 地 验证 
| Ot,x) -Ot,x) | LMIil"/n!l, teJ,,x eX. 
这 推出 19,(i,x)|} 在 57x 开 上 局 部 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 9(1,x). 由 式 (2.6.9) 有 


O(t,x) =% + [ [ACs) Os,%) +b(s)|ds, tel,x eX. 


这 表明 9(1,x) 是 方程 (2. 6.6) 在 1 上 满足 0(0,x) = x 的 解 . 利用 式 (2. 6.9) 可 归 
纳 地 得 出 939,79x 存在 、 连 续 且 满足 


0.0,.1(t,%) lx + (4C5) 83.0,(s,%) ds, n 宇 0， 


| 9.0,.(t,x%) -900 1(t,x) | Mil ti/n!l, te Ji,n>1. 
这 得 出 3,0,(i,x)| 在 Ix 了 上 局 部 一 致 收敛 于 9,0(i,x) ,可 见 9.0(!,%*) 连续 . 其 次 
显然 0(1,x) 连续 ,因此 9 e C (J x X,X). 
若 g(i) 满足 方程 (2.6.6) 且 x(0) = x, 则 g(t) A |g(s) -909(i,x) 满足 


p(t) < Mi | p(s)ds, Os<ieJ,,k>1. 


于 是 由 Gronwall 不 等 式 推 出 g(t) = 0(0 <t en). 同 理 , 有 op(b = 0(0 宇 te 7 了 )， 
因此 g(b = 0(t,x)(t en). 

(ii) 由 已 证 的 结论 (i) 知 oe C (TxX,X). 任 给 a, Be R,x,y eX, x(t) 
A ao(t, x*) +Bo(i,y) 必 满 足 方程 (2.6.7) 且 x(0) = ax +By. 于 是 由 唯一 性 得 

Qo(t,x) +Bo(t,y) = ol(t,ax + BY), 

这 正 表 明 og, = o(t,') e L(X). 由 解 的 唯一 性 得 出 :方程 (2. 6.7) 的 解 必 不 取 零 
值 ,除非 它 恒 为 零 . 因此 o, 是 单 射 . 固定 i e I Vy eX, 方程 (2.6.7) 必 有 解 x(t)， 
使 得 x(t1) =y. 令 x =x(0), 则 y = a(t ,x) = o, (x) ,可 见 o 是 满 射 . 因此 {0o,: 1 
e 中 C GL(). 将 式 (2.6.8) 右 端 改 写 为 


Oo(t,x) + o,f ob(s) ds A B(t,x). 


由 直接 计算 易 验 证 8(0,x) = x,B(i,x) = A(t)B(t,x) + b(t) ,因此 必 B(i,x) = 
90(i,x) , 式 (2.6.8) 得 证 . 口 
定理 2.6.2 中 的 “二 元 函数 ”o(i,x) 完全 刻画 了 方程 (2.6.7) 的 全 体 解 的 动 
态 . 任意 固定 x e X,o,(t) 全 x(tx) 是 方程 (2.6.7) 过 点 x ”的 解 ; 任 意 固定 i e 
1,o,(x) 人 (ix) 是 空间 X 到 自身 的 变换 . 这 种 观点 可 推广 而 用 于 非 线性 方程 , 且 
发 展 成 具有 丰富 成 果 的 微分 动力 系统 理论 . 
为 进一步 阐明 上 面 提 到 的 思想 ,考虑 如 下 自治 方程 : 
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(我 并 交 -N07 SC (2. 6. 10) 
其 中 ,fe C'(0,X)(1 志 rr % ). 由 定理 2.6.1, 任 给 x。e 02, 存 在 6 > 0, 2 的 开 
邻 域 VU( C 0) 及 函数 9 e C "(1; x U,02) ,使 得 对 任 给 x e U,x(t) = 9(t,x) 是 初 
值 问 题 (2. 6. 10) 在 1; 上 的 唯一 解 . 然而 这 只 是 一 个 局 部 结果 ,下 面 要 将 这 样 的 局 
部 结果 “拼接 ”成 一 个 整体 结果 . 

定理 2.6.3 设 0CX,feC (0,X)(1r< %), 则 存在 开 集 WC Rx0 与 
9 es C"( 殉 ,02) ,使 得 以 下 结论 成 立 : 

(i) WW = Ux {x} ,1 = (as -om <a,.<0<B.<o™”; 

(ii) Vx e 02,x(t) = 0(t,x)(t e 7) 是 初 值 问 题 (2.6.10) 的 解 ; 

(证 ) 车 g(t) 满足 g(t) = f(g(t))(t enDn,0 el1,e(0) =xe 02, 则 TCL 上 且 
g(t) = 0(t,x)(t el); 

(iv) 任 给 (t,x) es 下 成 立 ， 

1, = t+ Hos), (2.6.11) 
O(s +it,x) = 0(s,0(1,x%)), s+tt,tel.. (2. 6. 12) 

证 ” 任 给 x es 02, 由 定理 2.6.1, 必 存在 某 个 含 0 的 开 区 间 志 ,使 初 值 问题 
(2. 6. 10) 在 元 上 有 了 唯一 解 x(1) ,将 它 写 作 9(t,x). 因 可 运用 通常 的 延 拓 手续 ,不 
妨 设 /= (a,B,) 已 达 最 大 令 W= U x {对 , 则 9(isx) 在 WW 上 已 有 定义 有 直接 
看 出 结论 (i) ~ (二) 成 立 . 取 定 (t,x) < 政令 g(s) = 0(s +t,x)(s+t e171), 则 

8&(s) = f(g(s)), g(0) = 0(t,%). 
于 是 由 结论 (这 ) 得 出 g(*) = 0(s,9(t,x) ) ,这 表明 式 (2.6.12) 成 立 且 -tC 
Jas ; 即 1， Csi+ Joo,s). 男 一 方面 ,有 
or) Citer)) = 一 + 人 
这 得 出 式 (2.6. 11). 
余下 只 要 证 下 是 开 集 且 0 e C"( 下 ,02). 令 
W = {(t,x) e 下 : 存在 (t,x) 的 邻 域 V 使 01 Ve C |， 
只 要 证 W = 到 用 反 证 法 . 设 存 在 (hb ,xzo) es 多 \W ,不妨 设 
to = inf {: > 0: (t,x0) ¢ W,}. 
因 显 然 有 {10} x QC 两, 故 必 i。> 0. 令 = 09(to,xo), 取 6 > 0 与 x 的 邻 域 V, 使 
1 xVCW. 取 t e (to -6/2,4o) ,使 x*, = 0(t1,xo) e VV. 因 (t,x0o) es W, 故 有 
的 邻 域 包 ,使 {ti} x 太 CC 职 且 6 xW) CV Viely,xeW, 有 O(to +t,x) = 
Ol(to +t -ti,0(0t ,x)), (to +t -ti,0(t,x)) e 1 xVC W,, 这 推出 
(to,X%0) E (to +1) xV CW, 
这 与 (io,xo) # W, 矛盾 . 因此 必 W = 下 口 
定理 2.6.3 中 的 9 称 为 由 微分 系统 (2.6.10) 或 向 量 场 帮 x) 生成 的 流 . 9 的 最 
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有 趣 的 性 质 是 等 式 (2. 6. 12). 奉令 9，= 09(t,:), 则 式 (2.6.12) 相当 于 
0,,, = 0.0,， (2. 6. 13) 
其 中 , 9, : V, 一 V_, 是 一 个 C' 微分 同 胚 ,V = {x: (t,x) e WW} 是 0Q2 的 开 子 集 . 
若 克 = 有 xl0 则 VieRF = 02, 因 而 0, :0 一 20 是 C 微分 同 胚 ,此 时 式 (2. 6. 13) 
表明 :一 9, 是 一 个 群 同 态 , 称 这 样 的 6 为 对 02 的 一 个 单 参数 群 作用 . 另 一 方面 , Vx e 02， 
9.(t) 4 6(t,x) 是 初 值 问题 (2. 6. 10) 的 最 大 解 , 称 为 9 过 x 的 轨道 . 以 上 术语 在 现 
代 微 分 动力 系统 理论 中 是 标准 而 通行 的 . 
今 用 一 个 例子 来 解释 本 节 结 果 的 应 用 . 
例 2.6.1( 梯 度 场 ) 设 X 是 一 个 实 Hilber 空间 , (2 CX,f e C (02,R). 考虑 
人 2 内 的 自治 方程 
(1t) = Vf(x(1)). (2. 6. 14) 
由 定理 2.6.3, 存 在 开 集 WWC RxQ 与 9 es C" (WW,02) ,0 是 方程 (2. 6. 14) 或 梯度 场 
Vf(x)(x e 02) 生成 的 流 . 下 面 指出 流 9 的 若干 特殊 性 质 . 
(i) 取 定 x e f2, Vt e IL.( 依 定理 2.6.3 的 记号 ,下 同 ) ,有 
(d/di)f(0(i,x)) = (VAO(i,x)) ,0(1,x)) 
= | Vf(0(i,x)) | 三 0， 
可 见 扩 0(1t,x) ) 对 i 单调 增 . 实际 上 ,只 要 Vf(x) 0( 即 x 不 是 梯度 场 Vf 的 奇 
点 ) , 则 9(1,x) 绝 不 经 过 Vf 的 任何 奇 点 ,因而 VA(0(t,x) ) 关 0. 这 就 推出 f(8(t， 
x) ) 对 tt 严格 单 调 增 ,除非 9(1,x) 三 x. 
(ii) 取 定 x e 0Q2, 设 0<1<7T<pB,<%~, 则 


eG) -eC = | [oss)as) < 上 Ye os 
由 此 可 见 , 若 Vf(9(1,x) ) 在 区 间 [0,8,] 内 有 界 , 则 必 存 在 
lim (1,%) =x" € of2 
因此 ,对 给 定 的 x < 9, 只 可 能 出 现 以 下 3 种 情况 :B。 = om ,Vf(0(1,x) ) 在 某 个 有 
限 区 间 [0,B] 上 无 界 ,0(1,x) 在 有 限 正 时 间 内 到 达 边 界 602 若 已 知 VA(0(1,4) ) 有 
界 且 0(1,x) 不 接近 边界 30, 则 必定 B, = wm. 对 a 可 作 类 似 讨论 . 车 9f(%) 在 Q 上 
有 界 且 9 的 任何 轨道 均 不 接近 边界 30, 则 W = R x 0 
(证 ) 设 a ee R,x e (2,f(x) <a,B, = %. Vt >0, 有 
A0l1s4)) -f(x) = [ Sf(0(s,4))ds = [1 VA OGs,%)) ?ds 
> ,inf ,tl VACO(s,x)) 1 
这 就 推出 : 若 以 下 条 件 满足 : 
inf{ | VAY) |: f(y) < ol > 0， (2.6. 15) 
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则 当 : 充 分 大 时 扩 0(t,x)) > a, 因 而 必 存 在 唯一 i, e (0,% ) ,使 得 f( 0(i,.,x)) = 
a. 令 f= {f = a ,上 述 的 i 称 为 轨道 9(1,x) 到 达 “ 等 位 面 "f, 的 时 间 . 
(iv) 设 条 件 (2.6.15) 满 足 ,x e 02,f(x) < a,t, 依 上 段 , 则 i 必 连 续 地 依赖 于 
初 值 x. 事实 上 , 令 F(ti,x) = f(0(i,x)) -a, 则 Fe C*,F(t,,x) =0， 
F(t,,x) = || VA(O(#,,x)) | >0. 
于 是 由 隐 函 数 定理 推出 x 一 it 是 C” 函 数 . 
特别 地 , 取 f(x) = |x| (xeQ=X\0}), 则 VA(x) = | xl “x( 由 式 
(2.1.4))，l VfA(x) e‖ = 1(x e 0). 直接 观察 得 出 
O(t,x) = (1 +itlx|  )x, xel,—- |x| <L<o. 
Vx e 02, 当 ti 一- x 时 0(i,x) 一 0 e 9Q2. 若 0 < xl <a, 则 0(:,x) = 
t+ xj = 人 =a- x| A t,t 即 轨道 9(t,x) 到 达 球 面 x = a 的 时 间 ， 
t, 显然 是 x 的 C” 函 数 . 
若 以 函数 y(x) 取代 x(it) , 则 方程 (2. 6. 1) 推广 为 更 一 般 的 方程 
y'(x) = F(x,y(x)), (2. 6. 16) 
其 中 ,FF: 0 CXxY 一 L(X,7). 车 对 任 给 (xo,yo) e 只 ,在 xo 的 某 个 邻 域内 方 
程 (2. 6. 16) 有 唯一 解 y(x) 使 得 y(xo) = y。, 则 说 方程 (2. 6. 16) 是 完全 可 积 的 . 主 
要 基于 定理 2. 6. 1 的 以 下 结果 ,可 看 作 经 典 Frobenius 定理 的 抽象 形式 . 
定理 2.6.4 设 了 与 Y 是 实 Banach 空间 ,下 : 0CXxY->L(X,Y) 为 C'(r 宕 
1) 映射 , 则 方程 (2. 6. 16) 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 :对 任 给 (x,y) e 只, 成 立 
F(x,y)hk + (F(x,y) (F(x,y)h))k 
= F(x,yY)kh + (F(x,y) (F(x,Y)E))h, h,k eX. (2. 6. 17) 
证 任 给 方程 (2.6. 16) 的 解 y(x) ,利用 式 (2.6.16) 算出 y”“(xz)pkr 并 注意 
y (x%)hk = yY (xz) 太 (由 命题 2.1.2) ,可 验 知 条 件 (2.6. 17) 的 必要 性 . 
设 条 件 (2.6. 17) 满 足 . 取 定 (xzo,yo) e 0, 考 虑 带 “ 参 数 "h e X 的 方程 
u(t) = F(xo + th,u(t))h. (2. 6.18) 
由 定理 2.6.1, 方 程 (2.6. 18) 局 部 地 有 唯一 C' 解 w(t,h),(t,h) e 1xV,I 是 某 个 含 
0 的 开 区 间 ,V 是 的 某 个 0 邻 域 ,uw(0,h) = yo 取 6 > 0 使 1; C1, 令 y(x) = ul6， 
6 (x 一 zx0)), 则 y(') e C(U,Y),U = xo +6V 是 wo 的 邻 域 , y(xo) = u(65,0) = 
u(0,0) = yo. 任 给 he V,k e , 令 
p(t,h,k) = w(t h)k -iF(xo + th,ult,h))k, (2. 6. 19) 
则 gpg(0,h,k) = 0,p(5,5 (x -x0),k) = 6y'(x)k -6F(x,y(x) )k. 为 证 y'(x) = 
F(x,y(x))(x e 0) ,只 要 证 g(ti,h,k) = 0. 为 此 又 只 要 指出 g(i,h,k) 满足 某 个 
齐 次 线性 微分 方程 . 约定 pg = g(t,h,k) ,FF = F(xo + 雇 ,u(t,h)),F,,F, 类似 , 则 
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u(t,h)k= 9(F(xo +ith,u(t,h))h)k 
= tPF,kh + Fus(t,h)kh + Fk 
= tt Fkh +F, (Fk)h] + (Fp)h + Fk, 
= it Fhk + FF (Fh)k]| + (Fop)h + Fk, 
其 中 用 了 式 (2.6.19) 与 式 (2.6.17). 结 合式 (2.6.19) 与 上 式 得 
Pb = th)k — Fk -ithhk iF, (Fh)k = (Fp)h, 
这 正 表明 p 满足 一 个 齐 次 线性 微分 方程 . 因此 条 件 (2.6. 17) 是 充分 的 . 口 
若 取 和 = R",Y = R, 则 方程 (2.6.16) 与 式 (2.6.17) 分 别 为 


= F(x ,XX )), lsi<gn, 
Gx; idy Ox ‘0y’ 
现在 补 证 定理 2.6.1 证 明 中 提 到 的 引 理 . 
引 理 2.6.1 设 J CR 是 一 紧 区 间 ,Q2 CX,fe C'(0,X),0 e J,Ci(J,X) 依 
定理 2.6.1 之 证 , 则 
F: CJ,0) C C(ITX) EC(,X), op—f°9p 


1 <i,j<n. 


是 C 映射 . 
证 任 给 p e Ci(J,0), 有 f。 yp es C(J,X), 故 F(g) 有 定义 . 只 要 证 P(g) 存 
在 且 连 续 . 设 p,p + he Co(J,0) , 今 证 
(F'(9)h)(t) =f (9(2))h(t), tel. (2. 6. 20) 
h(t) 一 六 pi )h(i) 显然 是 线性 的 ， 
sup f(g(2))h(i) | < sup if (gC2)) | h(t) | a const lh ,, 
其 中 , 用 到 f(g(t)) 1 对 连续 ,al = ho lo 可见 大 划一 
f(g(t))h(it) 是 从 Co(J,X) 到 C(J,X) 的 有 界线 性 算 子 . 其 次 ， 
| FPCe +h) -Flog)- (f° 9p)hlo 
= sup f(g(t) + h(t)) -fot)) -fp(5))h() 1 
< sup If (g(t) + Oh(t)) -fp(t)) Nh) | = oC hl), 
其 中 用 了 中 值 定 理 与 f 的 连续 性 , 9 e [0,1]. 这 就 证 得 式 (2. 6. 20). 
其 次 证 严 (p) 在 Co(J,0) 内 连续 . 设 p,p。e C0(J,0), |p -ol 一 0, 则 
| (es) -天 (pop) = sup |F'(gp)h-F (9p)hlo 


Il1<1 


< Sup sup | (9.(2) ht) -fp(t)) hz) | 


hllosl te 


< suplf (9.(D)) -fl(9(0))N 0n > %»), 
最 后 一 步 用 到 了 连续 与 pub 坊 p(D) (te yn 一 o). 口 
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引 理 2.6.2 设 UCX 是 一 开 集 ,p e C(U,Co(J,X) )( 依 定理 2. 6. 1 证 明 中 
的 记号 ) ,0(1,x) = g(t),p, = p(*), 则 6 eC((-1,1) x U,X). 
证 不 难看 出 90 = $,,9,0(t,x)h = (p(x)h)(t)(te(-1,1),x eU,h eX). 
只 要 证 9.0 与 9.0 对 (t,x) 连续 . 取 定 ite (-1,1),x e U0, 设 i 一 1,x, 一 x*， 则 
| 0,0(t,,%,) — 9.0(1,x) | 
= D6,(t) - (2) | 
< os pli + le -8.0) | 一 on 一 oa)， 
| 9.0(t, ,x,) — 0.0(1,%x) | 
ee 


Il =1 


sup [|| 《2 Cx)h)() -Cp (x)h) (zs) 


al = 


+ | (p(x)h)(t) - (p(x)h) (2) | 


从 


< SuP | oCGx)h -op (x)hl, + sup, | (p(x)h)'(s)H 1 -tl] 
< SP lo Cx) ~- px) hl + lp Cx)hli ts -£1] 
和 ox) -p(x + ox) ii -til 0, n>%, 


可 见 9,9 与 9.0 均 连 续 ,如 所 要 证 . 口 
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与 微分 学 比较 ,积分 学 有 更 久远 的 历史 . 作为 积分 概念 原型 的 几何 求 积 问题 ， 
不 仅 植 根 于 人 类 文化 的 早期 历史 ,而 且 是 人 们 常识 的 一 部 分 . 在 Newton-Leibniz 之 
后 ,积分 学 已 经 历 了 多 次 重大 改造 ,Lebesgue 积分 的 出 现 尤其 被 看 成 里 程 碑 性 的 事 
件 . 在 某 些 方面 ,近代 积分 学 与 它 所 脱胎 而 出 的 早期 原型 的 差别 已 如 此 之 大 ,以 至 
人 们 难以 再 将 它们 等 量 齐 观 . 然而 ,这 些 发 展 只 是 改变 了 积分 的 构成 方式 与 拓展 了 其 
应 用 范围 , 却 并 未 改变 积分 的 本 质 特 征 与 基本 功能 :积分 不 过 是 一 种 求 和 与 加 总 的 工 
具 而 已 , 它 作为 一 种 整体 性 的 分 析 工 具 , 与 处 理 局 部 问题 的 微分 恰 相对 应 . 积分 学 的 
近代 发 展 在 很 大 的 程度 上 是 不 断 将 各 种 复杂 对 象 的 综合 与 汇总 问题 纳入 到 它 的 范围 
之 内 ,而 其 构成 方法 则 因 测 度 论 的 出 现 而 得 到 根本 改造 . 而 且 , 在 近代 积分 学 的 理论 
框架 下 ,积分 与 级 数 、 积 分 与 测度 等 之 间 的 界线 日 益 消失 ,乃至 融 为 一 体 . 

为 了 将 高 度 发 展 而 异常 丰富 的 近代 积分 学 理 出 一 个 头绪 ,本 章 依 积 分 对 象 的 
逐步 改变 为 顺序 , 依次 考虑 数值 函数 的 积分 .向 量 值 函 数 的 积分 及 函数 对 的 
Stieltjes 积分 ,而 构成 积分 所 依赖 的 测度 则 由 正 测度 进 至 向 量 值 测度 、 正 则 测度 、 
Lebesgue 测度 及 Lebesgue-Stieltjes 测度 . 这 两 条 线索 平行 展开 而 又 互相 交叉 ,不 能 
不 呈现 出 颇 为 纷繁 的 面貌 . 

本 章 总 以 2 记 某 个 完备 测度 空间 ,以 E 记 某 个 (K 上 的 ) Banach 空间 . 对 于 瑟 
值 函数 f(x) ,约定 以 1 f1 记 其 “绝对 值 函数 ”| f(x) |. 


3.1 正 测度 与 积分 


Lebesgue 通过 创立 他 的 测度 理论 而 疯 立 一 种 新 的 积分 ,由 此 开启 了 积分 学 的 
一 系列 重大 改造 0. 直接 从 长 度 、 面 积 等 几何 求 积 概念 发 展 出 来 的 正 测度 ,首先 成 
为 定义 积分 的 工具 . 实 或 复 函 数 关 于 正 测度 的 积分 理论 今天 已 如 此 成 熟 ,已 成 为 大 
学 实 分 析 课 程 的 标准 内 容 , 也 成 为 许多 相关 领域 的 标准 语言 , 它 的 基本 内 容 实 际 上 
是 比较 简单 的 ,我们 用 一 节 的 篇 幅 加 以 概括 ,以 作为 本 章 的 一 个 开头 . 但 应 强调 ,本 


Q@ Lebesgue 关于 他 的 积分 论 的 经 典 论文 的 发 表 (1902 年 ) ,被 公认 为 是 现代 测度 与 积分 论 诞生 的 标志 . 
其 后 数 十 年 ,Lebesgue 本 人 及 许多 杰出 数学 家 致力 于 发 展 与 扩充 Lebesgue 理论 . Radon 与 Fréchet 在 1910 ~ 
1920 年 的 工作 对 于 抽象 测度 与 积分 论 的 形成 起 了 决定 性 作用 . 至 20 世纪 50 年 代 , 现 代 形式 下 的 测度 与 积分 
论 已 大 体 成 形 . 


. 110 . 第 3 章 测度 与 积分 


节 的 基本 思想 实际 上 也 支配 了 积分 学 的 进一步 发 展 ,因而 这 些 思想 后 面 将 在 不 同 
的 形式 下 反复 运用 ,这 就 必要 从 一 开始 就 给 予 足够 注意 并 理 出 清晰 头绪 . 

首先 概述 测度 与 可 测 函 数 的 概念 与 相关 用 语 . 

定义 3.1.1 给 定 非 空 集 Q 与 集 族 .名 C 22. 若 .名 满足 条 件 

(M ) .名 对 可 数 并 运算 与 补 运算 封闭 ,O e .有 %， 

则 称 .名 是 Q 上 的 一 个 rr 代数 ,而 称 (02,. 多 ) 为 一 个 可 测 空间 , 称 每 个 4 e . 交 为 . 允 
可 测 集 或 简称 可 测 集 . 若 14,} C .如 是 互 不 相交 集 的 可 数 族 , 则 称 4 = U 4, 或 14;| 
为 4 的 一 个 分 解 0. 若 一 函数 凡 : .多 一 [0,o ]( = R,U {%|) 满足 条 件 

(M,) 18 = 0, 当 4 =U 4 是 一 分 解 时 人 4 过 2 LA4i， 

则 称 为 (0Q,.%) 上 的 一 个 正 测度 ,简称 为 测度 , 称 (2,. 多 几 ) 或 0 为 一 个 测度 空 
间 . 若 4 e .如 可 表 为 4 = U hn 4, < ww ( Yn e N) , 则 说 4 关于 j 有 oc 有 限 测度 ; 
当 Q 有 co 有限 测度 时 称 4 为 oc 有限 测度 ; 当 jQ2 < % 时 称 4 为 有 限 测度 ; 当 j.02 = 
1 时 称 为 概率 测度 . 若 测度 j 满足 条 件 

(Mi)4=0 一 2 CcC.%, 

则 称 为 完备 测度 ,而 称 (02,. 吕 ,u) 或 人 2 为 完备 测度 空间 . 

说 到 测度 时 ,可 能 只 联想 到 Lebesgue 测度 , 至 多 加 上 几 个 似乎 无 足 轻 重 的 例 
外 . 这 是 来 自 某 些 实 分 析 教 科 书 的 一 种 错觉 . 不 过 ,暂时 还 缺乏 足够 多 的 例子 来 消 
除 这 一 错觉 . 但 以 下 例子 也 能 说 明 一 些 问题 . 

例 3.1.1 (i) 计数 测度 . 设 人 2 是 任 一 非 空 集 ,如 = 22. 任 给 4 e .%, 定 义 u 4 
为 4 所 含 元 素 之 个 数 , 当 4 为 无 限 集 时 令 叉 4 = wm. 则 显然 条 件 (M; ) ~ (Ms) 满 足 ， 
因而 是 一 个 完备 测度 , 称 它 为 Q 上 的 计数 测度 . 计数 测度 似乎 平凡 得 不 足 道 ,但 
它 是 最 重要 的 测度 之 一 . 

(ii) Dirac 测度 . 仍 设 2,. 如 如 (i) , 取 定 a e 人 2, 任 给 4 e .各 ,定义 5.(04) = 
&4(a) ,&4 记 4 的 特征 函数 . 则 6, 是 一 个 完备 概率 测度 , 称 为 点 a 处 的 Dirac 测度 . 
Dirac 测度 已 简单 得 不 消 作 任何 解释 ,但 在 近代 分 析 中 的 重要 性 却 不 能 低估 . 后 面 
将 不 断 提 到 它 . 直观 上 ,可 想象 5, 是 集中 于 点 a 的 一 个 单位 质量 . 

(证 ) Lebesgue 测度 . 在 R* 上 存在 唯一 完备 测度 m, 它 使 任何 开 集 可 测 , 且 使 
任何 n 维 方 体 的 测度 即 其 维 体积 . 称 m 为 n 维 Lebesgue 测度 或 就 称 为 Lebesgue 
测度 . 在 3.6 节 中 将 稍 详细 地 谈 到 它 . 

(iv) 概率 空间 . 若 P 是 (02,.%) 上 的 一 个 概率 测度 , 则 称 (02,.%,P) 为 一 个 概 
率 空间 . 概率 空间 的 研究 必然 要 联系 到 它 的 直观 背景 , 且 受 到 随机 现象 内 在 规则 性 
的 启示 . 但 从 逻辑 上 看 ,除了 P(0) = 1 这 一 特殊 要 求 外 ,概率 测度 并 不 具有 不 同 


@ 此 术语 虽 不 完全 通行 ,但 也 见于 某 些 文献 ,如 (Rudin, 1987). 鉴于 它 确 能 明显 地 简化 许多 定义 与 命 
题 的 表述 ,本 书 将 适当 地 采用 它 , 但 主要 限于 本 章 . 
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于 其 他 测度 的 特殊 性 质 . 也 不 要 以 为 “P(4) 表示 4 的 概率 ”是 一 个 特殊 性 质 , 它 只 
不 过 是 一 种 解释 (尽管 是 一 种 重要 的 解释 ) 而 已 ,在 逻辑 上 并 无 任何 独立 于 测度 论 
公理 之 外 的 意义 . 
(v) 导出 测度 . 设 (02,.%,u) 是 任 一 测度 空间 ,6 关 Me . 抬 令 
By = {1A: ACMEHAe A), pn(A) =p(A), A e Bn, 


则 易 验 证 (M,.%Bw ,un) 是 一 测度 空间 , 称 jww 为 凡 在 履 上 的 导出 测度 ,或 说 uw 是 
在 M 上 的 限制 ,也 记 作 1 M. 当 不 必 严 加 区 分 时 可 将 wx 就 写作 几 

任 给 非 空 集 2 及 非 空 的 .名 C 2”, 必 存在 包含 .如 的 最 小 o 代数 . 罗 , 它 就 是 人 2 上 
所 有 包含 .名 的 e 代数 的 交 , 称 为 由 .有 如 生成 的 o 代数 . 知 (2,r) 是 一 个 拓扑 空间 ， 
多 是 由 7 生成 的 o 代 数 , 则 称 .2 为 中 的 Borel 集 族 ,其 中 的 集 称 为 Borel 集 . .多 包 
含 了 Q2 中 的 所 有 开 集 、 闭 集 、G6, 集 与 集 等 . 阁 人 2 上 的 测度 jw 在 Borel 集 族 . 罗 上 有 
定义 且 使 紧 集 有 有 限 测度 , 则 称 风 为 Borel 测度 . Lebesgue 测度 就 是 一 个 Borel 测 
度 . 当 涉 及 拓扑 空间 上 的 测度 且 希 望 与 拓扑 结构 有 一 定 关联 时 ,总 是 考虑 Borel 测 
度 . 对 于 Borel 测度 的 深入 讨论 将 在 3.4 节 中 进行 . 

再 回 到 一 般 的 测度 空间 (人 2,.%,n). 下 面 的 命题 汇集 了 由 条 件 (Mi) 与 (M,) 
推出 的 一 些 简单 结论 ,其 证 明 是 平 几 的 . 

命题 3.1.1 设 (Q2,.%,n) 是 一 测度 空间 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) .如 对 可 数 并 、 可 数 交 与 差 运算 封闭 ，; 

(ii) 单调 性 : 若 4,B e .%B,A CB, 则 JjA jnB 且 当 wA <% 时 有 

nu(B\A) =pyB -nd; 


(这 ) 次 可 加 性 : 任 给 可 数 族 14;} C .%, 有 (U4) < Bnd; 

(iv) 下 连续 性 : 若 14,} C .如 为 升 列 , 则 人 4, 一 (UU 4,); 

(v) 上 连续 性 : 若 {4,} C .如 为 降 列 , .41 < %, 则 .4, 一 (站 4,). 

定义 3.1.1 并 未 赋予 测度 4 任何 具体 含义 ,更 不 必 说 给 予 它 “面积 ”一 类 的 
直观 意义 . 在 逻辑 上 ,除了 满足 定义 3. 1. 1 中 那些 条 件 之 外 , 1. 4 什么 也 不 是 , 唯 有 
如 此 , 才 留 下 了 作 最 广泛 应 用 的 可 能 性 ,不致 为 任何 特殊 的 解释 所 束缚 . 这 正 是 抽 
象 测度 的 优点 . 另 一 方面 ,缺乏 一 种 具体 解释 的 支撑 , 亦 成 为 认 知 上 的 障碍 . 为 克服 
这 一 缺点 ,不妨 持 一 种 宽泛 的 理解 , 即 总 将 几 4 看 成 对 4 的 某 种 量度 ,关于 4 的 “ 容 
量 ”“ 大 小 ”的 某 种 量化 指标 . 

上 述 观点 对 于 以 下 特殊 情况 最 能 凸显 其 意义 : 设 4 e . 允 , 那 么 正 是 六 4 与 4 
的 比较 定量 地 界定 了 4 与 4* 的 差别 . 若 A > 0 而 4" = 0, 则 不 妨 认为 4 可 忽略 
不 计 , 而 4 则 几乎 占据 了 整个 Q 这 一 理解 导致 一 套 流 行 的 术语 : 当 凡 4 = 0 时 称 4 
为 零 集 或 几 零 集 ; 若 4 = {x e 2: x 满足 Pl ,已 是 某 个 命题 或 条 件 , 则 当 Aw4' = 0 
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时 说 P 在 Q 上 几乎 处 处 成 立 ?, 写 作 P,a. e. 或 P,n -a.e.. 例如 ,车头 0| =0, 则 
说 f 在 Q 上 几乎 处 处 等 于 零 ,写作 f = 0,a.e. 或 = 0,n -a.e.. 关于 “几乎 处 处 ”的 
这 一 套用 语 与 记号 不 仅 简化 了 相关 命题 的 表述 ,而 且 为 系统 地 使 用 强 有 力 的 测度 
论 方法 开辟 了 道路 . 

完备 性 并 非 处 处 需要 ,但 使 用 完备 测度 能 免 去 一 些 不 必要 的 麻烦 ,在 涉及 “a. 
e. 条 件 ” 时 尤其 如 此 . 而 且 ,假定 完备 性 无 损 于 一 般 性 ,因为 任何 测度 均 可 经 某 种 
轻微 修改 而 实现 完备 化 ,这 就 是 如 下 的 完备 化 定理 : 

定理 3.1.1 任 给 测度 空间 (0,.%,) ,yu 可 唯一 地 扩张 为 某 个 og 代数. 如 C2? 
上 的 完备 测度 元 ,使 得 对 任 给 4 e .有 %, 存 在 M,N e .%, 使 得 MCA CN 有 nu(N\M) = 
0. 如 上 的 去 称 为 凡 的 完备 化 . 

鉴于 此 ,今后 用 到 的 测度 空间 总 假定 是 完备 的 而 不 处 处 说 明 . 

为 使 测度 论 方法 可 用 于 研究 函数 ,首先 要 求 所 考虑 的 函数 在 通常 的 情况 下 总 
产生 可 测 集 . 这 似乎 是 一 含糊 的 要 求 , 但 事实 证 明 ,下 面 定义 的 可 测 函数 能 很 好 地 
满足 这 一 要 求 . 

定义 3.1.2 设 (0,.%) 是 一 个 可 测 空 间 . 若是 Q 上 的 广义 实 函 数 (“ 广 义 ” 
意味 着 容许 取 值 + w ) ,Ya e R, 有 {f < a} e .%, 则 称 f 为 人 上 的 实 可 测 函 数 ®. 
车 u,v 是 Q 上 的 有 限 的 实 可 测 函 数 , 则 称 f = wx +iv 为 Q 上 的 复 可 测 函 数 . 若是 
拓扑 空间 ,而 . 罗 是 人 2 中 的 Borel 集 族 , 则 称 (0,.2) 上 的 可 测 函数 为 Borel 可 测 函 数 . 
车 0 CR" 而 .名 是 Lebesgue 可 测 集 族 , 则 称 (2,. 多 ) 上 的 可 测 函 数 为 Lebesgue 可 
测 函 数 . 

在 本 节 中 , 实 与 复 可 测 函 数 合 称 为 可 测 函 数 . 

对 于 QQ 上 的 一 函数 f, 判 定 其 是 否 可 测 原则 上 当然 是 重要 的 ,但 实际 上 很 少 成 
为 问题 . 这 是 因为 ,少数 性 质 良 好 的 函数 很 容易 直接 判定 其 可 测 性 , 而 以 这 些 已 知 
的 可 测 函 数 为 基础 通过 适当 运算 而 得 的 可 测 函 数 ,已 能 满足 所 有 需要 . 此 处 所 称 的 
“适当 运算 ”至 少 包括 以 下 3 类 :代数 运算 、 极 限 运算 与 格 运算 . 所 谓 格 运算 就 是 取 
上 确 界 与 下 确 界 的 运算 ,在 两 个 函数 的 情形 定义 如 下 : 

| g) (x) = max {fl%) ,g(x)}, 村 下 
(Ag)(z) = mintKx),g(z)| 
显然 有 FAg =-[(-/) V (-8g)]. 其 次 可 验证 
fVe=2 "(|f-gl+ft+g), 


@ 更 妥当 的 说 法 是 : 若 4* 含 于 某 个 零 集 , 则 说 P 几乎 处 处 成 立 . 当 凡 是 完备 测度 时 ,这 两 种 说 法 不 再 有 
区 别 . 因 通 常 假定 所 用 的 测度 空间 是 完备 的 , 故 不 必 考 虑 这 种 修正 . 

@ 本 书 中 涉及 实 可 测 函 数 或 实 可 积 函 数 时 总 指 广义 实 函数 ,并 不 处 处 注 明 .运用 + 上 am 时 , 认定 土 o + 
x=+to=+to'.7yxeR0<yeR) 等 为 常识 此 外 总 约定 +m :0 = 0. 
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因此 通过 取 绝 对 值 并 用 代数 运算 , 即 可 表 出 fV g 与 1 人 g. 约定 
fFV0, f= (= 
二 者 分 别称 为 了 的 “ 正 部 "与 “ 负 部 ”( 注 意 广 = 01 ). 以 下 公式 是 常用 的 : 
f=fF-f, 11= 广 + 广 . (3. 1.2) 

人 2 上 仅 取 有 限 个 有 限 值 的 可 测 函 数 称 为 简单 函数 ,分 别 以 S(Q) 与 S* (0) 记 
人 2 上 的 简单 函数 与 非 负 简单 函数 之 全 体 . 给 定 f e 5S(Q) ,总 认定 它 已 表 成 某 个 和 式 
》 ae ,其 中 , {ej: 1<i<n| 是 人 2 的 一 个 分 解 ,a; e 不 必 互 不 相同 .下面 就 要 
指出 , 仅 以 简单 函数 作为 “基本 构件 ”, 就 足以 构成 任何 可 测 函 数 . 

定理 3.1.2 设 f 是 人 上 的 可 测 函 数 , 则 存在 序列 | 有 | CSC2) , 它 在 2 上 
点 态 收 敛 于 f 且 1 有 1<1f1l. 当 f 宇 0 时 可 要 求 {f.} C 5” (02) 且 广 对 7 单调 
增 ( 写 作 0 < fF77). 

证 因 可 用 分 解 f = Re f+i Imf 及 式 (3.1.2) ,不 妨 设 f 宇 0. 对 于 这 种 情况 ， 


所 需 的 人 可 直接 构 作 如 下 : 
bl, bl A) < Ek 1 
f(x) = En El fx) < Eh = 1,2,,10", 
7， f(x) 宇 n. 
直接 看 出 fe S (02) BAA 四 


定理 3.1.2 有 两 重 价值 . 首先 ,在 理论 上 它 完全 阐明 了 可 测 函 数 的 结构 :可 测 
函数 原来 就 是 简单 函数 列 的 极限 函数 ,或 者 说 ,可 测 函 数 类 就 是 对 极限 运算 封闭 
且 包 含 简单 函数 类 的 最 小 函数 类 . 这 样 , 初 看 起 来 似乎 直观 意义 不 明 的 可 测 函数 ， 
就 有 了 较 清晰 的 面貌. 其 次 ,在 方法 上 定理 3.1. 2 为 用 简单 函数 研究 可 测 函数 开辟 
了 道路 . 凡 对 可 测 函 数 提出 的 问题 ,可 首先 在 简单 函数 类 中 解决 (这 往往 较 容 易 ) ， 
然后 通过 一 极限 过 程 过 渡 到 一 般 可 测 函数 . 下 面 的 积分 定义 ,正好 运用 了 这 一 
思想 

积分 定义 遵循 由 特殊 到 一 般 的 几 个 递 进步 又 . 构成 积分 的 这 种 方法 在 近代 分 
析 中 是 很 典型 的 ,几乎 成 了 一 种 模式 . 

定义 3.1.3 (i) 任 给 六 = 了 at se S (0)( 记 住 le| 是 0 的 分 解 !) , 令 


| av = 5 opes; (3.1.3) 
(ii) 若是 Q 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 令 
| fa 三 sup ops (3. 1. 4) 


(ii) 车 /是 Q 上 的 实 可 测 函 数 , 则 令 
bf = bf- hf, (Gs) 
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只 要 上 式 右 端 不 出 现 % - % 的 情况 ; 

(iv) 车 f = wu + 也 是 0 上 的 复 可 测 函 数 , 则 令 

| fa = udp + if vdp., (3. 1.6) 

只 要 右 端 两 积分 均 存 在 且 有 限 

式 (3.1.3) ~(3.1.6) 中 的 [fix( 假 定 其 存在 ) 都 称 为 /在 Q 上 关于 测度 的 
积分 ,但 仅 当 此 积分 有 限时 说 /在 2 上 关于 测度 4 可 积 . 必须 强调 ,区 分 有 积分 与 可 
积 是 重要 的 . 约定 (0,p) 记 0Q 上 关于 测度 可 积 的 可 测 函 数 之 全 体 , 当 不 必 标 明 
/时 就 简写 作 二 (2) ,甚至 写作 .由 定义 3.1.3 直接 看 出 ,对 于 实 可 测 函 数 f, fe 
LL 属 广 e 司 ; 对 于 复 可 测 函 数 /=u+t+iv,feLeu,velL. 

积分 记号 | /gu 中 的 3 个 要 素 (积分 域 0, 被 积 函数 /与 测度 w) 无 疑 都 是 重要 
的 ,但 在 不 致 误解 时 也 可 使 用 简略 记号 

jx, bt 
等 . 另 一 方面 ,有 时 需 标明 积分 变量 (如 对 “ 参 变 积分 ”就 是 如 此 ) ,用 更 详细 的 
记号 
[Ka)dqe(z) 或 [frp( dx). 

若 QC R", 则 在 人 上 对 Lebesgue 测度 m 的 积分 称 为 Lebesgue 积分 . 与 此 相 区 
别 ,由 定义 3.1.3 给 出 的 关于 一 般 测度 的 积分 也 称 为 抽象 Lebesgue 积分 . 就 关于 
积分 的 一 般 理论 而 言 ,这 种 区 分 并 不 重要 ,下 面 不 妨 都 称 为 Lebesgue 积分 . 

若 /是 马上 的 可 测 函 数 ,9 关 4 < .多 , 则 /显然 亦 是 4 上 的 可 测 函 数 ( 见 例 3. 1 


1(v) ). 容易 证 明 ,只 要 积分 上 qu 有 定义 , 则 人 .au 亦 有 定义 且 成 立 


| av = | fed (3.1.7) 
将 由 积分 定义 直接 推出 的 简单 结论 汇集 在 以 下 命题 中 ,以 便 引用 . 
命题 3.1.2 设 f,g 是 人 上 的 可 测 函 数 ,a,pB 是 常数 , 则 以 下 结论 成 立 : 
(i) 可 积 性 :fe LS1f1 e L', 因 而 “ 绝对 可 积 ”一 词 失去 意义 . 若 e 书 , 则 
1 fl < o ,a.e. , 集 |f 关 0} 有 oc 有 限 测度 ; 
(ii) 忽略 零 集 : 若 f = g,a. 6. , 则 [fd = | eqw( 只 要 假定 其 中 之 一 存在 ) ,fe 
Logel; 


(ii) 线性 性 : (of + Bg) dy = e fap + Bg 由 ,只 要 右 端 有 意义 ; 
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(iv) 完全 可 加 性 : | /au = 避 [fay, 只 要 左 端 积分 存在 且 |4| 是 4 的 一 个 分 
解 ; 
(v) 单调 性 :了 < g 一 | fax < |gd, 假 定 这 些 积分 存在 . 若 f e 三 , 则 
fal< if i (3. 1.8) 


(vi) 积分 为 零 的 条 件 : 设 f 二 0, 则 [fay =0Of=0,a.e.; 
(vii) 绝对 连续 性 :车 fe 过 , 则 


dim If du = 0; (3. 1.9) 
(viii) 积分 定义 测度 : 蔡 f 三 0, 令 
vA = [fay, Ae.%, (3. 1. 10) 


则 bz 是 (02,. 有 如 ) 上 的 一 个 正 测度 , wh = 0 = v4 = 0. 

其 中 一 部 分 结论 (如 (这 ) ,(v) ) 比较 平凡 ,似乎 是 任何 积分 都 应 满足 的 普 
遍 性 质 , 但 其 他 一 些 结论 则 不 那么 自明 ,与 Riemann 积分 比较 尤 显 惊人 ,这 些 
都 显示 出 Lebesgue 积分 的 好 处 . 结论 (ii) 表明 Lebesgue 积分 竞 如 此 “粗略 ”， 
有 关 命 题 所 需 条 件 只 要 a. e. 满足 就 够 了 . 结论 (vi) 推 出 : 若 f,g e L ,A e .有 %， 


在 4 上 /< g, 则 | fd < | edu, 除 非 A4 = 0. 结论 (viii) 表 明 , 可 将 命题 3.1.1 


所 描述 的 测度 性 质 ( 如 连续 性 ) 直接 用 于 式 (3.1. 10) 右 端的 积分 . 
任 给 fe ,由 命题 3.1.2(i) 有 1fleL, 故 


IANA < oo. (3.1.11) 


以 fl 为 范 数 ,L (02,p) 是 一 个 Banach 空间 ,其 中 , 范 数 收敛 称 为 平均 收敛 . 这 
些 事实 在 3.5 节 中 将 作 更 一 般 的 考虑 ,因而 此 处 无 需 单独 处 理 . 提前 使 用 某 些 术 
语 、 记 号 与 个 别 结论 ,只 是 为 了 表述 某 些 内 容 的 方便 上 且 绝 无 逻辑 循环 之 嫌 . 

本 节 关 注 的 重点 是 关于 积分 的 几 个 基本 定理 ,它们 涉及 积分 与 极限 及 积分 与 
积分 互 换 的 条 件 . 这 些 问 题 在 微 积 分 学 中 也 是 基本 的 ,但 缺少 令 人 满意 的 结果 . 而 
Lebesgue 积分 对 此 作 了 重大 改进 ,因而 确立 了 其 优势 . 为 表述 这 些 结果 ,首先 作 点 
准备 . 设 f,f,(n e N) 是 人 上 的 可 测 函 数 ,约定 

太一 /ae Onlf,. A =0, 
fA—/feonllf.-flze) 0(n—%,Ve >0). 
对 于 以 上 两 种 情况 ,分 别 说 {f} 几乎 处 处 收敛 于 f 与 依 测度 收敛 于 f 为 使 测度 收 
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敛 的 定义 可 行 ,要 求 凡 与 /在 Q 上 几乎 处 处 有 限 . 以 上 两 种 收敛 的 关系 如 何 ?下 面 的 
定理 作 了 解答 . 

定理 3.1.3 设 /f,(n e N) 是 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 

Qi) 车 &0 < wf 一 fa.e. , 则 放心 及 

(ii) 若 广 作 记 则 羽 上 有 子 列 几乎 处 处 收敛 于 大 

证 令 4 = 1 万 -AI> 1 , 则 易 看 出 已 AH = UU lim 4 

(GD 由 plA AH = 0, p02 < % 与 命题 3.1.1(v) 推 出 

limp( U 4) =0, VreN. 


这 又 推出 jh4,, 一 0(n 一 % ,r e N) ,因此 f. 一 > 了 
(ii) 由 f， -入 f 有 4,, 一 0(n 一 % ,r e N) ,因此 可 取出 指标 n， < mm < … 
使 得 A, < 2*(k e N). 于 是 
ptf AH = Vip ds) = limp lim Ah ] 


< tim hy) < 如 Ze = 0 

这 表明 ， —f,a.e.. 口 

取 扩 三 Etro,n] , 则 在 R， 上 f. 一 1( 处 处 收敛 ). 但 ml | 大 -1 = 1} 二 0 ( Yne 
N) .可见 定 理 3.1.3(i) 之 条 件 . 人 2 < % 是 要 紧 的 . 其 次 令 f， = & ,6, 依次 取 为 

56, = [0,1/2], 6, = [1/2,1], 6; = [0,1/3], 6 = [1/3,2/3], 

6, = [2/3,1], 5 = [0,1/4], 

则 显然 在 [0,1] 上 f. 一 0. 但 Vx e [0,1],f,(x) 0. 这 表明 和 定理 3.1.3(ii) 不 
能 加 强 为 “f. 一 > 一 上 一 /ae.”. 

以 下 就 是 本 节 的 中 心 结果 , 它 通常 被 称 为 积分 收敛 定理 . 

定理 3.1.4 设 F(n e N) 是 人 上 的 可 测 函 数 . 

(i) Levi 定理 : 若 0 < fAf( 或 ff,f, <g& eL), 则 

hf = limh, fedps 

(iD Fatou 定理 : 若 大 > 0( Vn s N), 则 | limfdy < lim| qu; 

(让 ) Lebesgue 控制 收敛 定理 : 若 i1f1<g e DD, 一 f, a.e. 或 f 一 了 f, 则 
fe DL, lf -fli 一 0, 因 而 [ Ad = | fay 


证 (i) 只 需 对 于 0 < 所 7 证 [fey < lim| Au, 为 此 又 只 要 证 : 任 给 B e 
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(0,1) >p e S (0) ,有 [ppdx < lim| f.d. 这 由 以 下 推理 得 出 : 
Jeew= 由 Sp = lim | pei < limh fd 


{Bp <A 
其 中 , 用 到 = 6 jd e .6) 是 一 测度 ,而 集 {B p < 帮 | 对 =” 上升 
(ii) 利用 已 证 的 (i) ， 
[m= | nif = lin fi 


< smi fe = sol fo 


(证 ) 首先 设 f. 一 f,a.e. , 则 1 fl < g,a.e. ,因此 feL 且 1f., -fl <2g,a.e.. 
于 是 由 已 证 的 (ii) 有 


21g = 人 lim[2g -1/, -fl ld 
< lm| [2g -1A -fl dy 
=21el: -limlA -AI， 
这 推出 | -fl 一 0(n 一 «). 其 次 设 太 与 /车 1 7 -fl 为 0, 则 有 s > 0 与 
[| 的 子 列 1/,| ,使 得 ‖ -让 > e 显然 亦 有 及 名 于 是 由 定理 3.1.3(ii) 有 
[| 的 子 列 {f,| ,使 得 /一 f,a. e.. 于 是 由 已 证 结论 有 1 -fl 一 0, 这 与 
|/ -> e 相 矛 盾 . 因此 必 有 1.A -fl 一 0. 国 
注意 ,对 于 Levi 定理 并 未 假定 上 e (当然 也 未 必 f e 书 ). 如 果 对 某 个 n 有 
| fd = = , 则 自动 地 认为 | fap 一 fa = = 


定理 3.1.4 的 以 下 推论 是 常用 的 : 
推论 3.1.1 设 f(n e N) 是 Q 上 的 可 测 函 数 . 


(i) 车 上 > 0 e N), 则 [Bfdp = 二 | fd; 

(i) 车 /> 0 六 一 Pae Au < 0, 则 fd < Ci 

(十 ) 车 4 0 < m ,1 大 1< const, 庆 生产 则 1 大 -7 一 0 

(im) 若 并 1 <o, 则 | 袜 Adan = 也 | fd 
其 中 , 结论 (i) 与 (i) 分 别 由 Levi 定理 与 Fatou 定理 推出 , 结论 (省 ) 与 (iv) 由 控制 
收 伍 定 理 推出 . 以 证 (iv) 为 例 , 令 F，= 如 /FP = 马 扩 由 结论 (D) 有 
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LEifldgm= Dll <a， 
这 表明 g 人 》1f.1e L. 于 是 由 命题 3.1.2(i) 有 g < % ,a.e. ,这 推出 》/ 几乎 
处 处 收敛 , 即 F, 一 了 ,a.e.. 因 | F 1g, 故 可 应 用 控制 收敛 定理 得 出 


bh Ef | lim Fd = lim[ Fdu = > | fap 
在 推论 3.1.1(i) 中 ,并 未 假设 > 太 S35 fa 收敛 , 亦 未 假定 F < ,因此 


可 能 出 现 这 样 的 情况 : 非 负 项 的 无 穷 和 中 某 项 取 m ,此 时 总 认定 该 和 就 是 %. 今后 
在 类 似 情况 下 都 作 此 理解 .将 推论 3.1.1 中 的 结论 (i) 与 (iv) 概 括 起 来 可 以 说 ,只 
要 /. 宇 0(n e N) 或者》 中 f; 上 < % ,对 级 数 》f 即 可 逐 项 积分 . 这 与 基于 一 臻 
收敛 性 的 类 似 结论 比较 ,无疑 是 更 方便 的 . 

车 (02,. 如 ,4) 与 ( 卫 , 罗 ,>) 是 两 个 oo 有 限 测度 空间 , 则 可 依 自然 的 方式 构成 积 
测度 空间 (2 x 也, 多 xv) ,其 中 , 乡 是 0x 古 上 由 “可 测 和 矩形 ” 族 |4 xB: 4 e .有 %， 
B e . 作 生成 的 er 代数 , 积 测度 jw xv 是 多 上 的 oc 有 限 测度 , 它 唯一 地 决定 于 

(pxv)(AxB) =nuA4:vB, A e .%,B e.g$BZ (3. 1. 12) 
利用 积 测度 ,可 表述 如 下 的 Fubini 定理 : 

定理 3.1.5 设 (02,.%,) 与 ( 卫 ,. 罗 ,>) 是 两 个 oo 有 限 测度 空间 ,f 是 积 测度 空 
间 0 x 古 上 的 可 测 函 数 , 则 当 f 宇 0 或 fe L (0 x 丁 ) 时 成 立 


上 au xz = [au(z)| xy)dz(y) 


favCy) {flrs7) dp x). (3. 1. 13) 


对 于 式 (3.1. 13) 自然 应 作 如 下 理解 :两 个 累 次 积分 的 内 层 积分 几乎 处 处 存在 且 定 
义 出 一 个 0 或 上 的 可 测 函 数 . 

Fubini 定理 的 证 明 较 长 ,但 是 标准 的 ,可 见于 一 般 实 分 析 著 作 . 

下 面 通过 考虑 一 些 特殊 情况 来 说 明 本 节 结 果 的 应 用 . 

例 3.1.2 (i) 设 Q 是 任 一 无 限 集 ,x 是 02 上 的 计数 测度 . 2 上 的 任何 实 或 复 函 
数 都 是 凡 可 测 的 . 约定 (0Q) = LD (02,nw). 车 f e 1 (2), 则 由 命题 3.1.2(i) 推 出 : 
f 必 为 有 限 函 数 , 且 {f 关 0} 有 ez 有 限 计数 测度 ,这 相当 于 {f 关 01} 是 一 可 数 集 . 
设 {f 关 0} = {x,| , 则 由 完全 可 加 性 有 


= fe = Thi = TA). 
因 和 式 避 f(%,) 应 与 项 的 排列 无 关 , 它 必须 是 绝对 收敛 的 . 这 就 得 出 
1(0) = {f:f 是 上 的 有 限 函 数 , 除 至 多 可 数 个 
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点 外 f(x) =0 且 > 1f(x)1 < %|， (3.1.14) 
[fa = 过 Ka)， f el(0), (3. 1.15) 


和 式 2 1 用 %x) | 与 宛 f(%x) 实际 上 是 绝对 收敛 的 无 穷 级 数 ,其 意义 是 确定 的 . 
(ii) 特别 取 j 为 N 上 的 计数 测度 , 则 jy x 就 是 N x N 上 的 计数 测度 . 设 = 
A(N). 任 给 序列 和 x,| C 区 , 则 当 x, = 0(n es N) 或 (x,) eV 时 有 


[ x(n) dp 号 pa Xx(n) = x,, 
且 当 (x,) e 忆 时 上 式 右 端 级 数 绝对 收敛 . 任 给 二 重 序列 {x,,| C 区, 由 Fubini 定理 
得 出 若 x;, 宇 0 或 》1xl<%, 则 


以 上 所 述 表 明 , 求 和 问题 已 纳入 积分 论 的 统一 框架 之 内 ,这 无 疑 是 Lebesgue 
积分 的 一 大 优势 . 

(让 ) 设 广 依 推论 3.1.1(iv), F(x,n) = f(x) ,v 记 N 上 的 计数 测度 , 则 FF e 
L (0 xN,u xv). 于 是 由 Fubini 定理 推出 


hE bap) | F(x,n) dv(n) 
= [dvCn) F(x,n) dp(x) = 5 fa 
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由 3.1 节 所 概述 的 积分 论 固然 已 具 相 当 的 一 般 性 ,但 仍 只 是 充分 发 展 的 近代 
积分 理论 的 初 阶 , 它 大 体 上 完成 于 20 世纪 30 年 代 , 并 以 充分 标准 的 形式 进入 各 种 
实 分 析 的 教材 . 本 章 所 定 的 目标 自然 要 更 远大 一 些 . 从 本 节 开 始 ,就 要 朝 各 个 方向 
推广 经 典 的 积分 论 . 在 走出 第 一 步 之 前 ,不 妨 作 点 一 般 考虑 . 在 3.1 节 中 看 到 ,积分 
依赖 于 两 大 要 素 : 测 度 空间 (02,x) 与 被 积 函数 / 在 定义 3.1.1 中 主要 由 公理 
(Mi) ~ (M2: ) 界 定 的 测度 空间 概念 实际 上 过 于 单纯 了 , 它 并 不 足以 支撑 一 个 充分 
精细 的 积分 论 ,因而 有 必要 作 各 种 拓 广 与 细 化 , 朝 这 一 方向 的 每 个 步骤 都 引出 积分 
理论 的 扩展 或 深化 . 另 一 方面 ,被 积 函 数 类 亦 可 以 扩大 . 在 这 一 方向 选择 的 余地 似 
乎 小 一 些 . 从 实 或 复 可 测 函 数 扩展 到 无 限 维 向 量 值 函 数 ,已 能 满足 主要 的 需要 . 这 
一 步 跨越 本 节 即 可 完成 . 本 节 的 任务 简单 地 说 就 是 :给 定 完备 测度 空间 (02,.%,) 
与 K 上 的 Banach 空间 E ,定义 函数 f: 2 一 EE 的 可 测 性 、 可 积 性 及 其 积分 ,并 建立 积 
分 的 各 种 性 质 . 在 这 样 做 时 , 既 要 充分 借鉴 上 节 所 循 的 思路 ,也 要 充分 利用 上 节 的 
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现成 结论 

定义 3.2.1 设 f: 0 一 EF. 

(i) 车 几 .0) = {ai| 是 可 数 (或 有 限 ) 集 且 每 个 |f = wj| < -G, 则 称 / 为 可 数值 
本 数 (或 简单 函数 ) 

(ii) 车 存在 可 数值 函数 序列 和/.1 ,使 得 .一 f,a.e. , 则 称 / 为 可 测 函 数 ， 

(Gi) 若 Vp e E* ,p。f 是 K 值 可 测 函数 , 则 称 /为 弱 可 测 函 数 ， 

与 定理 3.1.2 对 照 起 来 看 ,在 向 量 值 可 测 函 数 定义 中 ,似乎 以 简单 函数 取代 可 
数值 函数 更 为 自然 一些 著 作 (如 ( 俞 镭 泰 , 1992) ) 就 是 这 样 做 的 . 一 个 细致 的 分 
析 可 以 指明 , 当 测度 有 限时 两 种 选择 等 价 ( 见 推论 3.2.1( 壤 )). 如 同 在 3.1 节 中 
对 简单 函数 所 约定 的 ,对 于 可 数值 函数 f: 0 一 E 总 使 用 记号 f = 2 a:é。, 此 处 {el 
是 也 的 一 个 分 解 ,ai| CE 是 一 可 数 集 ,a 不 必 互 异 此 外 ,对 任何 f: 2 一 ,约定 
以 1f1 记 “ 绝 对 值 函数 ” 1/(x) ‖ ,此 记号 今后 将 一 直 保持 有 效 

定义 3.2.1 中 对 于 可 测 与 弱 可 测 函 数 的 界定 ,开启 了 一 个 颇具 一 般 性 的 处 理 
模式 :在 将 某 类 数值 函数 (如 连续 函数 、 可 测 函数 .有 界 变 差 函数 、 解 析 函 数 等 ) 扒 
广 于 Banach 空间 值 函 数 时 常 得 到 强 弱 两 种 形式 , 弱 形 式 借助 于 有 界线 性 泛 本 定 
义 .在 这 样 做 时 ,人 们 高 度 关注 的 问题 是 ; 两 种 形式 是 否 等 价 ” 倘 若 等 价 自然 是 最 
理想 的 (对 于 解析 函数 将 看 到 这 一 结果 ). 在 不 等 价 的 情况 下 ,我 们 仍然 关注 :附加 
什么 条 件 能 使 能 形式 等 价 于 强 形 式 ? 就 可 测 性 而 言 ,如 下 定理 解决 了 这 一 问题 

定理 3.2.1(Petis) 设 广 2 一 忆 , 则 /可 测 所 / 弱 可 测 且 几乎 可 分 值 ,后 者 意 
味 着 存在 零 集 4 C 2, 使 得 (A*) 是 可 分 的 . 特别 地 , 若 E 本 身 是 可 分 空间 (包括 dim 
E < % 的 情况 ) , 则 /可 测 了 弱 可 测 

证 首先 设 /可 测 . 取 可 数值 函数 到 1/,1 ,使 得 /, 一 f,a.e. , 则 Ye eX" ,有 
po 一 pofya.e. ,从 而 pg。7 Ye e EE ) 可 测 , 故 / 弱 可 测 . 令 4 = [fzY| , 则 /4) 
含 于 U 太 (D) , 后 者 显然 是 可 分 的 ,这 表明 /几乎 可 分 值 

反之 , 设 / 弱 可 测 且 几乎 可 分 值 .不妨 设 已 本 身 可 分 ,因而 有 一 可 数 稳 集 |oi|. 
$B =f" Bylo) sen = Bui\ U Bj(n,i e N,Bo = 的 , 则 

1 = = U eni, neN 
且 [es i e N} 是 互 不 相交 族 . 令 A = 避 aé,,, 则 直接 看 出 1 了 -AI < 1/n, 因 而 
大 二 tn 一 am ). 为 说 明太 是 可 数值 函数 ,只 要 说 明 B,; 可 测 . 注意 到 
J 


只 要 说 明 实 函 数 1 f- a1 可 测 . 因 EE 可 分 ,由 定理 1.6.8(i) 有 序列 {9,} CE* ,使 
得 |y| = sup1 pi(7) 1 (Vy e E). 于 是 
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上 Kx) -aill = supl pi(f(x) -0)1, xen. 

由 f 弱 可 测 推 出 g;。(f - a,) 可 测 , 因 而 1f- al 可 测 , 如 所 要 证 . 口 

定理 3.2.1 实际 上 蕴涵 了 比 初 看 起 来 更 多 的 信息 . 

推论 3.2.1 可 测 函 数 f: 2 一 正 有 以 下 性 质 : 

(i) 1 是 非 负 可 测 函 数 ; 

(ii) 存在 可 数值 函数 列 |f.| 与 零 集 4, 使 在 4 上 大 学 广 

( 道 ) Vp > 1 ,存在 可 数值 函数 列 {g。} ,使 得 g, 一 f,a.e. 且 1 g,1 志 plf1, 当 
信人 2 < om 时 可 要 求 g, 是 简单 函数 ; 

(iv) 车 p。f =0,a.e.(VopeE'*), 则 f = 0,a.e.. 

证 结论 (i) 与 (E) 直接 从 定理 3.2.1 的 证 明 看 出 . 

(证) 设 {fh.1 如 结论 (ii) , 令 

fx), fx) splAx) |, 
g,(%) = | 
0， 否则 . 

直接 看 出 g, 是 可 数值 函数 且 g, 一 fa.e.,1 g,1<plfl. 

设 凡 0 < o , 今 将 g, 改造 为 简单 函数 . 设 g, = 2 awt。,, [en:ie NI 是 0 的 


一 个 分 解 . Vn 所 N, 取 , E N ,使 4， 二 e,; 满足 HU4， < 2 “. 令 人 到 2 ai ， 
da i<kn 


则 ,是 简单 函数 ,| h,1<1 g,1<plfl. 令 4 = lim4,, 则 4 = 0, 在 4 上 hh 一 
f,a.e. ,因而 在 Q2 上 一方 ae.， 

(iv) 不 妨 设 E 可 分 , 取 | gp;| 如 定理 3.2.1 之 证 , 则 

Kx) | = sup| pi(f(x))1 = 0,a.e.. 口 

定理 3.2. 1 使 得 可 测 函 数 的 判定 变 得 较 容易 些 , 以 下 结论 颇 能 说 明 问 题 . 

推论 3.2.2 (i) 若 f: 0 一 5 与 g: 0 一 K 是 可 测 函 数 , 则 jg 为 可 测 函数 ; 

(ii) 若 上 :0 一 En e N) 是 可 测 函 数 ,f, 一 f,a.e. 或 f/f， 一 >f (后 者 界定 
为 1 -fl 一 0), 则 f 是 可 测 函 数 ; 

(证 ) 车 0 是 拓扑 空间 ,凡是 人 上 的 Borel 测度, fe C(02,E),Q2 或 E 可 分 , 则 f 
是 可 测 函数 . 

只 要 说 明 f (对 于 (i) 是 fg ) 弱 可 测 且 几乎 可 分 值 ,而 这 是 容易 的 . 

现在 转向 考虑 积分 , 它 的 引进 颇 类 似 于 定义 3.1.3, 也 循 从 特殊 到 一 般 的 
几 个 递 进步 又 . 首先 引入 一 个 记号 . 任 给 可 测 函 数 f 2 一 EF, 因 | fi 必 可 测 ( 由 
推论 3.2.1(i) ) , 故 总 可 写 出 (形式 上 与 式 (3.1.11) 无 异 ) 


I = 人 AI 和 (3.2.1) 
定义 3.2.2 设 f: 0 一 下 是 可 测 函 数 . 
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(i) 若 = ai#。 是 可 数值 函数 , | /< % (n 一 %), 则 令 


| an = 5 ape; (3.2.2) 


(ii) 若 存 在 可 数值 函数 列 1 ,使 得 f. 一 f,a.e. ,fl < % ,1h -fl 一 
0(n 一 % ), 则 令 


| ju = lim 上 fd (3. 2. 3) 


在 以 上 两 种 情况 下 , 称 所 定义 的 | fd 为 /关于 测度 的 Bochner 积分 ,并 说 / 
是 Bochner 可 积 的. 不 过 ,为 简便 起 见 , 今 后 将 省 去 积分 前 置 的 Bochner 一 词 
定义 3.2.2 的 合理 性 尚 需 一 些 说 明 . 首先 ,由 忆 ailpe= Il <a 


推出 式 (3.2.2) 右 端 级 数 绝对 收敛 ,因而 | /av s 已 是 确定 的 . 其 次 ,车 | 大 | 如 定义 
3.2.2(i) , 则 当 m,n 一 % 时 , 有 


| hf -hf | < fs -AI + 1A -AI 一 0 


因 上 述 不 等 式 右 端 只 涉及 非 负 可 测 函 数 的 积分 ,以 上 论证 的 合理 性 不 成 问题 . 因 
此 , 式 (3.2.3) 右 端 极 限 必 存在 类 似 地 可 说 明 式 (3.2.3) 中 的 极限 与 |f.| 的 选择 


无 关 . 因此 积分 | Ja 唯一 确定 . 而 这 也 就 说 明了 ,对 于 可 积 的 可 数值 函数 /, 由 定 


义 3.2.2 中 (i) 与 (ii) 两 步 定 义 的 积分 是 一 致 的 . 

定义 3.2.2 与 定义 3.1.3 固然 有 所 类 似 ,但 可 指出 一 个 明显 差别 : 依 定义 
3.1.3 可 能 出 现 的 “有 积分 但 不 必 可 积 ” 的 情况 , 依 定义 3.2.2 是 绝 不 会 出 现 的 . 

可 积 意 味 着 “绝对 可 积 ”( 见 命题 3. 1. 2(i) ) ,Lebesgue 积分 的 这 一 性 质 亦 为 
Bochner 积分 所 继承 ,这 是 Bochner 积分 的 主要 优点 之 一 . 

定理 3.2.2(Bochner) 设 f: 2 一 5 可 测 , 则 f 可 积 必 |f! < %. 

证 若 f 可 积 , || 如 定义 3.2.2(i) , 则 

fli a |f-fli + lfll! < %. 
反之 , 设 fl! < %. 取 |g,| 依 推论 3.2.1( 让 ) , 则 
Ig, -fl<silgl+lifls(p+1)lfleL, 

jig, 三 pf < wm. 由 控制 收敛 定理 (定理 3.1.4( 这 ) ) 得 出 Dg, -fi 一 
0(n 一 %) ,因而 由 定义 3.2.2(i) 知 三 可 积 . 口 

类 似 于 3.1 节 中 所 作 的 ,以 L (0Q,E,p) 记 可 积 函 数 太 2 一 正之 全 体 , 通 
常 简写 作 L(0Q,E) ,有 时 也 简写 作 书 ,L'(02,K) 就 是 3. 1 节 已 界定 的 去 (他 ). 由 
定理 3.2.2 知 fe (0,E)e31fle (0). 同 L(0) 一样 ,L (02,E) 依 范 数 | 
亦 是 一 个 Banach 空间 . 更 深入 的 讨论 包含 在 专 论 5 空间 的 3.5 节 中 . 
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若 TeL(E,F) ,fF 是 K 上 的 某 个 Banach 空间 , 则 利用 定义 3.2.2 容易 验证 ,对 
任 给 fe L (02,E) 有 


7| /ar = | pan， (3.2.4) 
即 积分 与 有 界线 性 算 子 可 交换 ,这 可 与 式 (2.1.12) 相 对 照 . 特别 由 此 推出 
p( | far) = ea， pP e 五 . (3.2.5) 


等 式 (3.2.4) 还 有 如 下 用 法 : 设 和 与 了 均 为 Banach 空间 ,分 别 以 L(X,Y) 与 了 取代 
EE 与 F, 以 A 一 Ax(x 固定 ,4 e L(X,Y)) 作为 了 则 从 式 (3.2.4) 得 


1 Kan x = | Rs)xdn， (3.2.6) 


其 中 ,fe LD'(0Q,L(X,Y)) ,x eX. 

现在 考虑 Bochner 积分 的 性 质 . 鉴于 Bochner 积分 与 Lebesgue 积分 在 构成 上 的 
类 似 性 ,似乎 可 指望 二 者 有 类 似 的 性 质 . 关于 Lebesgue 积分 的 种 种 结论 ,除了 那些 
明显 要 求 特 殊 条 件 者 外 (如 Levi 定理 , 它 只 能 用 于 非 负 可 测 函 数 , 在 一 般 Banach 
空间 中 不 再 有 意义 ) ,不 妨 都 可 试探 一 下 是 否 能 推广 于 Bochner 积分 . 在 这 样 做 时 ， 
至 少 有 两 条 途径 可 供 选 择 : 

(A) 那些 仅 用 到 “绝对 值 函 数 ”1 f1 的 积分 性 质 , 可 直接 用 于 向 量 值 函 数 / 而 
无 需 证 明 . 例如 , f= 0 属 f = 0,a.e. 这 个 命题 对 于 fe L (02,E) 与 Fe 天 (DOD) 
是 毫 无 差别 的 . 

(B) 利用 公式 (3.2.5) ,可 将 3.1 节 中 的 某 些 积分 公式 推广 于 Bochner 积分 . 
今 用 一 典型 例子 来 说 明 . 设 f e LI (0Q,E) ,4 =U4 是 4e .如 的 一 个 分 解 ,要 证 

[fap. = 3 [fa (3.2.7) 
首先 肯定 式 (3.2.7) 两 端 都 是 E 中 确定 的 向 量 ( 而 且 右 端 级 数 绝对 收 全 ). V9 e 
E* ,结合 式 (3.2.5 ) 与 命题 3.1.2(iv) 有 
po (fn)= orfan = Eleefy= vo( 3 fap), 
这 就 可 用 推论 1.6.1 推出 式 (3.2.7) 成 立 , 即 Bochner 积分 具有 完全 可 加 性 . 

以 上 两 种 途径 都 值得 考虑 ,尤其 后 者 正 是 我 们 特别 推荐 的 归 化 法 . 不 过 ,无 论 
循 哪 条 途径 ,就 基本 积分 性 质 的 推广 而 言 ,所 面 对 的 任务 大 体 上 是 平凡 的 . 因此 ,我 
们 只 是 汇集 最 主要 的 结果 于 以 下 定理 ,而 略 去 其 几乎 是 标准 的 证 明 . 

定理 3.2.3 Bochner 积分 有 以 下 性 质 ， 

(i) 7 焉 (0D,B) 一 Ef 一 | /av 是 一 个 有 界线 性 算 子 且 1 7 < 1, 任 给 fe 


LD (0,E), 若 4 =U4 是 4e .名 的 一 个 分 解 , 则 式 (3.2.7) 成 立 ; 
(ii) 控制 收敛 定理 : 设 f.: 2 一 E 可 测 , | fl1<g elL(VneN),f,—f,a.e. 


于 
或 /fn 一 w), 则 fe 二 且 ffl 一 0, 从 而 
| 一 an 一 ae) 
(证) Fubini 定理 : 设 (0,.6,p) 与 ( 且 ,. 罗 ,>) 是 两 个 r 有 限 测度 空间 , (0xT， 
多 x y) 是 积 测度 空间 , Kx,y) e LCQ x 芽 ,E,p x v) , 则 成 立 
bfan x wv) = fa) | Fx,y) dv(y) 


本 fav Cy) | Fx) op). (3.2. 8) 
对 于 式 (3.1.14) 所 作 的 说 明 , 亦 适用 于 式 (3.2.8). 
在 定理 3.2.3 意义 下 的 控制 收敛 定理 与 Fubini 定理 ,在 分 析 学 中 有 广泛 的 应 
用 ,以 下 各 章 中 将 不 乏 这 类 应 用 的 机 会 . 如 同 经 典 实 分 析 中 一 样 ,控制 收敛 定理 与 
Fubini 定理 尤其 便于 用 来 研究 “ 参 变 积分 ” 
fly) = F(x,y) p(x). (9 
最 重要 的 问题 之 一 是 :能 否 在 积分 号 下 求 导 ? 下面 给 出 一 个 这 方面 的 结果 . 
定理 3.2.4 设 F(x,y): xU 一 E,U 是 某 赋 范 空间 Y 的 一 个 开 子 集 ,1 =< 
rr 三 wm. F(x,y) 对 x 在 人 上 可 积 , 当 1 <hkh<r+l1 时 F(x,y) 对 YY 的 上 阶 导数 
F(x,y) 存在 且 对 x 在 人 上 可 测 , 对 y 在 UV 内 连续 ， 
| F(x,y) | < g(x) e L (0). (3.2. 10) 
设 f(y) 依 式 (3.2.9), 则 fe CD 天) 且 
f°(y) = FO (zy) ds), 1<k<rtlyyeU (3.211) 
证 因 可 对 用 归纳 法 ,不 妨 只 对 k = 1 证 式 (3.2. 11) 并 说 明 f(y) 在 U 内 连 
续 . 取 定 y e U 与 0 关 h E 了 了 设 hh 上 一 0(n 一 %). 令 
F(x) = hl [F(x,y +h,) - F(x,y) - F’ (x,y)h,], 
直接 看 出 (x) 一 0(n 一 % ,x e 02). 由 式 (2.1.19) 与 式 (3.2.10) 有 
[F(x) | < sup | PoC,y + th,) — Fo(x,y) | < 2g1(%). 
可 验 知 F(x) 可 测 ,于 是 由 控制 收敛 定理 ( 即 定 理 3.2.3(i) ) 有 


lim | AFG,h,) - [BCx,y) p(x) + bh] 
= lim[ F(x)dp = 0， 
其 中 用 了 式 (3.2.6). 这 表明 (由 定义 2.1.1) 
f(y) = | B(x,y) dp(%), 
即 当 = 1 时 式 (3. 2. 11) 成 立 . 再 用 一 次 控制 收敛 定理 
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limf'(y +h,) = lim| F(x,y +h,) dp(x) = "(7), 

这 表明 /'(y) 在 U 内 连续 口 

定理 3.2.4 的 结论 堪 称 完美 ,但 如 何 验证 其 条 件 似 成 问题 . 下 面 的 一 连 串 补充 
说 明 或 许 能 使 所 面临 的 困难 不 至 像 初 看 起 来 那么 大 . 

(i) 鉴于 微分 性 质 是 一 局 部 性 质 ,不 妨 对 于 y 局 部 地 应 用 定理 3.2.4, 因 而 涉 
及 y 的 条 件 只 要 局 部 地 满足 就 行 了 . 

(ii) 车 是 一 可 分 紧 拓 扑 空间 ,是 Q 上 的 Borel 测度 , F(x,y) 在 QxU 上 
连续 , 则 F(x,y) 对 x 在 人 QQ 上 可 测 , 当 y。e U, 1y -yo 中 充分 小 时 , 有 

I FOC) < FO,) | +1 A g(x) e DL(NQ), 

其 中 用 了 0 的 紧 性 . 因此 ,在 x 邻近 可 应 用 定理 3. 2. 4. 

(这 ) 应 用 上 常见 的 情况 是 取 了 = R", 此 时 可 对 定理 3.2.4 的 表述 作 如 下 修 
改 : 设 F(x,y) 对 * 在 人 2 上 可 积 ,对 y 是 U0 内 的 C' 函数 , 当 1 <1 al <r+1 时 ， 


| asF(s,y) | < ga(*) e L'(0), (3.2. 12) 
则 fe C"(U,E) 且 当 1 < al<r+l 时 ， 
ay) = oF (sy) ds), y eV (3.2.13) 


此 处 没有 提 及 55F(x,y) 对 x e 2 的 可 测 性 ,理由 在 于 :0sF(x,y) 作为 (对 x) 可 测 
函数 的 极限 函数 ,必定 是 可 测 的 (由 推论 3.2.2(ii)). 
前 面 对 条 件 所 作 的 局 部 化 说 明 , 当然 也 适用 于 了 = R" 这 一 特殊 情况 . 
在 实 分 析 中 有 如 下 简单 结果 : 若 ( 依 Lebesgue 积分 ) 
[fay = 
则 在 [a,b5] 上 f(x) = 0,a.e.. 这 提示 了 如 下 思想 :从 积分 的 一 定 结论 可 推断 出 被 
积 函 数 的 一 定性 质 . 这 一 想法 是 将 积分 用 于 函数 研究 的 基础 . 下 面 建立 一 个 定理 ， 
定理 3.2.5 设 f e L(0,E),F CE 是 一 闭 集 . 若 以 下 条 件 满足 : 
0 <pA< m= iA er, (3.2. 14) 


当 0 e 下 时 凤 是 xc 有 限 的 , 则 所 xz) e ,a.e. ,这 意味 着 lf # Fi = 0， 

证 ”不妨 设 五 可 分 . 因 集 {f 壮 0} 有 oc 有限 测度 ( 由 命题 3.1.2(i) ) , 故 不 妨 设 
人 0 < o. 由 可 分 性 推出 ,天 可 表 为 可 数 个 球 避 ,之 并 ,只 要 证 所 xz) 几乎 处 处 取 值 于 
其 中 每 个 球 B, 之 外 , 进而 又 不 妨 设 天 = B,(a) ,a e Er > 0. 因此 只 要 证 4 = 
广 B,(a) 是 零 集 .由 4 = {1f-al<r 知 4 可 测 .车 4 > 0, 则 


| 2a -eo <aahlf-el dn, 
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从 而 zw # 忆 这 矛盾 于 条 件 (3.2.14). 故 必 UAh = 0 口 


注意 沁 J/ 引 可 解释 为 /在 4 上 的 均值. 因此 可 将 定理 3. 2.5 简略 地 表述 为 :f 


的 均值 恒 属 于 闭 集 F 推 出 fx) 本 身 几 乎 处 处 属于 下 选择 不 同 的 下 ,就 得 到 定理 3. 
2.5 的 各 种 特殊 应 用 . 下 面 给 出 知 干 常 用 的 推论 : 

推论 3.2.3 设 f e 世 (0,E). 

(i) 若 p > 0, 以 下 条 件 满足 : 


44 < = | <pudh, (3.2.15) 


则 1 | < p,a.e.. 特 别 地 , 若 | /au =0(mA <%~), 则 f = 0,a.e.; 
(ii) 设 F CE 是 一 闭 锥 (F 是 锥 地 Ya > 0, 有 aF C 五 ). 若 以 下 条 件 满足 : 


pA<% fiel, (3.2. 16) 
则 f(x) e FF,a.e.. 特别 取 E = R",F = R" 得 出 若 
LA<% = [fy>=0, (3.2. 17) 


则 f(x) 宇 0,a.e.; 
( 道 ) 设 F CE 是 闭 的 实 子 空间 . 则 当 条 件 (3. 2. 16) 满足 时 f(x) e ,a. e.. 取 
E = C,F S R 得 出 车 f e L (0,C), 
uA<~m= [feR, (3.2. 18) 


则 f(x) es R,a.e.; 
(iv) 若 f e L (0,R) 满足 条 件 


0<p4< om aA); (3.2.19) 
当 0 ¢ [a,b] 时 凡是 oc 有限 的 , 则 fx) e [a,b] ,a.e.. 若 以 下 条 件 满足 : 
WA<%=0< |fdh< dd, (3. 2. 20) 


则 0 < f(x) < b,a.e.. 
对 于 (i) 取 下 = B,(0), 对 于 (iv) 取 = [a,b]. 其 余 是 明显 的 . 


3.3 ”向 量 值 测度 


3.2 节 中 曾 提 到 ,推广 积分 的 一 个 主要 方向 是 扩展 测度 概念 . 本 节 要 实现 如 下 
跨越 :从 正 测度 过 渡 到 一 般 的 向 量 值 测 度 . 走出 这 一 步 的 必要 性 当然 有 一 些 实际 的 
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理由 ,但 即使 从 3. 2 节 的 内 容 也 可 以 看 出 来 . 如 从 定理 3.2. 3(i) 能 看 出 的 , 任 
给 fs 1 (0,E) ,v(4) A | /au(4 e .G) 是 一 个 具有 完全 可 加 性 的 函数 ,似乎 有 理 


由 将 它 当 作 一 个 测度 ,就 如 同 命题 3.1. 2 (viii) 所 断定 的 那样. 但 在 3. 2 节 中 却 没 
有 这 样 做 , 因 暂 时 还 没有 取 值 于 E 中 的 测度 概念 . 现在 就 来 填补 这 一 缺陷 . 

本 节 中 设 (02,.%8) 是 给 定 的 可 测 空间 ,已 是 K 上 的 Banach 空间 . 鉴于 下 面 频繁 
的 需要 ,重申 本 章 的 一 个 主要 约定 : 当 可 数 个 4; e 48 互 不 相交 上 且 4 = U 4, 时 说 
4 = Uh 或 14,| 是 4 的 一 个 分 解 . 不 妨 总 设 分 解 14,} 是 一 无 限 族 (否则 只 要 加 入 一 
些 空 集 即 可 )， 

定义 3.3.1 若 一 集 函 数 > : .如 一 五 满足 完全 可 加 性 条 件 

(A) 对 任何 分 解 4 =U4 有 zx(4) = 2 v(A;), 
则 称 > 为 2 上 的 巨 值 测度 . R 值 测度 与 C 值 测度 分 别称 为 实测 度 与 复 测度 . 

定义 3.3.1 惊人 地 简单 ,这 或 许 会 令 你 低估 其 唯一 条 件 (A) 的 作用 . 实际 上 ， 
条 件 (A) 可 推出 大 量 结论 , 唯 有 如 此 ,对 5 值 测度 才 可 建立 一 个 内 容 丰 富 的 理论 . 
现在 就 来 举 出 条 件 (A) 的 一 些 较 直 接 的 推论 ,借以 获得 对 值 测度 的 初步 印象 

命题 3.3.1 设 v 是 上 的 一 个 E 值 测度 , 则 vw 有 以 下 性 质 : 

(iD)z(O) =0 

(ii) 车 4 = U hs e -如是 一 个 分 解 , 则 级 数 六 >(4,) 收敛 且 其 和 与 各 项 顺序 无 
关 , 必定 z(4) 一 0(i 一 %); 当 = C 时 ， 吏 v(4;) 绝对 收敛 ; 

(让 ) 不 存在 互 不 相交 的 可 数 个 集 4。e .多 ,使 得 inf |v(4,) ‖ > 0; 

(iv) 可 减 性 : 若 4,B e 2B,A CB, 则 v(B\4) = v(B) -v(4); 

(v) 连续 性 : 若 |4,} C 4 是 单调 列 ( 即 升 列 或 降 列 ) , 则 >(4,) 一 v( U 4,) (对 
于 升 列 ) 或 zx(4,) 一 v( 站 4,) (对 于 降 列 ). 

以 上 结论 的 证 明 都 是 平凡 的 ,不 必 备 述 其 详 . 仅 强调 一 下 其 中 的 结论 (这 ) ,这 
一 简单 事实 下 面 将 被 反复 利用 . 

命题 3.3.1 显示 出 向 量 值 测度 与 正 测度 的 某 些 类 似 性 . 但 两 者 之 差异 亦 显 而 
易 见 . 最 主要 的 是 E 中 没有 序 概念 ,因而 EE 值 测度 无 大 小 比较 . 即使 v 是 实测 度 ,也 
不 能 从 4 C B 推 出 x(4) < v(B) ,因而 v(0) 未 必 是 最 大 的 . 这 些 构成 向 量 值 测度 
不 及 正 测度 方便 的 因素 . 对 此 能 作 的 补救 是 :每 个 已 值 测度 > 可 依 自然 的 方式 产生 
一 个 正 测度 1 v1 ,下 面 就 来 给 出 这 一 构成 法 . 

引 理 3.3.1 设 > 是 Q 上 的 一 个 下 值 测度 . 任 给 4 e .%, 令 

1z1 (4) = sup{ 1z(4) 上 : 4 =U4 是 一 分 解 }]， (3.3.1) 

则 1v1 是 一 正 测度 , |v(4) ‖ <1zl (4) (V4 e .%) ,1v1 是 Q 上 有 此 性 质 的 最 
小 正 测度 . 
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证 给 定 4 s -名 设 14i| 与 1B| 是 4 的 两 个 分 解 , 则 |4; mn Bj| 是 4.(i 固 定 ) 
的 分 解 ,也 是 B,(j 固定 ) 的 分 解 . 于 是 

> IB)1 = > | Fv NB,) | 

< > Iv(4;:NB,))| < 2 | zl (4,). 
由 {B,| 的 任意 性 ,这 得 出 1 v1 (4) < 1vl (4). 车 -27<t <lvl (4;), 则 
有 4; 的 分 解 14j| ,使 得 二 < 立 ,|z(4y) (Vi e N) ,这 得 出 
> < > [2(4;) | < 1 (4). 

因 4 可 任意 接近 于 1 v1 (4i) , 故 得 豆 1v1 (4;) <1 v1 (4). 这 就 验 明了 1 zl 完 


全 可 加 ,从 而 是 一 个 正 测度 . 显然 有 |v(4) <1 v1 (4)(4 e .4). 

若 Q 上 的 正 测度 满足 | z(4) ‖ <hA(4 < .G) , 则 对 4 e 如 的 分 解 {4:| 有 

3 17(4) 1 < Bnd: =u4, 

这 结合 式 (3.3.1) 得 出 1 v1 (4) < p44. 口 

由 引 理 3. 3. 1 所 确定 的 正 测度 1 v1 称 为 > 的 变 差 ,而 称 vA1 v1 (0) 为 
”的 全 变 差 . 若 | > | < % , 则 称 > 为 有 界 测度 或 有 界 变 差 测度 . 以 MC0,E) 记 Q 上 
的 有 界 E 值 测度 之 全 体 ,约定 M(Q) = M(Q,K). 不 难 验证 , | > || 是 M(Q,E) 上 的 
一 个 范 数 且 M(.0,E) 依 此 范 数 是 一 个 Banach 空间 . 这 就 有 了 一 种 与 3. 1 节 中 的 考 
虚 完 全 不 同 的 观点 :所 关注 的 对 象 不 是 某 些 个 别 的 E 什 测度 ,而 是 整个 一 类 瑟 值 测 
度 . 这 种 处 理 模式 正 是 近代 分 析 中 的 一 贯 做 法 . 

引 理 3.3.2 若 空 间 E 满足 条 件 

BA, inf ,supl Besl/E ll >0， (3.3.2) 

则 呈 上 的 任何 己 值 测度 ” 必 有 界 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 > 是 Q 上 的 一 个 妃 值 测度 , | > | = %. 由 式 (3.3.1) , 必 有 0 


的 分 解 14 | 与 m e N, 使 得 史 1v(41) 1 > B71[1+ |v(0) | ]. 由 条 件 (3.3.2) 
( 令 x， = v(4,) ) ,不 妨 设 有 上 志 m, 使 得 
| Bc | >BY 1z(4)1 >1+ 1z(O) 1 


令 P = hi, 则 上 v(Pi) 1 > 1+ |z(O) .于 是 
lz(PD) 1 > lzCPD) 1 -rN >1 
这 就 得 到 1 zx(P) | A 1 >(P) | > 1, 同 时 1 v1 (P) +1v1 (Pi) = w. 不妨 设 
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| zl (Pi) = %. 以 P 取代 重复 以 上 论证 ,又 可 得 PP， CP,lv| (P,) = %, 
Iv(P\P,)| >1. 一 般 地 ,有 
PCP ,lzl(P)=o,|zCPNMP) >1, n=2. 
注意 到 已 \P, 互 不 相交 ,这 就 与 命题 3.3.1( 诈 ) 矛 盾 . 口 
看 一 个 简 例子 . 取 E =?, 设 |e,| 是 人 的 标准 基 ( 见 例 1.2.1( 语 )),m 是 一 维 
Lebesgue 测度 . 任 给 Lebesgue 可 测 集 4 C R, ,定义 
v(A) = Yi mh N [i-1,i))e,, 


则 易 见 v 是 R, 上 的 一 个 了 值 测度 . > 是 无 界 的 : 

zl = > rvC[i-1,i)) ,= 2 = %. 
人 3.2). 取 x = ie(i eN) ; 则 当 m 一 时 ， 
/> xi ，= (二 二 ) 人 于 一 0 


不 过 ,在 有 限 维 空间 中 不 会 出 现 以 上 情况 . 

推论 3.3.1 若 dimE < %, 则 0Q2 上 的 E 值 测度 均 有 界 . 特别 地 ,2 上 的 实测 度 
与 复 测度 均 有 界 . 

证 只 要 验证 条 件 (3.3.2) ,可 设 E = K" ,下面 就 K = R 的 情况 证 明 . 设 x = 
(xx ) € R" A x ,…,X(km) 属 


于 R" 中 同一 象限 且 满足 又，1 关 1 > 双 ， 则 
[| >|> 所 


sup 
ei=0,1 


这 表明 6 = (2n Vn) 1, 可 见 条 件 (3.3.2) 满 足 , 如 所 要 证 . 图 
任 给 v e M(Q, R),v 与 1v1 分 别 为 上 的 有 限 实测 度 与 有 限 正 测度 且 必 定 
v 三 1v1 (由 引 理 3.3.1). 令 


土 


= 7(1 vl+r), (3.3.3) 
则 vw! 与 v 均 为 上 的 有 限 正 测度 ,分 别称 为 v 的 正 变 差 与 负 变 差 . 由 式 (3.3.3) 有 
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十 


v=vy'-v, Iv|l=v'+yv, (3. 3.4) 
这 可 与 式 (3.1.2) 类 比 . > = v*-v 称 为 v 的 Jordan 分 解 . 若 > e M(Q2,C), 则 利 
用 实测 度 的 Jordan 分 解 得 到 
Vv = Vv -Vv +i(y 一 za)， (3.3.5) 
其 中 , v(1 <j<4) 都 是 2 上 的 有 限 正 测度 . 当 需 要 用 正 测度 来 研究 K 值 测 度 时 ， 
应 随时 联想 到 分 解 式 (3. 3.4) 与 式 (3. 3. 5). 
有 趣 的 是 ,对 任 给 5 值 测度 vyv 及 gp e E" ,有 wg。v e M(02) ,因而 
supll pg(v(A))I:Ae Bl <%~», Voepb'. 
于 是 由 命题 1.6.1 得 出 sup{ 上 |v(4) 1 : 4 e .如 < % ,这 表明 v(:) 有 有 界 值 域 . 
但 应 注意 ,这 并 不 意味 着 v 是 有 界 测度 ! 
以 下 总 设 久 是 2 上 给 定 的 正 测度 . 若 E 值 测度 v 有 性 质 久 4A = 0 = v(4) 
= 0(4e .有 ) , 则 说 v 对 绝对 连续 或 绝对 连续 , 记 作 v 过 4. 易 验证 >< 妇 凡 全 
1v1 之 ph; 当 v e M(0,R) 时 v 之 ph 会 天女 人 以 下 命题 使 绝对 连续 的 意义 更 显 直 
观 : 命题 3.3.2 设 v 是 0 上 的 E 值 测度 , 则 v 和 < 的 充 要 条 件 是 lim v(e) = 0, 即 
Ve >0,346 >0, 当 je <6 时 ||v(e)|| <&. (3. 3.6) 
证 显然 只 要 证 必要 性 . 设 v 之 .首先 设 v 是 有 限 正 测度 . 若 条 件 (3. 3.6) 不 
满足 , 则 有 e > 0,{e,| C .7%, 使 得 e, <2 ,而 z(e,) 宇 2. 令 4 = lime,, 则 /4 = 
0, 而 v(4) > 2, 得 出 矛盾 . 已 证 结论 结合 分 解 式 (3. 3.5) 得 出 , 当 v e M(02) 时 条 
件 (3.3.6) 满足 . 其 次 设 v 是 任 一 5 值 测度 . 若 条 件 (3. 3. 6) 不 满足 , 则 有 se > 0， 
[e,| C .%, 使 得 pes <2", ve,) >28. 令 4, =Uei, 则 pA 一 0(n—>%). 
取 p e E' ,使 上 |p| = 1,1 yg(v(e))1>2e. 因 gg。v 满 足 条 件 (3.3.6), 故 有 nn > 1， 
使 得 对 任 给 B C 4, ,B e .如 ,有 1 pg(v(B))1< e, 因 而 B ee。 满足 
2(B) | 1 g(r(B)) II op(v(e))1-l op(v(e! NA,))I!>Ee. 
以 e。 取代 ei 重复 以 上 论证 ,可 得 Be . 吕 , 使 得 |v(B,) | > se,B mnB = 分 如 
此 继续 将 得 到 一 列 互 不 相交 的 集 B, ,使 得 | >(B.) 上 > s(Vn e N), 而 这 与 命题 


3.3.1( 诈 ) 了 矛盾. 故 条 件 (3.3.6) 必 满足 . 口 
任 给 fe L (02,E,n) ,定义 
vA) = [fy, Ae.%, (3.3.7) 
则 vw 是 一 个 E 值 测度 且 显 然 v 受信 引入 记号 
M(Q,E) = {v e M(Q,E): v <n). (3. 3.8) 


直接 看 出 , M,(0Q2,E) 是 人 M(0Q2,E) 的 一 个 闭 子 空间 ,因而 也 是 一 个 Banach 空间 . 
定理 3.3.1 设 v 依 式 (3.3.7), 则 有 等 距 嵌入 
LQ,E,p) — MN,E), f—v (3. 3.9) 
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证 取 定 f e L(0,E,p), 记 v = vw. 对 2 的 任 一 分 解 {4:| 有 
S171 = Bh < Eh = hh, 


i 


这 得 出 jv < 中 fll1,v es M,(0,E). Ye > 0, 由 定义 3.2.2 有 可 数值 函数 g = 
Dat ,la CE,|e| 是 0 的 一 个 分 解 ,使 得 上/ -eg ，< .于 是 


lz1> Eire = 5 | 


> | [sr| 本 [w-oa| | 
之 2 laluwe-l -el 
| A 
这 推出 jv = fi. 因此 |v = fi 映射 (3.3.9) 显然 是 线性 的 ,因此 它 
是 一 个 等 距 髓 入 . 口 
由 定理 3.3.1 有 1 v1 (2) = jz = vw 将 此 等 式 用 到 4 e .名 上 得 出 
lv1 (4) = {17 du. (3. 3. 10) 


下 面 将 多 次 用 到 此 式 . 
鉴于 测度 v 具有 良好 的 性 质 , 我 们 当然 希望 式 (3.3.9) 是 一 个 等 距 同 构 , 可 惜 
这 并 非 总 是 事实 ,结论 与 空间 的 性 质 有 关 . 若 对 任何 有 限 完 备 测度 1, 式 (3. 3.9) 
都 是 等 距 同 构 , 则 称 5 为 RNP 空间 ( 即 具 Radon-Nikodym 性 质 的 空间 ). 本 节 稍 后 
将 证 明 ,Hilbert 空间 就 是 RNP 空间 . 而 关于 一 般 RNP 空间 的 讨论 则 远 不 是 一 个 简 
单 问 题 , 非 本 节 所 能 深入 ( 见 ( 俞 侈 秦 , 1992) ) . 
v = vs( 由 式 (3.3.7)) 这 一 事实 通常 写作 dv = fdu. 而 这 又 引出 一 个 极 富 启发 
性 的 形式 记号 f = dv/du. 通常 称 f 为 v 对 4 的 Radon-Nikodym 导数 ,简称 为 R-N 
导数 . dv/du 似乎 纯 属 记号 上 的 形式 约定 ,居然 引出 某 种 可 严格 证 明 的 “微分 规 
则 ”, 以 至 使 R-N 导数 看 起 来 更 像 一 个 真正 的 导数 , 确 是 一 件 很 有 趣 的 事情 . 下面 
就 来 建立 关于 R-N 导数 的 “微分 规则 ”. 
定理 3.3.2 设 v e M(0,E). 
(i) 链 规则 :车 和 ,yu 是 0Q 上 的 正 测度 ,dA = gdu,dv = fdA, 则 dv = fegdn, 因 而 
dy - dydA (3.3.11) 


dn dh du 
(ii) 若 dv = hdlvi, 则 1 hl=1,1wv| -a.e.. 
证 (i) 要 证 的 与 其 说 是 “导数 等 式 ”(3.3.11) ,不 如 说 是 以 下 积分 等 式 : 


Ja = | en， 4E .多 (3.3. 12) 
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形式 上 ,这 似乎 只 是 以 dA = 8qu 代 人 左 端 积分 ,但 如 此 代 人 的 合理 性 正 是 要 证 明 
的 . 以 下 证 法 循 从 特殊 到 一 般 的 思考 路 线 , 颇 具 典 型 性 ,在 类 似 情况 下 将 多 次 使 用 . 
当 f 是 简单 函数 时 式 (3.3.12) 显 然 成 立 . 用 推论 3.2.3(i) 推 出 g 宇 0,p-a.e.. 若 9 
是 Q 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 有 简单 函 数列 lp,} ,使 得 0 < yp,F9, 因 而 0 =< 
p,gTpg. 于 是 由 Levi 定理 有 


[eda = lim [pda = lim | pgdn = | ped 
取 简 单 函 数列 |/.| ,使 得 | 六 -fl ,一 0( 在 L(0Q,E,A) 中 ,下 同 . 这 种 1 太 } 存在 可 
由 定义 3. 2. 2 直接 推出 ,或 用 定理 3.5.1). 于 是 
ee 


< | -Jean + | lea -law| 


< |/-fli+ hlf -fl ed 

=21f-fl1 m0 n>%. 
这 表明 式 (3.3.12) 成 立 . 
(ii) 任 给 4 e .名 ,有 


十 


ina! » | | = |z(4) | < v1 (4), 


这 推出 1h1 < 1,1wvl| -a.e. (由 推论 3.2.3(i)). 由 式 (3.3.10) 有 
0 =l vl (0) -上 i hldivl = | (1 -I hl)dlvl, 


这 推出 1 hl = 1,1v| -a.e. (由 命题 3.1.2(vi)). 口 
若 v e M(0,C) ,dv = hd1 v1, 则 由 定理 3.3.2(ii) 不 妨 设 h = e*, 因 而 
dy = esxd| vl. (3. 3. 13 ) 


这 称 为 的 极 分 解 , 它 可 与 复数 的 极 分 解 z =1 z1 e” 类 比 . 

寻求 测度 的 各 种 形式 的 分 解 , 是 测度 理论 的 主要 课题 之 一 . 对 于 实测 度 而 言 ， 
由 式 (3.3.4) 所 给 的 Jordan 分 解 就 是 一 种 常用 的 分 解 . 对 于 一 般 的 > s M(0), 下 
面 考虑 另 一 种 分 解 , 即 所 谓 Lebesgue 分 解 . 首先 准备 若干 相关 概念 . 设 v 是 人 上 的 
E 值 测 度 (或 正 测度 ) ,6 关 M e .Ar = {4 e .有 %: 4 C MI , 则 vv 在 .%&w 上 的 限 
制 是 (M,.B&w) 上 的 一 个 E 值 测度 (或 正 测度 ) , 称 之 为 z 在 上 的 限制 , 记 作 zw 或 
v1 M ,或 仍 记 作 > 用 式 (3. 3. 1) 可 直接 验证 | vy1 =1 vlw. 阁 vy =0, 则 称 MN 为 7 
的 零 集 ,此 时 可 认为 v 集 中 在 M 上 . 若 与 v 是 QQ 上 的 5 值 测度 或 正 测度 ,存在 分 
解 (2 = 4 U B, 使 得 4 与 B 分 别 为 与 v 的 零 集 , 则 说 与 v 互 奇 , 记 作 jw 上 v. 寿 
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4 是 正 测度 ,4 是 风 的 零 集 (eu 4 = 0) ,v 之 ,4 D0 e 3%, 则 0 必 为 4 与 v 的 零 
集 . 

下 面 是 本 市 的 中 心 结果 一 一 Lebesgue-Nikodym 定理 : 

定理 3.3.3 设 4 是 0 上 的 og 有 限 正 测度 ,v e M(0Q). 则 存在 唯一 分 解 
v = v。+ v, ,使 得 v, p,m 上 vv, 是 dv,/dn 存在 . 

如 上 的 分 解 v = v。+v, 称 为 v 关 于 的 Lebesgue 分 解 ,v, 与 v, 分 别称 为 v 关 
于 风 的 绝对 连续 部 分 与 奇异 部 分 ,必定 v。 Lv,. 

下 面 这 个 证 明 是 von Neumann 于 1940 年 给 出 的 . 

证 不 妨 设 v 是 有 限 正 测度 (否则 用 分 解 式 (3. 3.5)). 因 风 是 ex 有 限 的 ,不 妨 
设 j 2 < wm (否则 用 一 极限 程序 过 渡 ). 令 入 =j+v， 

= (0,A) = |f: f 是 0Q 上 的 实 可 测 函 数 ,1f1” e 了 (0,A)}， 
则 五 依 内 积 
4g)》 = | fgda 
是 一 个 实 Hilbert 空间 (关于 书 空间 的 系统 讨论 见 3.5 节 ) .定义 
F(f) = | fav, fel. 
由 vw 三 和 A 有 
FDIT< dA < 人 ACDJ JF, 

此 处 用 了 Schwarz 不 等 式 , 上 | 记 吾 中 的 范 数 .可见 e H"* ,于 是 有 &g e HH 使 


| 好 = (f,8) = |,fgdln +v), 

LA -g)dy = | faa, fel. (3.3. 14) 
因 对 任 给 4 e .名 有 

[ea = fgésdh = [ésdv = v(A) < A(A), 
故 不 妨 设 0 < g < 1 (由 推论 3.2.3(iv)). 令 P= ig<1),0 =P, 则 {P,Q 是 0 
的 一 个 分 解 . 定义 
v,(A) =v(ANP), v.(4) =z4n0)，4e 
则 > = v, +v,,P 是 v, 的 零 集 ， 用 式 (3.3.14) 得 
p00 = |éogd = |é0(1 -8)dv =0, 
故 j Lv, .由 Levi 定理 与 式 (3.3.14) 有 
(4) = lim| (1 -~ g")dv 
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= lim| (1 _g)(l+g+. +g"!)édy 
= lim| (g +8 + +g")d = | nop., 


其 中 ,h = 六 8". 上 式 表明 0 < he (0Q,p) ,dv。 = hu, 因而 六 二 几 


唯一 性 . 若 > = v; + v' 是 另 一 个 Lebesgue 分 解 ,这 意味 着 有 0 的 分 解 1P'， 
Q'| ,使 得 0Q = 0,P' 是 v' 的 零 集 , 则 对 任 给 4 e .如 有 
v'(A)=v(ANP'NP)+v(ANP’'N OQ) 
=z(4nP')+4nO0O) 
=v (ANP’) +v,(A NOQ') =v,(4), 
其 中 用 了 vi(4 NN 0) =0 =v,(4 no0’). 于 是 vy’ =v,,v' = vy,. 口 
注意 ,在 定理 条 件 下 若 附 设 v < 和 1, 则 > = v+0 已 是 v 的 Lebesgue 分 解 ,因而 
dv/du 必 存 在 . 这 一 结论 表明 ,K 是 RNP 空间 . 这 个 结果 的 一 个 远 为 一 般 的 推广 是 ， 
Hilbert 空间 也 是 RNP 空间 ,这 由 以 下 定理 推出 : 
定理 3.3.4 设 久 是 0 上 的 oc 有 限 正 测度 ,E 是 一 个 Hilbert 空间 , 则 映射 (3. 3.9) 
是 一 个 等 距 同 构 , 因 而 对 于 v es M(0Q,E) ,dv/dn 存在 属 v 过 4. 特别 地 , 任 给 
v e M(02,E) ,dv/d1v| 必 存 在 . 
证 取 定 ve MM,(0,E), 今 要 构成 ds/dn e L (02,p). 关键 的 一 步 是 由 1 v1 < 
kK, 用 定理 3.3.3 推出 存在 g = dl v1 [du e 上 (0Q,p). 从 等 式 (3.3.11) 看 来 
(以 1v1 取代 入) ,还 需 构成 dv/d1 v1, 这 基于 Hilbert 空间 技术 . 定义 
T( 9) = 2 (ai,v(ei)), 
其 中 ,p = 了》 aé,: Q 一 是 简单 函数 .HA (0Q,E,1v1) 依 内 积 


(f,h) = | x) ,h(x) Yd v|, fheH 
是 一 个 Hilbert 空间 . 由 Schwarz 不 等 式 有 
| Tep) 1 大 2 lai lv(e) | < > aill | vl (e) 
< (Plaliivi(e)) (Filrl(e)) 


= lol vlvl, 
其 中 , jg 中 是 五 中 的 范 数 .于 是 存在 h e 使 T(g) = 《gq,h). 任 给 a e E,4 e .有 ,有 
(a,v(A))» = T(aé/,) = (Cat ,h) 


= 人 az))dl v| = CA "上 


1/2 
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这 得 出 vw(4) = fal v1 (4 e . 克 ) ,因而 h = dv/d1v1. 由 定理 3.3.2(ii) ,不 妨 


设 1h1 =1, 于 是 hg e L'(Q,E,n). 由 定理 3.3.2(i), 有 dv = hegdy， 这 表明 学 


hg 存在 ,如 所 要 证 . 口 
实际 上 ,RNP 也 包括 那些 多 少 接近 于 Hilbert 空间 的 空间 ,如 自 反 空 间 . 在 文献 
( 俞 舍 泰 , 1992 ) 中 有 不 少 这 方面 的 结果 . 下 面 仅 举 一 个 较 简单 的 结果 以 作 说 明 . 
定理 3.3.5(Dunford) 设 久 是 0 上 的 oc 有 限 正 测度 , 则 当 E 具 有 以 下 性 质 时 ， 
定理 3. 3.4 的 结论 成 立 : 
(i) EE 有 一 个 Schauder 基 {e, :meN; 
(i) {e| 是 有 界 完备 的 , 即 对 任何 序列 {a。} CK, 从 sup | > oue | < =” 便 扒 


出 对 wei 收 全 

证 ”如 定理 3.3.4 之 证 ,只 要 对 给 定 的 > e M,(02,E) 求 出 g = dv/du. 下 面 仅 
给 出 证 明 的 一 个 梗概 . 由 条 件 (i) 推出 每 个 x e E 可 表 为 x = f(x)e,,f, e 
E“"(n e NN). 可 验证 


Ixl” A sup ， “ekE 


f(s)e 
是 上 的 一 个 等 价 范 数 ,因而 有 正常 数 C, 使 |x| * < Clxl (Vxe E). Vne 
N, 有 f/f.。v e M(Q) 且 f,。v<< 凡 ,于 是 存在 g, = d(f,。v)/dh e L(Q,n). 令 
G, = ,giei, dv, = Gdy, 则 
lz(4) | < vA)N* < 和 Clz4 <Clvl (4), Ae.sé 
这 推出 1 v,1< Clv1 (n e N). 易 验 知 eG,(w) “对 单调 增 , 故 
bliml Go) d= limf 6.(o) | dp < lim Ch 6G,(0) | ay 
= limCclz ls<clzl <%, 
这 推出 sup lc,(o) ‖ < o ,a.e.. 于 是 由 条 件 (ii) 有 C, 一 g,a.e.. 易 看 出 g e 
(0,E,n) ,用 控制 收敛 定理 推出 
z(4) = lim| c,qu = eau， 4 eE . 允 
这 正 表 明 dv/d = g, 如 所 要 证 . 口 
由 定理 3.3.5 直接 推出 空间 (1 < p < om ) 是 RNP 空间 . 
现在 转向 考虑 关于 向 量 值 测度 的 积分 . 引进 此 种 积分 并 非 纯 出 于 对 逻辑 完美 
性 的 追求 ,而 有 其 实际 的 需要 . 对 此 ,只 要 举 出 算 子 谱 分 解 定理 中 的 谱 积分 就 够 了 . 
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给 定 v e M(0Q2,E) ,可 以 用 类 似 于 定义 3. 2.2 的 方法 定义 关于 z 的 积分 . 不 过 ， 
下 面 仅 考虑 基于 R-N 导数 的 方法 ,此 方法 虽 不 普遍 适用 ,但 更 简便 易 行 . 设 有 正 测 
度 久 ,使 得 h = dd 存在 , 则 定义 


[io = 人 Au， 


只 要 右 端 积分 存在 . 这 样 ,对 于 v 的 积分 被 定义 为 对 某 个 正 测度 的 积分 ,因而 可 沿用 前 
两 节 所 建立 的 种 种 结果 . 特别 对 于 RNP 空间 E, 取 jw =1 v1 即使 以 上 方法 可 行 . 
定义 3.3.2 (i) 设 v e M(0),h = dv/d1 v1. 对 任 给 fe LL (02,E,1v|1), 令 


Lfav = | fhdlv!; (3.3. 15) 
(ii) 设 E 为 RNP 空间 ,v e M(Q,E),h = dv/d1v|, 任 给 fe DL(0,1v1), 令 
Lfav = | fhdl vl. (3.3. 16) 


对 于 定义 3.3.2 中 的 有 ,总 可 设 1h1 = 1. 直接 看 出 式 (3.3.15) 、 式 (3.3.16) 
右 端的 积分 均 存 在 . 鉴于 式 (3.3.15)、 式 (3.3.16) 右 端 都 是 对 正 测 度 的 积分 ,将 
3.1 节 与 3.2 节 中 的 积分 性 质 以 适当 形式 推广 于 定义 3.3.2 中 的 积分 ,是 一 件 上 自然 
而 又 平凡 的 工作 ,甚至 没有 必要 逐一 写 出 推广 后 的 结论 . 如 果 一 定 要 举 一 例 说 明 的 
话 ,不 妨 考虑 最 值得 重视 的 控制 收敛 定理 : 

定理 3.3.6 设 F 是 一 个 RNP 空间 ,v e M(02,E) ,1{f.| 是 0 上 的 K 值 可 测 也 
数列 . 若 太 一 f,1lv|l -ae.,lfl<segeL(N,iv|)(n ee N), 则 


lim | fdv = | fdv. 


证 设 h = dv/dlv1,1 hl1 = 1, 则 直接 看 出 
fh—>fh,lv| -ae.,lfhl=Ifls<sgeL(0N,lv|). 
于 是 由 定理 3.2.3(i) 有 


lim| 六 dz = lim| f.hd vy| = bfmal vy| = | Ja 口 
此 外 ,对 于 > es M(0) ,fe L (02,E,1v1), 易 直接 验证 不 等 式 
| | < AIdlzl， (3.3. 17) 


唯一 可 能 成 为 疑问 的 是 ,如 果 v e M(Q,E) 可 用 多 种 方式 表 为 正 测度 ,那么 
是 否 可 能 定义 出 不 同 的 积分 ?在 适当 限定 条 件 下 ,回答 是 否定 的 . 这 基于 以 下 引 
理 : 

引 理 3.3.3 设 ve M(0),dv = hdlvl = 了 hdyw,h 是 QQ 上 的 有 界 可 测 函 
数 ,u 是 人 2 上 的 正 测度 ,yy < Cl vl (1 <j< m) ,C 是 正常 数 . 则 对 任 给 fe L (0， 
Ek,1v1) 有 
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bmal Pe 3 | fodp (3.3. 18) 


当 v 所 M(0,E) ,fe L'(0, | vy | ) 时 有 类 似 结果 . 
证 任 给 4 e .有 %, 有 


[éndl vl = v4) = | Shdy, 
至 5 ésd 


由 此 推出 : 当 f 是 简单 函数 时 式 (3.3.18) 成 立 . 今 设 fe LL(0,E,1v1).Ve > 0， 
取 简 单 函 数 p ,使 得 在 L (0Q,E,1v1) 中 f-9| < .不妨 设 1h1<C, 则 


ma v1- > hf 


十 


< | hmar rv fenatr! > [foo - |, thar 


< |f-o9|; +Cmlf-oli < el(l + Cm), 
这 表明 式 (3.3.18) 成 立 . 
若 v e M(Q,R),v =v* -vy 是 Jordan 分 解 , 则 v:<| v1. 对 任 给 fe LL (0,E， 
1v1), 由 引 理 3.3.3 有 


| fav = fav* - | fav, (3.3.19) 
其 中 , 左 端 依 (3.3.15). 若 > = vi + iy, ,vi,v，E M(0Q,R), 则 由 引 理 3.3.3 有 
| 应 = favi - | favi +i| fav; -i| fav. (3. 3. 20) 


与 式 (3.3.15) 不 同 , 式 (3.3.19) 与 式 (3.3.20) 中 不 出 现 那 个 并 不 确 知 的 函数 hh = 
dv/d | v1 ,似乎 更 具 优 势 . 

本 节 所 采用 的 “向 量 值 测度 ”概念 不 能 涵盖 可 能 取 无 限 值 的 实测 度 ( 如 定义 
3.1.1 意义 下 的 正 测度 ) ,这 是 一 个 缺陷 . 现在 来 填补 这 一 缺陷 . 

定义 3.3.3 若 集 函数 z: 4 一 [-% ,% |] 满足 以 下 条 件 : 

(i) v(@8) = 0; 

(ii) 对 任 一 分 解 4 = U 4 有 z(4) = > z(4i;)， 

则 称 z 为 2( 或 (0,.%)) 上 的 一 个 广义 实测 度 . 

广义 实测 度 也 称 为 符号 测度 , 它 显然 涵盖 了 正 测度 与 有 限 实 测度 . 

以 下 设 > 是 CQ 上 一 给 定 的 广义 实测 度 . 除了 v 可 能 取 值 + m 之 外 ,v 与 有 限 实 
测度 满足 同样 的 条 件 ,因而 必 可 沿用 关于 有 限 实测 度 的 各 种 概念 与 结论 ,只 要 它们 
不 与 > 的 无 限 性 发 生 抵触 . 凡 属 可 顺利 过 渡 到 广义 实测 度 的 内 容 , 都 略 而 不 提 , 只 
是 强调 对 于 广义 实测 度 应 作 的 修正 . 


.138 . 第 3 章 测度 与 积分 


首先 指出 ,v 至 多 取 到 + % 之 一 . 者 v(4) = om,z(B) =- o , 则 从 
v(ANMB) +v(A\B) =%, v(ANMB) +v(B\A) =-% 

推出 v(4\B) = om,z(B\4) =- o ,而 这 使 >(4AB) 无 定义 . 其 次 , 若 4,B es 
6,4 DB, 则 由 v(4) =x(B) +z(4\B) 推出 当 v(4) 有 限时 v(B) 必 有 限 ,因而 v 
在 4 上 的 限制 是 一 有 限 实 测度 . 特别 地 ,> 是 有 限 实测 度 会 x(2) 有 限 . 仍 可 用 式 
(3.3.1) 定 义 v 的 变 差 1v1 ,只 是 将 式 (3.3.1) 中 出 现 的 1 zx(4;) | 换 成 1 v(4;)1. 
任 给 4 es . 避 ,1v1 (4) < o 司 v(4) 有 限 ,1v1 是 有 限 正 测度 Sv(Q2) 有 限 . 

如 同 对 有 限 实测 度 一 样 , 关 于 广义 实测 度 的 最 重要 的 问题 是 其 Jordan 分 解 与 
Lebesgue 分 解 . 首先 考虑 Jordan 分 解 ,为 此 需 定义 > 的 正 负 变 差 v*. 若 1v1 (4) = 
ao , 则 1 v(4)1 = o ,因而 不 能 再 用 式 (3. 3.3) 来 定义 v* (4). 下面 考虑 定义 v* 的 
新 途径 ,这 依赖 于 所 谓 Hahn 分 解 . 设 4 e .用 阁 v 限制 在 4 上 为 正 测 度 , 则 称 4 为 
v 的 正 集 ; 若 4 是 -> 的 正 集 , 则 称 4 为 v 的 负 集 . 若 有 分 解 人 2 = P U N, 其 中 ,了 与 
NN 分 别 为 v 的 正 集 与 负 集 , 则 称 它 为 v 的 Hahn 分 解 . 

定理 3.3.7 关于 广义 实测 度 v 必 存 在 Hahn 分 解 .各 人 2 = 已 UN = 1,2) 
是 > 的 两 个 Hahn 分 解 , 则 对 任 给 4 e .名 有 

v(ANMNMP) =v(ANP,), v(ANN) =v(ANN,). (3.3.21) 
证 (i) 构成 分 解 2 = P U NN. 不 妨 设 -% <v<%. 令 
B = sup{v(4) : 4 是 v 的 正 集 }. 


取 一 列 正 集 1P,| ,使 v(P,) 一 B, 可 设 {P,| 为 升 列 ( 否则 以 品 己 取代 P。) ， 


令 P =U P,, 则 v(P) =B < wm,P 是 > 的 正 集 令 N = 书 , 则 0 = PUN 是 -分 解 
(ii) 证 入 是 v 的 负 集 ,这 是 难点 . 用 反 证 法 . 设 有 4 CN, 使 (4) > 0, 因 4 非 
正 集 (否则 P U 4 是 正 集 ,但 v(P U 4) > B1) , 故 有 最 小 的 m es N, 使 得 有 4 C 4， 
v(A1) <-1/n. 又 v(A\A1) = v(4) -v(h1) > 0. 同 理 , 有 最 小 的 mm e N, 使 得 
有 4, C 4A\41,v(h,) < -1/n. 一般 地 ,有 最 小 的 ne N, 使 得 有 4, C A\ U4,, 
v(A1) <-1/n(k > 1). 令 4。 = U A,, 则 
v(A\Ao) >v(A)+ Sn >0. 


因 v(4) 有 限 , 故 > 办 < % ,ni 一 %.A\ho 亦 不 能 为 正 集 , 故 有 D C AM 使 v(D) < 
0. 取 天 充分 大 使 > 2,v(D) <-1/n, 则 D U 4; C A\ Uh,, 
v(DUA) =v(D) +z4) <-(m -1) ， 
这 与 ni 的 选择 相 政 盾 . 
(证 ) 证 式 (3.3.21). 任 给 4 e .有 ,有 
y(ANP)=vANP, NP,) +v(ANP,NN,) 
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=v(ANP, N P,) = v(AN P,), 
其 中 , 用 到 P, mn mm 是 v 的 零 集 . 同 理 , 可 证 z(4mN) =z(4nmnm). 口 
设 人 =PUN 是 v 的 Hahn 分 解 .定义 

2 (A) =v(ANP), v (4) =-v(ANN), Ae .名 (3.3.22) 
由 式 (3.3.21),v* 的 定义 与 Hahn 分 解 的 选择 无 关 . 直接 看 出 v' 与 v 均 为 正 测度 
且 > = v*-v ,这 就 是 v 的 Jordan 分 解 (对 照 式 (3.3.4) ). 令 入 = v'+v .直接 看 
出 1v(4) 1 < A(4) (4 e .%) ,因而 1v1 < 和 (注意 引 理 3.3.1 仍 可 用 ). 其 次 有 

A(A)=| v(ANP)I+l v(ANN)| 
<lv|l (A4ANP)+lv| (4ANN) =lv| (4), 

其 中 , 4 e . 台 , 这 推出 和 A <1 v1 ,因而 和 A =1v1, 即 1 v1 = v*+v .可 见 式 (3. 3.4) 
仍然 成 立 . 车 1 v1 < om , 则 由 式 (3. 3.4) 解 出 v*: = 27 (1 vi +v) ,这 恰 与 式 (3.3.3) 
一 致 . 因此 ,由 式 (3.3.22) 引出 的 Jordan 分 解 涵盖 了 有 限 实 测度 的 Jordan 分 解 . 


设 沁 是 Q 上 的 正 测度 /是 2 上 的 实 可 测 函数 ,| au 有 定义 , 则 


这 浊 中 汪 [fap., 4 EL. (3. 3.23) 


是 人 上 的 广义 实测 度 . 令 P = {f=01,N = PP, 则 0 = PUN 是 vv 的 一 个 Hahn 分 
解 . 结合 式 (3.3.22) 与 式 (3.3.23) 易 验证 


v* (4) = {fF gp, v7 (4) = | 


1z1 (4) = [1f1 wu， 4 E . 允 


最 后 一 式 恰 与 式 (3.3. 10) 一 致 ,但 此 处 并 不 排除 | >1 (4) = %. 当 v 由 式 (3.3. 
23) 定义 时 写作 dv = fdy, 也 称 f = dx/d 为 v 对 的 R-N 导数 . 

现在 考虑 Lebesgue 分 解 ,有 了 定理 3.3.3 之 后 ,这 件 事 已 不 很 困难 了 . 首先 指 
出 ,前 面 定义 的 关系 jw 上 zy 与 < 巡 亦 可 用 于 广义 实测 度 . 当 dv = fd 时 必 v < 过; 
v < | v1 之 信 v hh. 若 lv1 是 o 有 限 测度 , 则 说 vv 是 oc 有限 的 . 

定理 3.3.8 设 v 是 QQ 上 的 oc 有 限 广义 实测 度 ,是 上 的 oc 有 限 正 测 度 , 则 
存在 唯一 分 解 x = v。+v,(v 的 Lebesgue 分 解 ) , zw 与 v, 都 是 2 上 的 o 有 限 广义 实 
测度 ,uw 上 vv,,dv。= fdy,f 是 人 上 的 实 可 测 函 数 . 

证 唯一 性 的 证 法 与 定理 3.3.3 一 样 ,只 需 考 虑 分 解 的 存在 性 . 因 有 Jordan 分 
解 可 用 , 不 妨 设 > 是 x 有 限 正 测度 . 取 分 解 2 = U 4,, 使 v(4,) < wm (n e N). 在 
每 个 4, 上 应 用 定理 3. 3. 3 得 出 

zl14 = 大 de + (AI4) Lv,, nelN, (3. 3.24) 
其 中 ,0 <f e L (4, yw) ,vs 是 4, 上 的 有 限 正 测度 . 约定 f.1 4; = 0,4; 为 v 的 零 集 ， 
则 可 以 认为 上 es (0,p) ,vs 是 人 上 的 有 限 正 测度 . 令 f = 2f.,dv。 = feu,v, = 
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> v, 则 ww 与 v, 均 为 上 oo 有限 正 测度 . 利用 式 (3. 3. 24) ,容易 验证 > = v。 +v,， 


人 上 v,,v。 + v, 就 是 所 要 的 Lebesgue 分 解 . 口 

如 同 定理 3.3.3 一 样 ,由 定理 3.3.8 直接 推出 : 若 > 是 Q 上 的 c 有 限 广义 实测 
度 风 是 2 上 ez 有 限 正 测度 ,> 之 久 , 则 必 dv = fdu. 特别 dv = hd1 vl 且 不 难 由 定 
理 3.3.8(ii) 推 出 171 =1,171l -a.e.. 


任 给 fe (0,E,1v1), 仍 可 用 式 (3.3.19) 来 定义 积分 | Jav; 若 > 是 有 限 
的 , 则 式 (3.3.19) 仍 与 式 (3. 3. 15) 一 致 这些 都 不 必 详 述 . 


3.4 ”LCH 上 的 测度 与 积 


在 前 两 节 中 ,积分 的 两 个 要 素 一 一 被 积 函 数 与 测度 , 均 已 被 推广 到 无 限 维 向 量 
值 的 情形 . 沿 以 上 两 个 方向 继续 前 行 ,已 经 难 有 作为 . 强 有 力 的 推动 应 当 来 自 新 的 
结构 的 加 入 ,这 就 是 测度 与 之 关联 的 拓扑 结构 . 本 节 中 要 考虑 LCH 上 的 正则 测度 . 
这 种 测度 由 于 受制 于 空间 的 拓扑 结构 而 具有 较 一 般 测 度 更 良好 的 性 质 ,因而 关于 
它 的 积分 能 达到 更 深入 的 结论 . 关键 的 事实 是 在 LCH 上 ,函数 的 连续 性 与 对 正则 
测度 的 积分 之 间 存 在 某 种 关联 ,而 就 一 般 测 度 空间 上 的 积分 论 而 言 ,连续 性 是 完 
全 不 予 考虑 的 . 

本 节 中 设 (2,r) 是 给 定 的 LCH , 即 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 , 以 史记 0 中 的 
Borel 集 族 .在 3.1 节 中 已 将 Borel 测度 界定 为 定义 于 . 罗 上 且 使 紧 集 有 有 限 测度 的 
正 测度 . 最 有 价值 的 是 那些 具有 一 定 “ 正 则 性 质 ” 的 Borel 测度 ,正则 性 定义 如 下 : 

定义 3.4.1 设 儿 是 人 上 的 一 个 Borel 测度 . 若 人 满足 以 下 条 件 : 

(Ri ) x 在 每 个 Borel 集 4 上 是 外 正 测 的 ,这 意味 着 


LA=inflnyV:ACVer}; (3.4.1) 
(R,) 人 在 每 个 开 集 4 上 是 内 正则 的 ,这 意味 着 
KA = supluK:KC4,K 是 紧 集 }， (3.4.2) 


则 称 为 正则 测度 2. 
若 v 是 (02,.2) 上 的 E 值 测度 或 广义 实测 度 ,1 v1 是 正则 的 , 则 说 > 是 正则 的 . 
简单 地 说 ,正则 性 是 一 种 和 逼近 性 质 . Borel 集 的 测度 可 用 开 集 的 测度 “从 外 面 ” 
逼近 ; 开 集 的 测度 可 用 紧 集 的 测度 “从 内 部 ”逼近 . 如 从 经 典 实 分 析 中 所 熟知 的 ， 
Lebesgue 测度 就 具有 这 些 通 近 性 质 . 不 妨 说 ,正则 测度 正 是 一 种 接近 于 Lebesgue 
测度 的 测度 ， 自 然 可 以 指望 ,关于 正则 测度 的 积分 论 将 更 接近 于 Lebesgue 积分 论 . 


Q@ 对 于 正则 测度 有 多 种 互 有 差异 的 定义 . 例如 ,Folland(1984 ) 将 此 处 所 定义 的 正则 测度 称 为 Radon 测 
度 ,而 将 正则 测度 定义 为 在 Borel 集 上 同时 外 正则 与 内 正则 的 Borel 测度 . 
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由 条 件 (Ri ) (R,)( 依 定义 3.4.1, 下 同 ) 所 刻画 的 性 质 还 可 以 进一步 细 化 ,有 
关 的 结论 汇集 于 下 : 

命题 3.4.1 设 儿 是 0 上 的 正则 测度 , 4 es .多 ,4A( 关 于 jw) 有 oc 有 限 测度 , 则 以 
下 结论 成 立 : 

(i) Ve > 0, 存 在 4 的 开 邻 域 V, 使 得 (WV\A4) < &; 

(i) 人 在 4 上 是 内 正则 的 ( 依 条 件 (3.4.2) ) ; 

(过 ) 设 j 是 a 有限 测度 , e > 0. 则 存在 开 集 C 与 闭 集 Ff, 使 得 FCACGEH 
nu(G\F) < 2. 存在 F, 集 与 cs 集 Go ,使 得 FoC4CCno Hu(Go\F) = 0. 


证 (i) 设 4 =U4, hh4, < %m (ne). 由 条 件 (R,) 有 开 集 V, 2 4,, 使 得 
pV\M,) < se2"(n e N). 于 是 4CVAUV,， 
nL(V\A) < Yul(V\A,) < 


(ii) 可 设 4W4 < wm. VY e > 0, 取 开 集 U D 4, 使 得 u(U\4) < e. 然后 取 开 集 
VD U\A, 使 得 uV < e. 由 条 件 (R,) ,有 紧 集 KCU, 使 得 u(U\K) < se. 令 B = 天 \T， 
则 B 是 紧 集 ,B C 4， 

nLB=n(K\(KNV)) nuK -nV 
>uU-n(U\K) -en4 - 26, 

这 表明 人 在 4 上 是 内 正则 的 . 

(证 ) 分 别 对 4 与 4° 用 已 证 的 结论 (i) ,得 出 开 集 G 与 V, 使 得 4 C C,4 CT， 
(GMA) V nu(VA4*) < ge/2. 令 = 严 , 则 下 是 闭 集 ,F C 4， 

nu(G\F) =u(G\A) +u(A\F) < &. 

最 后 的 结论 是 明显 的 . 口 

所 证 结论 表明 , oc 有 限 正则 测度 在 Borel 集 上 同时 是 外 正则 的 与 内 正则 的 ; 有 
限 Borel 测度 jx 是 正则 测度 的 充 要 条 件 是 : 任 给 4 se . 罗 ,e > 0, 存 在 紧 集 天 与 开 集 
7, 使 得 ACTAK) < 2. 若 凡 已 完备 化 为 某 个 o 代数 .名 上 的 测度 , 则 命题 3.4. 1 的 结 
论 亦 适 用 于 4 e .了 色 

看 几 个 正则 测度 的 简单 例子 . 

例 3.4.1 (i) 设 0 是 一 个 离散 拓扑 空间 (这 意味 着 2 的 任何 子 集 是 开 集 ,这 
样 的 2 显然 为 LCH) ,是 人 2 上 的 计数 测度 , 则 直接 看 出 jy 是 正则 测度 . 

(ii) 设 0Q2 是 任 给 LCH, a e 02,6, 是 a 处 的 Dirac 测度 (由 例 3.1.1(i) ). 任 给 
A CQ 若 a e 4, 则 6, 在 4 上 显然 是 外 正则 的 . 若 a # 4, 则 Vx e 4, 存 在 x 的 开 
邻 域 V., 使 得 a ¢ VV. 令 V = UW, 则 V 是 开 集 ,A CV,a g V, 从 而 6,(V) = 6,(4) = 
0. 这 表明 6, 在 4 上 也 是 外 正则 的 . 其 次 设 4 CQ 是 一 开 集 . 知 cc # 4, 则 对 任何 紧 集 
KCAh, 有 a gg; 若 a e 4, 则 必 有 a 的 紧邻 域 K 使 KC 4 (由 命题 1.3.1(i) ) , 因 
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而 5。(K) = 6,.(4) = 1. 这 表明 6, 在 4 上 是 内 正则 的 . 因此 ,65, 是 0 上 的 正则 
测度 . 

(这 ) 设 Q2 是 LCH,y 是 0 上 的 正则 测度 ,4 是 2 的 开 子 空间 , 则 4 亦 为 LCH 
易 . 验证 在 4 上 的 限制 亦 是 正则 测度 . 

如 果 22 是 第 二 可 数 的 LCH , 则 正则 性 条 件 (Ri ) 与 (R,) 的 验证 是 平凡 的 . 

定理 3.4.1 设 (2,r) 是 第 二 可 数 的 LCH, pn 是 人 上 的 Borel 测度 , 则 jw 是 o 
有 限 的 正则 测度 ,对 于 它 命题 3.4.1 的 结论 均 成 立 . 

证 因 Q2 是 o 紧 的 (由 定理 1.3.7), 故 是 oc 有限 的 .将 定理 1.3.7 用 于 02 中 
任 一 非 空 开 集 ( 它 亦 为 第 二 可 数 的 LCH) 得 出 条 件 (R,) 满 足 . 难点 在 于 验证 条 件 
(Ri ) ,下 面 分 两 种 情况 考虑 . 

(i) 设 Hp2 < om. 令 .名 由 如 下 的 Borel 集 4 组 成 : 

nA =inf tk:4CYerl = supluF:A CF ese7l 
显然 7 C .%, 故 只 要 证 .有 % 为 o 代数 (如 此 则 . 罗 C .如 , 从 而 条 件 (R,) 满 足 ). 易 见 
A e .有 如 = 4 e . 必 其 次 假设 4 = U4,,A, e .GB(n e N). Ye >0,n e N, 取 开 集 
V 与 闭 集 F,, 使 得 FC 4, C Vsp(V\F,) < se2™*, 则 


B, AUFCACUV.AY, 
pVB,) < era 人口 PP 
由 此 看 出 4 e . 台 ,. 名 是 ez 代数 ,如 所 要 证 . 
(ii) 设 p2 = %. 可 设 2 = U 以 ,以 是 相对 紧 开 集 (由 命题 1.3.1(ii) ). /在 
U, 上 的 限制 是 正则 的 (由 例 3.4.1( 赴 )). 设 4C2 是 Borel 集 ,se > 0 , 则 有 开 集 
,使 得 4 UC VC Up(VM) < se2"(n EN). 于 是 4CYAU 了 多， 
u(V\A) < Dn(V\A) < e， 


这 表明 条 件 (R, ) 满 足 . 口 

由 定理 3.4.1 特别 推出 , R" 及 其 任何 非 空 开 ( 或 闭 ) 子 集 上 的 Borel 测度 ( 如 
Lebesgue 测度 ) 是 oc 有限 正 则 测度 . 

现在 转向 2 上 的 Borel 可 测 函 数 及 其 积分 问题 . 回忆 一 下 在 3. 1 节 中 已 提 到 ， 
(02,.2) 上 的 可 测 函数 称 为 Borel 可 测 函 数 , . 罗 是 2 中 的 Borel 集 族 . 如 已 指出 的 ， 
2 上 的 连续 函数 必 为 Borel 可 测 函 数 . 一 个 自然 的 问题 是 :Borel 可 测 函 数 与 连续 函 
数 的 差距 究竟 有 多 大 ? 如 下 著名 的 Lusin 定理 回答 了 这 一 问题 : 

定理 3.4.2 设 儿 是 人 上 的 正则 测度 ,f 是 人 上 的 K 值 Borel 可 测 函 数 , {lf 关 
0}<% , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) Ve > 0, 存 在 g e C.(0) ,使 得 {fg} <e 且 lello < flo; 
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(ii) 存在 序列 1g,| C CC2) ,使 得 8 一 /ae (On 一 om) 且 | 8.1。 
fl ol(n es N). 

证 了 (i) 不 妨 只 考虑 了 为 实 函 数 的 情形 (否则 分 别 考虑 了 的 实 部 与 虚 部 ). 设 
已 有 ge C.(Q) ,使 得 {if 关 g) < 2, 今 将 g 改造 为 he C,(Q2) ,使 得 仍 有 
nlf hl) <2 且 | hl | fio. 可 设 fo < o , 令 

pr) = (rA fo) V(- |fllo), reR, 
则 gp e C(R),| pC7) ls fo, 当 I ris 1 时 p(r) =7. 令 hh =gp。g, 则 
he Cn), hlos filo. 当 g(x) = f(x) 时 h(x) = fx) ,因此 
ulfz¥h} sulfz¥8} < e. 

现在 证 满足 bz 关 8 < 的 g e C.(0) 存在 . 令 4 = {f 关 01. 因 凡 在 4 上 是 
内 正则 的 (由 命题 3.4.1(i) ) ,不 妨 设 4 是 紧 集 .又 因 ji1ifl > 中 一 0(n 一 o ) , 故 
可 设 f/ 有 界 , 进而 不 妨 设 0 <f < 1( 否 则 用 一 变量 代 换 ). 设 | 有 1 是 定理 3. 1.2 之 证 
中 所 构成 的 简单 函数 序列 , 令 e, = if > hil (ne N, 约 定 有 -= 0), 则 f= 


> 2™"E. 取 相 对 紧 开 集 V 2 4. 由 正则 性 ,有 紧 集 K, 与 开 集 V, ,使 得 


K,Ce.CVCV, nV\K) <e2", neN. 


取 g,e C(0) ,使 得 K, < g, < 了 (ne N). 令 g = 站 2g,, 则 g < C(0) ,直接 看 
出 supp g CV, 因 而 g se C.(0)， 


ulf zg8l< Yulg, zé,| 


< Dn V,\K,) < 2. 


(ii) Vn e N, 取 g, e C.(0) ,使 得 kzg <2" 且 |g,lo< flo 令 
4 = lim{f 关 g,| , 则 jw.4 = 0, 易 验证 在 4 上 g(x) 一 f(x) (n> %). 口 

现在 考虑 关于 正则 测度 的 积分 . 对 于 3.1 节 中 所 述 的 一 般 测度 空间 上 的 积分 
论 ,我 们 曾 指出 可 积 性 与 连续 性 无 关 是 一 个 很 大 的 优势 ,这 使 得 积分 的 应 用 范围 显 
著 扩 大 . 另 一 方面 ,处 理 连 续 函 数 毕 竟 有 特殊 的 方便 ,这 就 促使 我 们 设想 ,连续 函数 
关于 正则 测度 的 积分 有 其 特殊 价值 . 下 面 将 引述 的 基本 结果 表明 ,正则 测度 本 身 也 
完全 由 连续 函数 的 某 种 积分 决定 . 设 是 人 Q 上 的 一 个 正则 测度 . 任 给 € C.(0) ,f 
显然 关于 可 积 ,这 就 可 定义 如 下 线性 泛 函 : 


@ 这 个 别具一格 的 证 明 依据 文献 (Feldman, 1981). 
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LO) = | fy, fe C(O). (3.4.3) 


奉 f 宇 0, 则 (Jf) > 0. 有 后 一 性 质 的 线性 泛 函 称 为 正 线性 泛 函 . 一 个 深刻 得 多 的 
事实 是 以 上 结论 的 逆 成 立 ,这 就 是 如 下 著名 的 Riesz 表示 定理 *: 

定理 3.4.3 设 L 是 C.(0) 上 的 正 线性 泛 函 , 则 人 2 上 存在 唯一 正则 测度 ,使 得 
L = 上 ,LL 依 式 (3.4.3). 凡是 有 限 测 度 全 二 有 界 , 且 当 工 有 界 时 .02 = 中. 

以 上 结论 意味 着 (3.4.3) 是 C.(2) 上 的 正 线 性 泛 函 的 通 式 , 即 C.(02) 上 的 每 
个 正 线性 泛 函 可 表 为 对 某 个 正则 测度 的 积分 “表示 定理 "一 词 , 盖 出 于 此 . 

定理 3.4.3 的 证 明 较 长 ,可 参见 文献 (Rudin, 1987). 基本 思想 是 : 设 几 是 满足 
定理 要 求 的 正则 测度 , 则 对 任何 紧 集 与 开 集 VK,K <f<V, 有 

pk < 1 = fi < pr 
利用 定理 1.3.6 及 kh 的 正则 性 得 出 
WV = sup{L(f) :fe C.(0),f<V, (3.4.4) 
nuK = inf {L(f) :fe C.(0),K<Hf. (3.4.5) 
这 在 一 方面 得 出 了 j 的 唯一 性 , 男 一 方面 提示 了 的 构成 . 以 人 TY 记 式 (3.4.4) 右 
端 ,然后 令 
uA=influnV:ACVer7r}l, AcCcn, 

则 问题 归于 验证 上 = jp.” | .多 满足 定理 要 求 . 这 件 事 颇 具 技 术 性 因而 有 些 繁 元 ,你 未 
必 对 其 感 兴趣 . 涉及 有 界 性 的 结论 倒是 很 简单 的 ,你 不 妨 自己 给 出 其 证 明 . 

Riesz 表示 定理 是 近代 分 析 学 中 最 有 价值 的 成 果 之 一 , 它 为 在 LCH 中 建立 积 
分 论 提 供 了 一 个 强 有 力 的 一 般 方法 . 就 LCH 上 的 积分 而 言 ,定理 3.4.3 提供 了 一 
个 全 新 的 观点 :本 质 上 ,积分 不 过 是 一 定 函 数 空间 上 的 线性 泛 函 而 已 . 至 于 这 个 线 
性 泛 函 最 初 以 什么 形式 给 出 , 则 只 是 一 个 表现 形式 问题 ,具有 广泛 选择 的 可 能 性 ， 
包括 一 些 初 看 起 来 似乎 很 难 认同 为 积分 的 形式 . 但 不 论 最 初 的 表述 形式 如 何 ,都 可 
以 归结 到 一 个 共同 的 表达 形式 , 即 关于 某 个 正则 测度 的 积分 . 

上 述 关于 积分 的 新 观点 在 方法 上 带 来 了 革命 性 的 改变 . 让 我 们 对 照 一 下 引入 
积分 的 两 条 看 来 互相 对 立 的 途径 : 

(A) 在 人 上 直接 构成 某 个 正则 测度 j, 然后 循 3.1 节 与 3.2 节 的 方法 展开 关 
于 测度 w 的 积分 论 . 这 是 一 条 更 传统 的 路 线 ,比较 合 于 常规 的 思路 , 它 的 起 点 是 测 
度 j 的 构成 . 问题 在 于 这 种 构成 往往 不 易 ( 试 回想 一 下 Lebesgue 测度 的 构成 ) ,以 
至 成 为 建立 积分 论 的 难以 逾越 的 门槛 . 

(B) 首先 在 2 中 的 “好 函数 ”空间 C.(0Q2) 上 构成 某 个 正 线性 泛 函 二 , 然后 由 


@ 实际 上 ,F. Riesz 只 是 考虑 了 X = [a,b] 的 情况 且 仅 用 到 RS 积分 而 不 涉及 测度 . 更 一 般 的 结果 由 
Kakutani 与 Bourbaki 于 20 世纪 40 年 代 初 得 到 . 
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Riesz 表示 定理 断定 存在 一 个 正则 测度 4, 使 得 所 构成 的 正 线性 泛 函 实际 上 就 是 关 
于 的 积分 . 这 就 是 现在 要 特别 提倡 的 新 路 线 , 它 的 起 点 是 正 线性 泛 本 工 的 构成 ， 
不 能 说 这 件 事 一 定 很 容易 ,但 在 方法 上 可 能 具有 更 多 样 化 的 选择 ,尤其 是 可 能 利用 
一 些 已 知 的 积分 工具 (如 Riemann 积分 ). 
以 上 两 种 方法 的 结果 是 一 样 的 :一 个 正则 测度 jw 及 关于 4 的 积分 论 . 但 方法 
(B) 避 开 了 测度 j 的 直接 构成 一 一 这 件 事 已 由 Riesz 表示 定理 一 劳 永 逸 地 完成 了 ， 
不 必 再 去 重复 它 . 这 就 为 在 LCH 上 引入 测度 与 积分 提供 了 一 个 更 简捷 与 更 经 济 的 
方法 ,其 价值 实 难 估量 . Riesz 表示 定理 的 表述 并 未 提 到 测度 j 的 实际 构成 ,因而 使 
这 个 仅仅 被 告知 其 存在 的 缺少 直观 性 ,或 许 是 方法 (B) 的 缺憾 .但 这 对 于 应 用 来 
很 人 少 术 测度 
可 作为 典型 例子 一 一 实际 运用 过 程 中 也 是 很 少 联系 到 它 的 具体 构成 的 . 
下 面 看 几 个 应 用 Riesz 表示 定理 的 简单 例子 . 
例 3.4.2 (i) 设 人 0 是 一 个 离散 拓扑 空间 . 显然 上 的 任何 KK 值 函 数 均 连续 ， 
人 2 上 的 紧 集 即 有 限 集 ,因此 C.(2) = {fe K”: 1f 关 0} 是 有 限 集 }. 定义 
L(f) = 之 败 z) ， fe C.(0), 
则 工 显然 是 C.(02) 上 的 正 线 性 泛 应 . 由 定理 3. 4.3, 工 唯一 决定 人 上 一 正则 测度 yx. 
不 消 说 ,x 正 是 人 QQ 上 的 计数 测度 . 
(ii) 设 人 0 是 任 一 LCH, 取 定 a e 02 定义 
L(f) = fla), fe C.(0), 
了 显然 是 C.(Q2) 上 的 正 线性 泛 函 . 于 是 工 唯 一 决定 2 上 一 正则 测度 ,使 得 
Lf = fa), fe C(O). 
这 个 j 就 是 熟知 的 Dirac 测度 5。. 
(证 ) 设 v 是 QQ 上 给 定 的 Borel 测度 , /是 CQ 上 的 非 负 Borel 可 测 函 数 , 任 给 紧 集 


Kc 0,|fav < o. 定义 


Lp) = | ezr，9p e C.(0), 
则 工 是 C.(C2) 上 的 正 线性 泛 函 . 设 凡是 由 大 决定 的 正则 测度 , 则 
gfav = et， s C.(0), 
自然 就 记 du = fdv. 
(iv) 设 工 是 R? 中 一 紧 光滑 曲面 ,定义 
LI = jfas, fe CT), 
其 中 ,ds 是 曲面 下 的 面积 元 .上 是 CCF) 上 的 正 线性 泛 函 ,于 是 有 厂 上 的 正则 测度 
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人 ,使 得 
as = [ fax, fe CT). 


可 见 , 通 常 的 曲面 积分 无 非 是 对 测度 人/ 的 积分 . 上 述 的 人 就 称 为 上 的 Lebesgue 测 
度 , 人 也 正 是 六 的 面积 . 

以 上 例子 固然 有 趣 ,但 远 不 足以 表现 Riesz 定理 的 强大 力量 . Riesz 表示 定理 的 
价值 主要 体现 于 那些 难以 直接 描述 的 测度 的 引入 . 本 书 中 将 有 多 次 机 会 接触 到 这 
类 问题 ,下 面 就 是 一 个 例子 . 

设 02 与 厂 是 两 个 LCH, pj 与 v 分别 为 2 与 夏 上 的 正则 测度 . 因 j,v 未 必 是 oc 有 
限 的 , 故 不 能 由 定理 3.1.5 说 到 积 测度 1 x zx 另 一 方面 , 易 见 Q x 丁 亦 为 LCH ,定义 


LD = [op(x) [fxsy) dy(y), fe CQxT) 


不 成 问题 且 了 是 C.(C2x 太 ) 上 的 正 线性 泛 函 . 于 是 由 Riesz 表示 定理 有 (2x 厂 上 的 
正则 测度 ,使 得 


[fan = [aps) [fxsy) av(y), fe C(OxT). (3.4.6) 


上 述 的 了 称 为 多 与 v 的 正则 Borel 积 , 记 作风 办 z 若 有 2 与 三 均 为 第 二 可 数 的 LCH， 
则 Q x 工 亦 为 第 二 可 数 的 LCH, 因 而 积 测度 jw xv (由 定理 3.1.5) 是 2x 厂 上 的 正 
则 测度 (用 定理 3.4.1). 结合 Fubini 定理 与 式 (3.4.6) 有 


hf ®r) [fap xz)， fe C(xT). 


于 是 由 定理 3.4.3 中 的 唯一 性 结论 得 出 jw xv = 人 办 > 

在 一 般 情况 下 ,关于 测度 jv 有 如 下 Fubini 定理 : 

定理 3.4.4 设 Q 与 夏 是 两 个 LCH,wk 与 v 分 别 为 2 与 牙 上 的 正则 测度 ,x @ 
> 是 它们 的 正则 Borel 积 . fe (QOxT,n@v),|f 关 0} ChxB,4 与 8 分 别 对 4 
与 vy 是 oc 有限 的 , 则 成 立 


| 四 = ops) fx,y) dv(y) 


= [av(y) [flx,7) ds) 


关于 定理 3.4.4 可 参见 文献 (Folland，1984 ) . 

最 后 讨论 一 下 > e M(O) 的 正则 性 . 首先 ,结合 定义 3.4. 1 与 命题 3. 4. 1 容易 
得 出 如 下 正则 性 条 件 : 

命题 3.4.2 设 儿 是 上 的 go 有限 Borel 测度 , 则 jp 是 正则 的 Ve > 0， 
V4 e .2B, 当 14 < o 时 存在 开 集 V 与 紧 集 K, 使 得 KCACVE 有 Hu(V\K) < e. 因 
此 , 若 ,v 是 人 上 的 oo 有 限 Borel 测度 ,v < pn 是 正则 的 , 则 vw 亦 是 正则 的 . 

现在 设 v 是 (0Q2,.2) 上 的 广义 实测 度 , 则 由 Jordan 分 解 有 
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27 Vv <lv|=v +yv. (3.4.7) 
奇 v = w+ 是 (02,.29) 上 的 复 测度 , 则 易 推出 
luzlVlvl<lv|l<lw|l+lvl. (3.4.8) 


于 是 结合 命题 3.4.2 与 不 等 式 (3.4.7) , 式 (3.4.8) 得 到 

推论 3.4.1 阁 v 是 (02,.2B) 上 的 rc 有 限 广义 实测 度 , 则 > 是 正则 的 全 六 与 六 
是 正则 的 . 若 > 是 (02,.2) 上 的 复 测度 , 则 > 是 正则 的 全 Rev 与 Imv 是 正则 的 . 若 
v 是 (02,.2) 上 的 正则 复 测度 , 则 vw 完全 决定 于 vw 在 开 集 上 的 值 . 

证 ”只 要 证 最 后 一 个 结论 . 为 此 又 只 要 证 :车 v 是 (02,.2) 上 的 正则 复 测度 , 任 给 
开 集 VC 02, 有 v(V) = 0, 则 > = 0. 不 妨 设 v 是 实测 度 ,(2 = P UN 是 其 Hahn 分 解 . 任 
给 紧 集 天 C 2, 有 z(K) = v(0) -v(K) = 0. 因 vw* 是 正则 的 , 由 命题 3.4.1(ii) 有 

v'+ (P) = supflz(K) :天 C 忆 是 紧 集 } = 0. 
同 理 , > (V) = 0. 于 是 1zl1 (2) =v*(P) tv (N) =0, 从 而 > = 0. 口 

最 后 ,对 正则 测度 及 相关 记号 约定 作 点 说 明 . 在 LCH 上 ,原则 上 并 不 排除 使 用 
正则 测度 以 外 的 测度 . 但 毫 无 疑问 , 唯 有 正则 测度 能 自然 地 体现 空间 拓扑 结构 的 影 
响 . 因此 , 凡 同 时 涉及 空间 拓扑 结构 与 测度 的 问题 ,使 用 正则 测度 必定 是 常见 的 选 
择 . 鉴于 此 ,今后 说 到 LCH 上 的 正 测度 与 向 量 值 测度 时 ,不 妨 无 例外 地 概 指正 则 测 
度 .与 此 相应 , 当 人 为 LCH 时 ,约定 M(Q2,E) 表示 人 2 上 的 有 界 正则 EE 值 测度 的 全 
体 . 在 这 种 理解 下 ,M(Q2,E) 仍然 是 一 个 Banach 空间 ,与 M(0Q,E) 有 关 的 命题 
3. 3. 2 ,定理 3.3.2 ~ 定理 3.3.4 仍 成 立 ,只 要 其 中 用 到 的 也 是 正则 测度 . 若是 
第 二 可 数 的 LCH, 则 正则 性 可 不 予 考虑 . 
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在 第 2 章 中 我 们 看 到 ,微分 学 导致 考虑 可 微 函 数 的 空间 多 ". 与 此 相 呼应 ,积分 
学 导致 考虑 一 定 的 可 积 函 数 空间 ,主要 是 ,后 者 在 分 析 中 有 同样 重要 (或 许 更 
大 ) 的 应 用 价值 . 实际 上 ,我 们 已 多 次 接触 到 空间 也 与 六 了 . 对 于 更 一 般 的 空间 
,现在 正 是 作 系 统考 察 的 适当 时 机 . 

以 下 设 (02,.%,u) 是 给 定 的 完备 测度 空间 .车 2 是 LCH, 则 总 以 史记 人 2 中 的 
Borel 集 族 且 设 久 是 (02,. 和 D 上 的 正则 测度 , 它 已 扩张 为 .名 上 的 完备 测度 (由 定理 
3. 1.1). 其 次 , 设 E 是 给 定 的 (K 上 的 ) Banach 空间 , 1 <p = gq/(gq-1)<%, 当 
p=1 或 w 时 g = % 或 1. 任 给 可 测 函 数 1: 0 一 ,约定 以 1f1 记 函 数 

If(x) | (x e 1), 令 


(J ir") ， 1<p<%, 


inf fla, pS 
A4c=0 


fl, = (3.5.1) 
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以 (0,E,p) 记 使 171 ，< % 的 可 测 函 数 /: 0 一 已 之 全 体 ,也 简写 作 书 ,其 中 ， 
几乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 . 若 2 是 LCH, 0 的 非 空 开 子 集 有 正 测度 ,fe C(0， 
E), 则 必 f= fle 

命题 3.5.1 (OQ,E,u)(1 志 p< % ) 依 范 数 (3.5.1) 是 一 个 Banach 空间 ， 
其 中 ， 范 数 收敛 序列 必 依 测度 收敛 且 含 几乎 处 处 收敛 子 列 . 

证 只 考虑 1<p < om 的 情况 ( = om 的 情况 证 明 更 简单 些 ). 直接 从 式 (3. 5. 1) 
看 出 fl, 满足 范 数 公理 (N,) 与 (N,) (由 定义 1.2. 1). 用 初等 方法 易 建 立 如 下 
Holder 不 等 式 . 

bifilelds le feL,eel. (3.5.2) 

若 f,g e 己 , 则 分 别 以 1 f1 与 1f+g1" 取代 1 了 | 与 181 ,应 用 式 (3.5.2) 得 

hififrelm es ll,l lf+el™l, 

= fl ,lf +elY. 

同 理 ， 

biellf+elr dq < el,lf+el”. 
于 是 

lf+relss< ffitiel)lf+el du 

< (AN + els) lf+elY, 
这 得 出 1 /+ El < fl + Dg, 这 就 验证 了 范 数 公 理 (N,) ~ (N,). 
设 || C 灵 满 尾 马 上 大 上 < . 令 s = 马 1 大 1 则 由 Ieqi 定 再 有 


人 > If! 1.< 二 17 
这 推出 g < om ,ae (由 命题 3.1.2(i) ) ,因而 >/ 几乎 处 处 收敛 于 某 个 可 测 函 数 
上 显然 1 FI < g, 因 而 fe L?. 因由 控制 收敛 定理 有 

2) = bl El 


<|(Z BAD 
故 》f 在 5 中 收敛 于 f 由 引 理 1.2.1, 空 间作 是 完备 的 . 
若 f,f, e (ne N), lf -fl,—0, 则 Ve >0, 有 
gpllf. -fl> el < Nf -fl 0, no%, 
这 表明 /一 > 然后 用 定理 3.1.3 得 出 | 上 有 几乎 处 处 收敛 子 列 . 口 


gl, = lim 
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与 空间 (02,E,n) 有 关 的 一 些 术语 与 记号 说 明 如 下 : 上, 称 为 L 范 数 , 当 
必要 标明 测度 有 时 写作 1 vo. 空间 太 (0,E,p) 也 简写 作 玉 (0,E) 或 (pp)， 
其 中 的 函数 称 为 函数, 亦 称 为 p 次 可 积 函数 ( 若 p < wm ) 或 本 性 有 界 函 数 ( 若 p = 
% ). 约定 (0) = (0Q,K) ,2(0) 也 写作 (0,p). 当 0QC R" 而 未 特别 说 明 时 
认定 人 (0) = (0Q,m) ,m 是 n 维 Lebesgue 测度 .空间 /中 的 范 数 收敛 称 为 收 
得, 当 上, -7 一 0 时 记 作 太 二 Km 一 om). 若 1 大 p < % , 则 灵 收 敛 也 称 为 六 次 


平均 收 化 ; L! 收敛 与 严 收敛 分 别称 为 平均 收 伍 与 均 方 收 伊 . 当 矿 仿 f 时 也 说 {| 
2 逼近 于 凡 或 说 是 /的 书 近 似 . 在 近代 分 析 学 中 ,这 些 术 语 已 如 此 通行 ,应 成 为 
常识 中 不 言 自明 的 一 部 分 . 

车 凡是 计数 测度 , 则 约定 P(0,E) = (0,E,n),P(0) =P(0,K),P = P(N). 
空间 PP 已 见于 例 1.2.1( 语 ). 任 给 x e (0Q,E), 结合 式 (3.5.1) 与 式 (3.1.16) 得 


1, 省 (3. 5.3) 


suplx(w) | = lxlo, p= %. 
特别 地 ,对 于 x = (x,) e P(N,E) , 有 
Ba Rg (3. 5.4) 
sup | x。 ， 六 = 
将 Halder 不 等 式 (3.5.2) 用 于 x e 『,y e 1 得 出 
Dry < x ly (3.5.5) 


若 匹 是 Hilbert 空间 , 则 户 (0Q2,E) 与 六 (N,E) 均 为 Hilbert 空间 ,其 中 , 内 积分 别 定 
义 为 

,8) = | x) ,g(x)) py, fg e LQ,E), (3.5.6) 

(x%,y) = Dx,ys), X,Y E P(N,E). (3. 5.7) 


尤其 值得 注重 的 是 形 如 (0) 的 Hilbert 空间 ,在 完全 严格 的 意义 上 , 它 穷尽 了 所 
有 Hilbert 空间 . 

命题 3.5.1 所 确立 的 完备 性 表明 空间 5 足够 大 ,致使 它 能 在 5 收敛 的 极限 运 
算 下 保持 封闭 . 这 对 于 涉及 5 收敛 的 存在 性 论证 无 疑 是 重要 的 . 另 一 方面 ,我 们 就 
要 确立 一 个 似乎 恰好 相反 的 结论 :空间 忆 包含 某 些 足够 小 的 基本 集 ( 见 定义 1.2.3)， 
因而 空间 可 看 成 某 些 “好 函数 ”空间 的 完备 化 ,这 就 使 得 在 运用 空间 /时 可 充 
分 利用 其 中 的 “好 函数 ”所 能 带 来 的 方便 . 

定理 3.5.1 设 1<p < om, 则 以 下 结论 成 立 : 
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(i) la&:a ek,Ae .1A < %| 是 空间 (0Q2,E) 的 基本 集 ,因而 每 个 f e 
(02,E) 可 用 简单 函数 通 近 ; 

(ii) 若是 LCH, 则 C.(02,E) 在 (0Q,E) 中 稠密 ; 

( 诞 ) 若是 第 二 可 数 的 LCH, EE 可 分 , 则 (02,E) (特别 是 (0Q)) 可 分 . 

证 (i) 只 需 证 每 个 fe (02,E) 可 用 简单 函数 了 通 近 . 取 可 数值 函数 列 
[1 ,使 得 .一 f,a.e.(n 一 %) 且 1f.1<21f1 (由 推论 3.2.1( 霹 )), 从 而 

1f.-fl?<constlflrelL. 

将 控制 收敛 定理 用 到 1 f. - f1? 得 到 1 六 -fl, 一 0(n 一 %). 


其 次 设 = 总 < 已 是 可 数值 函数 , 令 太 = 吕 oif,, 则 /是 简单 本 数 ,由 
ll = esl?e, < % 推出 
[ffl = Blol’pe 一 0， nm 一 om 
(ii) 显然 C.(.0,E) C .由 已 证 的 (i) ,只 要 证 每 个 f = of (ae E,4 e .%， 
pA < %) 可 用 C.(0,E) 中 的 函数 普通 近 . Ve > 0. 取 紧 集 K 与 开 集 V, 使 得 K C 


A CV,u(V\K) < er (由 命题 3.4.1). 取 wp e C.(0) ,使 得 KR<gp <V( 由 定理 1.3.6)， 
则 g = op € C.(0,E), 


lf -el,= (人 el 和 -el <elal 

(让 ) 取 可 数 个 相对 紧 开 集 构成 Q 的 一 个 拓扑 基 B (由 命题 1.3.1(ii) ) , 取 书 
中 的 可 数 稠 集 B. 取 定 f = ot(a e E,4 e .6, uA < wm). Vs > 0, 设 K,V 依 结论 
(站 ) 之 证 . 取 有 限 个 集 0 ,…,U,e B, 使 得 KCU =U UCV. 取 b eB, 使 4- 
bl <s. 令 g =6&,, 则 

If-gl,s ee 外 + Nbé, 区， 
< euA)? +elbl se + el +e]. 

因此 形 如 iv 的 函数 构成 五 (.0,E) 的 基本 集 . 因 5 < B 与 VU = U U; 都 只 有 可 数 种 
选择 , 故 (02,E) 是 可 分 的 . 口 

定理 证 明 中 用 到 以 下 事实 : 若 耻 是 赋 范 空间 不 的 基本 集 ,4 CX, 每 个 be B 可 
用 4 中 的 元 任意 逼近 , 则 4 亦 是 X 的 基本 集 . 这 是 处 理 盐 近 问 题 的 一 般 方 法 ,在 本 
书 中 还 要 多 次 用 到 ,值得 细 加 体会 . 此 外 还 应 注意 ,在 定理 3.5.1 中 p < w 是 重要 
的 . 一 般 来 说 ,在 空间 族 L(1 < p < % ) 中 ,L” 颇 显 另类 , 它 缺 少 空间 (1 <p < 
% ) 的 一 些 重要 性 质 ,因而 常常 被 排除 在 一 些 重要 结果 之 外 . 

下 面 转向 2 空间 的 对 偶 问题 . 首先 对 所 面 对 的 问题 作 一 点 一 般 说 明 . 对 于 给 
定 的 函数 空间 X, 若 能 找到 某 个 已 知 的 Banach 空间 了 , 使 得 存在 某 个 “自然 的 ”等 
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YsX*, y—L,, 

则 只 要 等 同 y 与 ,就 不 妨 认 为 Y 就 是 X 的 对 偶 空 间 , 或 者 说 Y 是 X” 的 一 个 表示 . 
这 样 的 结果 也 就 称 为 表示 定理 , 它 用 一 个 已 知 的 .通常 有 明晰 结构 的 空间 Y 来 表示 
仪 抽 象 地 给 定 而 结构 未 明 的 空间 X", 其 价值 是 不 言 而 喻 的 . 定理 1.7.4 就 是 一 个 
这 样 的 表示 定理 ( 它 就 被 称 为 Riesz 表示 定理 ) , 它 使 我 们 能 以 Hilbert 空间 玖 自身 
去 取代 H". 对 于 函数 空间 建立 适当 的 表示 定理 往往 不 易 , 仅 在 某 些 特殊 情况 下 可 
获得 成 功 . 在 这 样 做 时 ,通常 要 利用 一 些 已 知 的 表示 定理 ,如 定理 1.7.4 与 定理 
3. 4. 3, 注意 二 者 在 最 初 形 式 上 都 属于 令 人 敬仰 的 Riesz. 

现在 考虑 空间 (0,E) 的 对 偶 空间 ,其 中 ,1 入 P = g/(g -1) < o ,限定 五 为 
Hilbert 空间 . 任 给 g e (02,E) ,定义 


L0) = [ed, fe LP(N,E), (3.5.8) 
其 中 , 《jg 是 函数 (Kx) ,g(x)〉 的 简写 . 由 Schwarz 不 等 式 与 Holder 不 等 式 有 
LDI<hifilel ds l,lel,, 


由 此 得 出 Le (0,E)" 且 |L 1 < |g, 实际 上 ,这 已 为 得 到 以 下 结果 走 完 
了 第 一 步 : 
定理 3.5.2 设 儿 是 0 上 的 oc 有 限 测度 ,EF 是 Elbert 空间 ,1 <p = gq/(g -1) < 
o , 则 
LQE)—SL(NOE)', elL, (3.5.9) 
是 一 等 距 的 共 思 线 性 同 构 , 其 中 , L, 依 式 (3. 5.8) 定义 . 
证 易 看 出 映射 (3.5.9) 是 共 斩 线 性 的 单 射 . 下 面 要 做 的 只 是 对 任 给 Le (0， 
EF) ,找到 g e (02,E) ,使 得 L = L 是 jg 大 | 分 两 种 情况 考虑 . 
(i) 设 p2 < %. 任 给 4 e .有 如,a 一 L(aé4)(a e ) 显然 是 E 上 的 有 界线 性 泛 
函 . 由 定理 1.7.4, 有 z(4) e ,使 得 
L(aé,) = (a,v(A)), a ek,Ae.% (3.5. 10) 
这 就 得 到 一 个 集 函 数 v: .有 % 一 E. 利用 式 (3.5. 10) 及 uf2 < % 易 验 知 > 具 有 完全 可 
加 性 ,因此 v 是 一 个 E 值 测度 ( 依 定义 3.3.1). 若 {4;| 是 2 的 一 个 分 解 ,a; e E， 
a; = l(ie N), 则 


> | ai,v(h;))1 = 5 (car(4)) (| el = 1) 


= Psat,) 三 Al ent ) 


1 


n 
< LI | y eiait,, 
i=1 


= ZH (m0). 
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于 是 


> 2(4,) | > sup | (a,,v(A,)» | 


aill =1 


= Pl ,v(A;)) | 


ee ei nl =1 


< IL (p02)”, 
这 推出 1z1 < Ll (02)”< %. 其 次 由 式 (3.5.10) 直接 看 出 vw<< 凡 , 因 此 v e 
M,(02,E). 由 定理 3.3.4, 存 在 dv/du = g e L (02,E). 余 下 只 要 证 


L(f) = [Yay oy, fe Lr(Q,E) (3.5.11) 
且 lgl ,< 1Z|. 任 给 co e E,4A e .多 ,由 式 (3.5.10) 与 g = dxd 有 
L(aé,) = (ee = | aé,e) dp. 


由 此 推出 , 当 f 是 简单 函数 时 式 (3.5.11) 成 立 . 其 次 设 f: 2 一 下 是 有 界 可 测 函 数 . 
依 推论 3.2. 1( 这 ) 有 简单 函数 序列 fp,|} ,使 得 1 ,1 21f1,p, 一 f,a.e. (一 
% ). 于 是 1 - 9p。 1 和 const, 由 控制 收敛 定理 有 


zn - [G8) | 
< L(f) - L(g.)1+ Te -f,g8) dh 


< INIf-pl,+hio -fllel dm0, nm%, 


可 见 式 (3.5. 11) 亦 成 立 . 若 能 证 | g ,< Li, 从 而 g e LL, 则 利用 定理 3.5.1 
(i) 即 可 证 式 (3.5.11) 对 任何 f e (0Q2,E) 成 立 . 

今 证 1g1 ,大 Z|. 首先 设 p >1. 令 4,= {lgl<nlj,h= g/lgl,， 
当 g(x) = 0 时 约定 h(x) = 0. 则 él gl herL”,， 


gl [él el (hed = Lé,! 1h) 


< 12161eI = (人 gl) 
这 推出 gl 4 < HZ, 从 而 gl < Zh. 著 p =1, 则 
Liel = 名) < lil, 


这 推出 Vg 。 ZH (用 推论 3.2.3(i) ). 因 此 gl < 1ZILI<P<o)， 
如 所 要 证 . 


(ii) 设 pQ = %. 取 升 列 [4,) ,使 得 Q = 由 4,, pA4,< % (ne N). 每 个 (4,， 
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E) 可 自然 地 能 入 忆 (2, 忆 ) ,只 要 对 每 个 / e (4,,E) 补充 定义 站 4 = 0. 将 已 证 的 
结论 用 到 (4,,E) 得 出 :存在 g。e L(4,,E) ,使 得 eg。 大 1 且 


LD = | 8s) dy, fe L(A,,E). 


必定 gi,1 4, = g, ,a.e.(k >n e N) ,因此 有 函数 g: 0 一 上 ,使 得 g1 4, = g,,a.e. (ne 
N), 因而 g, 一 g,a.e. ,1 g,1 1g1. 于 是 由 Levi 定理 有 lg， = lm | e, le, < 
上 由 . 任 给 六 (0,E) ,及 人 入 刻 因而 
L(f) = lim| ,8) = LV,e) dy 

这 表明 了 = L,, 如 所 要 证 . 口 

在 定理 3.5.2 的 条 件 下 ,不 妨 认 为 (0,E)”= (02,E). 特别 地 ,LL( 02)” 
= (02). 由 此 又 推出 , 当 1 < p < om 时 , PP(02,E) (特别 是 (0)) 是 自 反 空间 ， 
而 (0Q,E) 是 自 对 偶 空间 . 这 些 结论 构成 空间 己 相对 于 其 他 函数 空间 的 主要 优 
势 . 通常 认为 ,空间 5 拥有 很 “ 坏 ” 的 函数 (对 连续 性 与 有 界 性 均 无 限制 ) ,但 恰恰 
是 这 种 空间 具有 良好 的 空间 结构 . 

与 空间 2 形成 鲜明 对 照 的 是 ,由 “好 函数 ”构成 的 空间 多" ,其 空间 结构 反 壕 一 
筹 . 且 不 说 作为 了 空间 的 多 (2) , 即使 Banach 空间 多 '(D)(0<r<w%m,DCR" 是 
有 界 闭 区 域 , 见 2.2 节 ) ,要 描述 其 对 偶 空间 就 很 不 易 , 更 不 要 指望 它们 成 为 自 反 
空间 . 不 过 ,至 少 对 于 多”"(D) , 即 连续 函数 空间 , Riesz 表示 定理 已 提示 出 解决 其 对 
偶 问题 的 某 种 线索 . 实际 上 , 正 是 有 赖 于 Riesz 表示 定理 ,得 以 建立 下 一 个 堪 称 优 
美的 表示 定理 . 

设 Q 是 一 个 LCH, C,(0) (由 式 (1.3.6) ) 依 sup 范 数 是 一 个 Banach 空间 . 初 
看 起 来 远 非 显然 的 是 , Co(0) 的 对 偶 空 间 竟然 是 M(Q) :2 上 的 正则 K 值 测度 的 空 
间 . 为 达到 这 一 结论 ,采用 类 似 于 建立 等 距 同 构 (3. 5.9) 的 程序 . 首先 ,对 任 给 > es 
M(.0) ,定义 线性 泛 函 

5L0) = | flr, fe Col0), (3.5. 12) 
其 中 ,积分 依 式 (3.3.15). 结 合式 (3.5.12) 与 式 (3.3.17) 有 
LNAI<PIf dav flolrl, 


这 得 出 Le Co(02)“* 且 | < lvj|. 在 此 基础 上 可 建立 
定理 3.5.3 设 人 02 是 一 个 LCH, 则 
M(OQ)—C(0)*", volL 
是 一 个 等 距 同 构 ,其 中 , 忆 依 式 (3.5.12). 
证 类 似 于 定理 3.5.2 之 证 ,只 要 对 给 定 的 Le Co(02) ,找到 v e M(0) ,使 


(3. 5. 13) 


v 
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得 L = 工 , 且 ||vj < 和 |Z1. 这 基于 Riesz 表示 定理 3.4.3 与 定理 3.5.2. 
(i) 构 作 Co(2) 上 的 正 线性 泛 函 7 ,这 是 主要 步骤 . 令 Ci (0) = C06(0,R,)， 
首先 在 Co (2) 上 定义 
T(f) = supll L(gp)|:v9 e CQ),l ol<fl, fe C(O). (3.5.14) 
显然 0 < 7(f) < ZI fi。 且 7 是正 齐 次 的 . 若 p; es C60(0),1 pl<fe 
Co(0),1 Lg)1 = eiL(g),| sl = 1(i = 1,2), 则 
| Lp) 1l+l Lg)1 = Lap + e293) < TH +f), 
这 推出 7T(f) + 7T(f) < T(f + 记 ). 男 一 方面 , 阁 p e Co(0),1l pl<f+h， 
令 p =el pl,p =l plAfi,p =l pl1- 91, 则 0 < 9; < fi(; = 1,2), 
| L(g) 1 <Il LL(ep) 1l+l Lep,) 1 < 7T(f) + Tf), 
这 推出 T(f +) 所 7T(f) + 7( 胡 ). 可见 7 在 Co(0Q2) 上 是 可 加 的 . 
其 次 将 了 扩张 到 C0,(0,R) 上 : 
T(f) = T(fF) -Tf), fe CQ,R). (3.5.15) 
任 给 f,g e Co(0,R) ,用 式 (3. 1.2) 易 得 
f+e'+(f+e) = 广 +g +(f+e)., 
然后 用 7 在 Co (2) 上 的 可 加 性 及 式 (3. 5. 15 ) 得 出 TCF+g) = TCD +T(g). 其次， 
注意 (an = ar (a > 0),(- 有 = 广 , 利 用 7 在 Co(2) 上 的 正 齐 次 性 推出 7 在 
Co(02,R) 上 是 齐 次 的 ,因而 是 线性 的 . 
进一步 , 7 自然 地 扩张 为 Cu(C2) 上 的 线性 泛 函 , 它 显然 为 正 线性 泛 也 . 
(ii) 应 用 Riesz 表示 定理 ,得 出 2 上 的 正则 测度 和 ,使 得 


T(f) = | 7aA， fe C.(0). (3. 5. 16) 


Vf e Co(02) ,有 
| 7T(f) 1 = eT(f) = T(ef) = T(Re (ef)) (el=1) 
<T(Re (af))') < IL lfilo, 
这 表明 Te CoC2) 且 171 < 过 外 .于 是 由 定理 3.4.3 有 A(O) < Ll. 
(十 ) 确定 所 需 的 > Yf e C.(0) ,结合 式 (3. 5. 14) 与 式 (3.5.16) 有 


LODT<TGOAD = hf dA = fl ao; 


由 Hahn-Banach 定理 ,可 认为 Le L(02,A)* 且 其 范 数 < 1. 于 是 由 定理 3.5.2 
有 g ezZ (2,A) ,使 得 


L(f) = | AdA， fe C 00). (3.5. 17) 


可 设 1g1 友 1. 令 dy = gdA, 则 由 定理 3.3.1 有 
lz = lallao, 和 AGO < HL. 
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同 理 , 有 1 v1 友和 ,因而 > 是 正则 的 ,> e M(Q). 因 L,L, s C0(02) ,在 C.(02) 上 
L = L,( 用 式 (3.5.17)), 而 C.(Q2) 在 Co(2) 中 稠密 , 故 必 L = 工 ,, 如 所 要 证 . 口 
由 于 有 定理 3.5.3 ,不 妨 认 为 Co(CO) ”= M(Q). 因 C.(0) 在 Co(0) 中 稠密 , 故 
亦 有 C.(02) ”= M(Q). 特别 地 , 当 0 是 紧 Hausdorff 空间 时 有 C(02) = M(0). 
对 于 前 面 提 到 的 多"(D) 至 少 当 r = 0 时 有 多 "(D)””= M(D). 进一步 可 得 到 
推论 3.5.1 设 DC R" 是 有 界 闭 区 域 ,0 <r < %, 则 fe 乡 '(D)” 有 通 式 
f(y9) = Zpd., pe SE"'(D), (3. 5. 18) 


其 中 , iv :1 al<7r) CM(D) 与 9 无 关 . 
证 ”以 k 记 满足 | al <r 的 a e Z' 之 个 数 ,在 C(D) 中 采用 sup 范 数 ,而 在 积 
空间 [C(D) ] 中 采用 如 下 积 范 数 : 
| (go) = maxl pelo, ps e C(D). 
在 多 '(D) 中 采用 范 数 | e | oo ( 依 式 (2.2. 13) )， 则 
8 (D) 一 [CCD)] ， 9p 一 (9"p)u < 
是 一 等 距 嵌 人 , 因而 8"(D) 可 看 成 [C(D)] 的 子 空间 . 任 给 fe 多 '(D)* ,由 
Hahn-Banach 定理 ,可 以 认为 fe {[C(D)]"}“ =[C(D)*] =[M(D)]'. 于 是 有 


ze M(D) (lI al 7) ,使 得 对 任 给 pp e 多 '(D) 有 式 (3.5.18) 成 立 . 口 
稍 细致 的 分 析 可 得 出 ,对 于 式 (3.5.18) 中 的 f 与 vA(l al < r) 的 范 数 成 立 公 式 
fl = > | ze | . (3. 5. 19 ) 


仍 设 0 是 LCH, 今 考虑 与 空间 己 相关 联 的 空间 歼 。. 与 开 , 二 者 分 别 定义 为 
I (0,E) = {f: 任 给 紧 集 KC OQ,flIKeL(K,E)}， (3.5. 20) 
(OQ,E) = {f e (OQ,E) : suppf 为 紧 集 }. (3.5.21) 
因 f e 5 可 在 某 个 零 集 上 不 确定 ,对 支 集 supp f 的 定义 需 作 修 正 : 
(supp 有 ) ”=U {UVU: UC 0 为 开 集 ,u(U nn {fz0}) = 0}, (3.5.22) 
或 等 价 地 , (supp 有 是 f 在 其 中 几乎 处 处 为 零 的 最 大 开 集 . 设 1 <p < wm. 易 见 
(OQ,E) CHE) CH.(N,E). 若 是 紧 空 间 , 则 区 .(Q2,E) 与 上 (02,E) 均 重 
合 于 (0Q,E) ,不 必 置 论 . 因此 下 面 设 2 是非 紧 的 . 任 给 紧 集 K C 02, 令 
IPA = Nf KN,, fe Hl(0,E), 《39x23) 
若 避 是 第 二 可 数 的 LCH , 则 到 .02, 尼 ) 依 半 范 族 { 上 fx, : KC 0 为 紧 集 | 是 一 个 
F 空间 ,其 中 , 收敛 意味 着 在 Q 上 “局 部 5 收敛 ”相关 的 讨论 接近 于 2.2 节 中 的 
作法 ,不 必 详 述 . (人 2,E) 显然 是 (0Q,E) 的 一 个 稠密 子 空间 . 
下 面 的 简单 命题 后 面 将 要 用 到 . 


命题 3.5.2 设 0 是 o 紧 的 LCH,fe 二 .(0,E). 车 Ve eC.(0), 有 [gfip = 
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0, 则 f = 0,a.e.. 
证 不 妨 设 fe ,wf2 < %w (否则 以 任 给 紧 集 KC 02 取代 0). 只 要 对 任 


给 4 es 多 ,证 [fax = 0 (由 推论 3.2.3(i) ). 由 定理 3.5.1(ii) 之 证 看 出 ,存在 {9 
C C.(0,[0,1] ) ,使 得 w 一 名 ,ae. (一 m ). 于 是 由 控制 收敛 定理 有 

jar = 及 i = lim[ ofa =0， 
如 所 要 证 . 回 
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对 于 Lebesgue 测度 你 当然 不 会 陌生 , 它 可 见于 任何 一 本 实 分 析 教 材 . 现在 感 
兴趣 的 是 在 本 章 所 采用 的 颇具 一 般 性 的 理论 构架 中 ,Lebesgue 测度 与 积分 处 于 什 
么 地 位 . 当然 ,也 希望 看 到 一 些 超出 传统 实 分 析 教 材 的 新 结果 , 虽然 并 不 打算 过 分 
深入 . 对 于 Lebesgue 测度 与 积分 给 予 足 够 的 重视 是 很 自然 的 . 这 不 仅 是 因为 ,Lebe- 
sgue 的 开创 性 工作 毕竟 是 近代 积分 论 的 开端 ;而 且 也 因为 ,在 近代 分 析 学 及 其 应 用 
中 ,Lebesgue 测度 及 其 入 生物 (如 有 限 维 流 形 上 的 测度 ) ,仍然 具有 最 重要 的 价值 . 

本 章 所 持 的 观点 使 我 们 对 于 Lebesgue 测度 与 积分 有 一 个 不 同 于 传统 看 法 的 
新 视角 , 即 立足 于 LCH 上 的 正则 测度 一 般 理论 的 基础 上 加 以 考虑 . 在 3.4 节 中 提 
到 的 在 LCH 上 导入 积分 的 方法 (A) 与 (B) , 均 可 用 来 在 R" 上 导入 Lebesgue 积分 . 

知 用 方法 (A) , 则 应 首先 直接 构成 n 维 Lebesgue 测度 m . 要 点 是 :规定 任 一 
维 方 体 C = [a,6;) 的 测度 为 其 n 维 体积 T (5; - a;) ;然后 规定 开 集 VC R" 的 
测度 为 mV = > mCi;,V 是 方 体 C 的 不 交 并 . 任 给 4 C R" ,定义 

m “4 = inf{fmy: 了 为 开 集 且 4C 及 ， 
然后 以 史记 满足 如 下 Caratheodory 条 件 的 集 L C R" 的 全 体 : 
mA=m’(ANL) +m’'(A\L), VACR", 
则 m" 在 岁 上 的 限制 即 为 所 要 的 Lebesgue 测度 m. 
若 用 方法 (B) , 则 应 首先 对 任何 f es C.(R") 定义 其 n 重 Riemann 积分 


LO) = [f(x) dx, 


并 说 明 L(7) 是 C.(R") 上 的 一 个 正 线 性 泛 函 . 由 于 函数 fe C.(R") 的 特殊 性 ,这 件 
事 比 初 看 起 来 要 容易 一 些 , 并 不 涉及 一 般 n 维 区 域 的 体积 概念 . 一 旦 做 好 了 这 件 
事 , 就 由 Riesz 表示 定理 立 得 由 工 决定 的 正则 测度 ,将 其 完备 化 之 后 就 是 所 要 的 
Lebesgue 测度 m. | 

以 上 两 种 导入 法 都 不 免 有 一 些 烦 琐 的 细节 ,方法 (A) 尤 其 如 此 , 这些 细节 都 不 
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太 有 吸引 力 ,本 书 概 不 详 述 . 必要 时 可 参看 有 关 的 实 分 析 著 作 . 下 面 只 是 用 一 条 定 
理 概述 有 关 Lebesgue 测度 的 基本 结论 . 从 字面 上 看 ,这 些 结论 并 无 不 同 寻 常 的 深 
刻 之 处 ,似乎 更 像 一 些 平 几 的 常识 ,以 至 难以 置疑 . 而 实际 上 ,数学 家 为 严格 确立 这 
些 结论 作出 了 艰巨 的 努力 ,所 经 历 的 漫长 而 曲折 的 探索 过 程 则 已 记 人 历史 . 

定理 3.6.1 R” 上 存在 唯一 完备 正则 测度 m, 它 定义 在 一 个 o 代数 岁 上 , 具 

(i) .多 包含 有 " 中 的 Borel 集 族 罗 , L e 多 性 存在 4,B e .2, 使 得 4CLCB 
且 m(B\4) = 0; 

(ii) 任 给 n 维 方 体 C = Tl[ei,b,), 有 mC = Tl; -a); 

(iii) m 是 平移 不 变 的 : m(x +4) = mA(x e R",A ee 急 ). 

m 作为 一 种 完备 正则 测度 当然 具有 由 命题 3. 1. 1 与 命题 3.4.1 所 述 的 性 质 ， 
无 需 复述 . 但 平移 不 变性 则 是 一 个 新 的 性 质 , 它 未 必 为 一 般 正则 测度 或 正 测 度 所 
具有 . 

定理 3.6.1 中 所 述 的 测度 m 就 称 为 n 维 Lebesgue 测度 或 简称 为 Lebesgue 测 
度 ,每 个 4 e .多 称 为 n 维 Lebesgue 可 测 集 或 简称 为 Lebesgue 可 测 集 ; 关 于 m 的 积 
分 称 为 Lebesgue 积分 . 只 要 未 另 加 说 明 , 在 R" 及 其 子 集 上 总 使 用 Lebesgue 测度 与 
Lebesgue 积分 , 而且, 如 文献 中 已 通行 的 ,在 记号 上 并 不 区 别 Lebesgue 积分 与 Rie- 
mann 积分 . 例如 ,就 用 


(f(x) dx (3.6.1) 


表示 f(x) 在 R" 上 的 Lebesgue 积分 ,其 中 , dx 就 表示 Lebesgue 测度 . 这 种 作法 唯 有 
方便 而 很 少 带 来 误解 . 实际 上 ,如 在 实 分 析 中 已 严格 证 明 的 ,车 式 (3.6.1) 作 为 n 重 
Riemann 积分 (看 成 广义 积分 ) 存 在 , n > 1, 则 它 与 Lebesgue 积分 一 致 .在 n= 1 时 
有 以 下 结论 : 若 实 函 数 拟 x) 在 区 间 [a,5] 上 ( 常 义 ) Riemann 可 积 , 则 Riemann 积分 


[aaz 就 是 Lebesgue 积分 . 若 - m <a < 6 < wm , 实 函数 /zx) 在 [a,b] 上 在 广 


义 积分 意义 上 绝对 可 积 , 则 | f(x) dx 也 是 Lebesgue 积分 


本 节 的 主要 任务 是 对 Lebesgue 积分 建立 经 典 的 Newton-Leibniz 公式 的 某 种 推 
广 ,并 由 此 引出 R-N 导数 的 一 个 较 具 直观 性 的 表示 . 为 得 到 主要 结果 而 引入 的 一 
些 概 念 与 工具 ,在 Fourier 分 析 等 领域 中 将 起 重要 作用 . 在 本 节 中 ,除了 用 到 测度 论 
的 一 般 结论 之 外 ,Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 将 起 重要 作用 ,与 此 有 关 的 一 些 论证 
在 第 6 章 中 将 大 大 发 挥 并 被 一 般 化 . 

任 给 球 B(x) C R"(x e R",r > 0), 令 V(r) = mB,(x). 实际 上 ,不 难 准确 地 
算出 V(r) = cr" ,cs 是 决定 于 维 数 n 的 正常 数 . 不 过 此 处 并 不 需要 c。 的 表达 式 . 
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定义 3.6.1 设 fe Li.(R",E),r > 0,xe R". 今 


1 
Af(x) = VV YY, (3. 6.2) 
Ma) = sup Verh M9) lay (3..6. 3) 
这 就 得 到 函数 Af: R" -EE 与 Mf: R" [0,w ] ,二 者 分 别称 为 了 的 均值 函数 与 极 
大 函数 . 若 


lim phos 9) -Hx) dy = 0， (3.6.4) 


则 称 x 为 1 的 Lebesgue 点 ,简称 为 L 点 ,其 全 体 构 成 1 的 Lebesgue 集 , 记 作 方 

4.f(x) 正 是 用 y) 在 球 B,(x) 内 的 平均 值 ,函数 4.f 实 际 上 是 f 的 一 种 移动 平均 ; 
而 M1 则 可 看 成 函数 1 f1 的 移动 平均 的 某 种 最 小 上 界 . 利用 积分 作成 的 各 种 “移动 
平均 ”, 已 被 证 明 是 研究 函数 的 一 个 有 力 工 具 , 这 一 思想 在 第 6 章 中 将 被 系统 发 
展 . 一 维 情况 下 的 极 大 函数 概念 首先 由 Hardy-Littewood 于 1930 年 引进 ,其 后 由 
Wiener 于 1939 年 移植 到 R" 中 . 定义 3. 6. 1 实际 上 定义 出 两 个 算 子 :4, : f 一 4 与 
M : f 一 Mf, 后 者 也 称 为 极 大 算 子 ,对 于 它 有 大 量 精 细 的 研究 ( 周 民 强 , 1999) .不 过 
这 些 已 属于 专题 的 内 容 , 本 节 只 是 将 极 大 函数 当 作 “ 一 次 性 工具 ” ,用 以 得 出 主要 
定理 3.6.3. 我 们 特别 感 兴趣 的 是 Lebesgue 点 , 它 在 第 6 章 中 将 发 挥 重要 作用 . 

若 * e 上 , 则 结合 式 (3. 6.2) 与 式 (3. 6.4) 立 得 

lim Af(*) = f(%). (3.6.5) 

当 n = 1 时 式 (3.6.5) 相当 于 


lm 二 [77)dy =/(*), 
而 这 又 密切 联系 着 经 典 的 微 积分 学 公式 
SC [fay = Fx). (3.6.6) 


鉴于 此 ,不 妨 将 式 (3.6.5) 解 释 为 “ f(x) 是 积分 [f(y)dy 在 x 的 导数 ”. 本 节 的 主要 


结果 断定 : 式 (3.6.5) 对 几乎 所 有 x e R" 成 立 ,这 可 看 成 是 如 下 经 典 结果 的 推广 : 
若 fe L [a,b], 则 式 (3. 6.6) 在 [a,b] 上 几乎 处 处 成 立 . 本 节 将 建立 的 这 一 辉煌 结 
果 基 于 极 大 函数 的 一 个 不 等 式 ， 而 为 证 明 后 者 又 需要 一 条 履 盖 引 理 ,该 引 理 的 作 
用 大 致 相当 于 熟知 的 Vitali 覆盖 引 理 . 实 分 析 的 经 验 似乎 表明 ,在 应 用 Lebesgue 测 
度 论证 函数 的 某 种 "几乎 处 处 ”性质 时 , 常 不 免 要 处 理 适 当 的 履 盖 问题 . 

引 理 3.6.1 设 4CR',e < m4, 乡 是 覆盖 4 的 一 个 球 族 , 则 存在 有 限 个 互 不 
相交 的 球 Be 儿 , 使 得 c < 3” > mpB.. 

证 取 紧 集 K C4, 使 得 。 < mK (由 命题 3.4.1(ii) ); 取 乡 的 一 个 有 限 子 族 
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2b, 覆盖 天 取 Be 2 ,使 其 半径 最 大 . 若 2 中 有 不 交 于 B, 的 球 , 则 取 一 个 这 样 
的 球 B, ,使 其 半径 最 大 ;…. 这 一 过 程 必 经 有 限 步 后 终止 , 设 所 得 的 球 为 B ,B, ,…， 
Bi ,它们 互 不 相交 . 若 B es ,\|B,,B,,…,B,| , 则 必 有 最 小 的 i1 < i < &) ,使 
得 Bn B; 关 8. 于 是 BC Bi ,Bi 记 与 B; 同心 但 半径 扩大 到 3 倍 的 球 . 于 是 


c < mK< 2mB =3" YmB. 口 
定理 3.6.2 设 f e L(R",E) , 则 对 任 给 B > 0, 成 立 
Bm{lMf >B} <3° fi (3.6.7) 


特别 地 ,由 式 (3.6.7) 推 出 Mf < om ,a.e.. 

文献 中 通常 称 定理 3. 6. 2 为 极 大 定理 , 当 n = 1 时 它 由 Hardy-Littewood 于 
1930 年 证 明 , 一 般 情 形 是 N. Wiener 于 1939 年 证 明 的 . 

证 取 定 B > 0, 令 4 = {Mf > B ,只 要 对 任 给 c < m4s 证 Be < 
3" 上 fl Vx e hs, 由 Mf/(x) > B 及 式 (3.6.3), 必 有 rr > 0,B. = B, (x) 使 得 


hb lA) ay > B Vr,). (3.6.8) 
由 引 理 3. 6.1 有 有 限 个 互 不 相交 的 球 B, ,使 得 。< 3" 对 (ra). 于 是 


Be<3" BBVG,) <3° 5 Nf hay <3" Ah, 
如 所 要 证 . 口 
利用 极 大 定理 ,现在 已 可 建立 本 节 的 如 下 主要 结果 : 

定理 3.6.3 设 / e LL.(R",E), 则 式 (3.6.4) 与 式 (3.6.5) 都 几乎 处 处 成 立 . 
因此 ,R" 中 几乎 每 点 是 f 的 工 点 . 

证 在 逻辑 上 ,只 要 证 式 (3.6.4) 几乎 处 处 成 立 就 够 了 , 然而 在 方法 上 却 难 以 
独立 做 到 这 一 点 , 即 式 (3. 6.4) 的 证 明 有 赖 于 式 (3.6.5). 因此 ,不 免 要 走 以 下 
两 步 : 

(i) 证 式 (3.6.5) 几 乎 处 处 成 立 . 因 只 要 证 式 (3. 6.5) 在 每 个 有 界 集 上 几乎 处 
处 成 立 , 故 不 妨 设 f e L'. 直接 看 出 当 f 是 连续 函数 时 式 (3.6.5) 必 处 处 成 立 . 
Ve > 0, 取 g e C.(R",E) ,使 得 1/ -8g1，< e( 由 定理 3.5.1). 任 给 B > 0, 令 

As = {Mf -g) >B}, Bs= {lf-gl>p}, 
Ca = {x: lim|Af(x) -f(x) | > Bl. 
由 定理 3.6.2 有 BmAs < 3"2， 直接 看 出 BmBs < &， 
式 (3.6.5) 不 成 立 台 38 >0:xEe Cp Ox sj Ce 
因此 只 要 证 mC。= 0(B > 0) ,这 有 赖 于 建立 Cs 与 4。,B， 的 联系 . 由 
lim | Af(x) -f(x) | 
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< lim[ | Af(x) -Ag(x) || + Age(x) -g(x) ||] + le(x) -fx) | 

< |Mf-g)(x) | + le(x) -Ax) | 
推出 Cj。 C hs U Bg, 从 而 Bm Cs  e(3”+1). 这 得 出 mCs = 0(YB >0) ,如 
所 要 证 . | 

(ii) 证 式 (3.6.4) 几乎 处 处 成 立 .不妨 设 /(R") C {a,} ,fa CE 是 一 可 数 集 
( 依 定理 3.2.1). 由 已 证 结论 ,Vi e N, 有 

i f(y) ~ a;illdy = | f(x) - a; || ,a.e.. 

于 是 ,对 几乎 所 有 x e R" 有 


| 
a f(y) -Ax) dy 


< inf[ i ye ho Mf) -alar+ Nos -Ke 
= inf21Kz) -al = 0， 
这 正 表 明 式 (3.6.4) 几乎 处 处 成 立 口 


定理 3.6.3 的 结论 可 稍 作 变通 使 用 . 
推论 3.6.1 设 fe Li.(R",E) , 集 B,(r > 0) 满足 条 件 


B.CcB.(0) C R’, sup V(r)/mB, < oo ， (3. 6.9) 

则 对 几乎 所 有 x e R" 成 立 
lm a A) -Ke 1dr =0, (3.6.10) 
lm ap |) = f(x). (3.6.11) 


特别 地 , 取 n = 1,B, = [0,r) 与 B = (-7r,0] 得 出 : 若 f e Li.(R,E), 则 式 (3.6. 
6) 几乎 处 处 成 立 . 
任 给 Lebesgue 可 测 集 4 C R" ,将 式 (3. 6. 11) 用 于 f = & 得 出 
ee m(ANM EB.,(x)) 
"0 mB,(x) 
式 (3.6.12) 左 端 称 为 4 在 点 x 的 度量 密度 . 由 此 可 见 ,4 在 几乎 每 点 x e 4 的 度量 密 
度 为 1. 这 在 直观 上 未 必 是 显然 的 . 
现在 利用 定理 3.6.3 来 给 出 R-N 导数 的 某 种 表示 . 
定理 3.6.4 设 v e M(R"),v =v,+v, 是 v 关 于 Lebesgue 测度 m 的 Lebesgue 
分 解 (由 定理 3.3.3), 集 B,(r > 0) 满足 条 件 (3.6.9)，, 则 对 几乎 所 有 %x e R" 有 
v(x+B.,) 
mB, 


= é&(%) ,a.e.. (3. 6. 12) 


d 
a = lim (3. 6. 13) 
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特别 地 , 取 n = 1,B, = [0,r) 与 B, = [-r,0) 得 出 
es) = 也 (Lo0z)) 。。 (3. 6. 14) 


dx 
证 取 f = dv,/dm 从 式 (3.6.11) 得 出 
Se 人) = lim a e. ， 
余下 只 要 证 
1 +B.) 
0 mpB. 
可 设 v, > 0( 否 则 代 以 1v,1) 且 B, = B,(0). 令 
人 
只 要 证 mW = 0(k e N). 由 定理 3.3.3 ,存在 4C R", 使 得 v,(4) = m4 
0. Ye > 0, 取 开 集 UD 4, 使 v.(U) < e.Vx eAhANTW, 取 rr > 0, 使 得 B， 
B.(z) C U,V(r,) < 刀 (B.). 因 
mW,—~e = m(ANW)-e <m(AN WW), 
故 由 引 理 3.6.1 有 有 限 个 互 不 相交 的 球 B, ,使 得 
mW, - e < 3" Dd V(r,) < 3°k Dv,(B,) 


= 3°hv,(U B,) < 3°hy,(U) < 3°ke, 


=0,a.e.. 


W, = {x e B.(0): 


I 1 


这 得 出 mW = 0, 如 所 要 证 . 口 
由 定理 3.6.4 推 出 : 若 > es M(R") 且 v 之 m, 则 
dy . vyv(B.(x%)) 
a uy mB, (x) A 


由 此 看 来 , dv/dm 还 真 像 v 对 m 的 某 种 导数 了 . 
3.7 ”Stieltjes 积分 


在 本 章 中 ,从 一 般 测度 空间 上 的 积分 开始 ,依次 考虑 了 LCH 上 的 积分 、R" 上 
的 Lebesgue 积分 ,经 历 了 一 个 从 一 般 到 特殊 的 有 点 宛 长 的 过 程 ,现在 就 要 进入 区 
间 上 的 积分 了 . 最 后 这 个 特殊 的 情况 看 似 平淡 无 奇 ,但 恰好 在 这 里 可 以 进行 最 精细 
的 讨论 ,形成 一 些 在 其 他 情况 下 无 法 考虑 的 概念 与 结论 . 顺便 指出 ,Lebesgue 所 创 
立 的 积分 论 ,当初 就 是 对 区 间 上 的 实 函 数 建立 的 . 

本 节 考 虑 互 有 联系 的 如 下 3 项 内 容 : 有 界 变 差 函 数 、RS 积分 与 LS 积分 . 为 此 
设 定 记号 如 下 :J = [a,b] C R,f: J 一 E,g: J 一 K. 以 P= ix 记 J 的 分 划 
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a=xo <x <.… <x,=5b, (3.7.1) 


约定 Ax; = Xi 一 Xi Af(x;) = f(x;) -f(xi1)， | Pl = Axi， 


V(f,P) = > | Af(x;) | . 
首先 定义 以 有 界 变 差 函 数 为 中 心 的 一 串 概念 . 
定义 3.7.1 (i) 令 V(f) = sup{V(f,P):P 是 形 如 (3.7.1) 的 分 划 } , 称 V(P 
为 f 在 J 上 的 全 变 差 ,V(f) 也 写作 Vi(). 对 于 f: 及 一 五 规定 
VD = V2 0) = lim Vf). (3.7.2) 
(ii) 若 V(f) < om , 则 称 / 为 J 上 的 有 界 变 差 函数 ,此 种 函数 之 全 体 记 作 BV 或 
BV (J,E). 
(十 ) 设 JC R 是 任 一 区 间 ( 不 必 限 定 为 [a,b]). 夺 Ve > 0,j6 >0, 对 任 一 
列 内 部 互 不 相交 的 区 间 [ a ,Bi] C J; 
2 (有 -ai) < 6 一 > | KB8) -flai) | <e， 33 
则 称 f 为 J 上 的 绝对 连续 函数 ,这 种 函数 之 全 体 记 作 AC 或 AC (J,E). 
(iv) 若 Vp e BE" ,有 gg。f eBV( 或 p。f e AC), 则 称 f 为 弹 有 界 变 差 函 数 ( 或 
弱 绝对 连续 函数 ) ,这 种 函数 之 全 体 记 作 WBV( 或 WAC). 
粗略 地 说 , V(7) 汇总 了 f 在 J 上 的 变动 或 振动 ,V(f) 越 大 , f 的 变动 就 越剧 烈 ， 
反之 则 越 平缓 .f e BV 体现 了 j 的 某 种 平稳 性 , 它 导 致 一 系列 较 强 的 结论 ( 见 定理 
3.7.1). 奉 fe AC, 则 f 的 变动 更 加 平缓 . 
已 提 到 的 几 个 函数 类 有 如 下 关系 : 
AC = BV= WBV, C = Lip= AC = WAC, 
其 中 ,Lip 表示 Lipschitz 连续 函数 类 , C' 一 Lip 用 于 紧 区 间 上 的 函数 . AC 二 BV 的 
理由 如 下 : 设 f e AC, ,6 依 条 件 (3.7.3), 取 J 的 分 划 P 如 (3.7.1) ,使 | Pl < 6， 
则 由 条 件 (3.7.3) 推 出 Vi (f) < e(1 < i<m). 于 是 


Vf) = DV (CI 三 me< om. 
i=1 


定义 3.7.1 中 的 条 件 可 作 某 些 形式 上 的 放松 ,这 将 有 助 于 条 件 的 验证 . 首先 易 
看 出 ,条 件 (3.7.3) 中 的 区 间 族 {[ai,B;]| 为 有 限 族 或 可 数 族 并 无 区 别 . 表面 上 合 
理性 并 不 明显 的 改动 是 

命题 3.7.1 (i)f e WBV MA supl DIAB) -Ka)]1 < % ,sup 是 
对 中 所 有 互 不 相交 区 间 的 有 限 组 { (a,B;) | 取 的 ; 

(i)f e WBV = V(p°f) co ,c>0 与 pg e EF" 无 关 ; 

(i)g e AC Ve >0,36>0, 对 任 一 列 内 部 互 不 相交 的 区 间 [ ai,B;] C J， 
当 > (有 -ai) <6 时 | 2 [g(B;) -&E(ai)]l< 2. 
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证 (i) 取 定 p e E' , 设 区 间 J 的 分 划 P 依 式 (3.7.1), 令 6 = p(Af(x,)), 则 
Z Real-|Zaeal+|Zaeal 

= |Re Y 5|+ |Re 》 6, 

<|Zal+|Za| 

< lol[| Ea) | + | EA) <2u1e1, 


其 中 ，》' 与 中 分 别 汇集 使 Re 8, > 0 与 Re 8; < 0 的 项 . 同 理 , | Im6,| < 
2M | 9 中 ,因而 
V(po f,P) = 2 | 6,1 < 4M| wl. 
于 是 Vl(p。 有 ) 三 4M pl ,NM < %w 志 fe WBV. 道 命 题 由 一 臻 有 界 原理 推出 . 
(ii) 由 已 得 的 不 等 式 V(po。 有 < 4M 9 看 出 . 
(这 ) 可 用 类 似 于 证 (i) 的 方法 证 明 . 口 
看 一 个 应 用 命题 3.7. 1 的 简单 例子 . 取 E = B(J]),f: 7 一 正定 义 为 Kx) = 
Eisr(% EJ). 若 (a;,B;) 是 J 的 互 不 相交 的 子 区 间 , 则 


| EB) -Ke | = | Ee |. =: 


可 见 fe WBV. 另 一 方面 , 若 已 = {x,| 是 如 式 (3.7.1) 的 分 划 , 则 > 1 AKxz) 1 = 
mn, 因而 /ze BV. 

下 面 的 定理 汇集 了 有 界 变 差 函 数 的 主要 性 质 . 

定理 3.7.1 设 fe BV,v(x) = Vi(/), 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) | Af(x,6) |‖ < Av(x,6) (a <x <x+6 6b), v(x) 是 增 函 数 , 实 有 界 变 
差 函 数 是 两 个 增 函 数 之 差 , 复 有 界 变 差 函 数 几乎 处 处 可 微 ; 

(ii) Vx € J ,f(x ) = limf(x +6) 存在 ; 

(这 ) f 在 x es J 左 连续 (或 右 连续 ) 会 "在 x 左 连续 (或 右 连续 ) ,因而 f 如 vw 一 
样 至 多 有 可 数 多 个 间断 点 . 

(iv) 存在 唯一 的 7 e EE 与 he BV ,使 得 h 右 连续 ,h(a) = 0,V(h) < V(/)， 
在 f 的 右 连续 点 x 有 f(x) = 7 + h(x). 

证 (i) 首先 指出 全 变 差 有 可 加 性 : Vs = Vs + Ve(a <c <5b). 因 此 fx) - 
f(yY) VW(f) = v(y) -v(x)(x < YY). 余下 结论 由 增 函 数 的 性 质 推出 . 

(ii) 由 不 等 式 | Af(x,6) 上 < Av(%x,6) (6 > 0) 及 增 函数 v(x) 的 性 质 推出 . 

(二) 车 v 在 x 左 (或 右 ) 连 续 , 则 用 (i) 中 的 不 等 式 立 得 f 在 x 左 (或 右 ) 连续 . 
今 证 其 逆 , 不 妨 只 证 f(a) = f(a’) 一 vc) = 0. Ve > 0, 取 J 的 分 划 P = {x|， 
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使 得 V(f,P) > v(b) -e, 1 AKx) 1 < e, 则 
v(x1) = vb) -Van < (Af(x) | +e<2e， 
这 得 出 v (a*) = 0. 

(iv) 阁 与 h 如 所 求 , 则 必 h(y) = fy) -nm,a.e.. 令 y 一 x' 得 h(x) = fx*) - 
n,n =f(a'), 可 见 h 与 7 由 f 唯 一 确定 . 令 h(x) = fx*) -fla'), 则 he BV 次 右 
连续 且 h(a) = 0. 设 P= {x,| 如 式 (3.7.1), 则 

V(h,P) = lim 2 | Kx +6) -flxis +6) | < VN, 
这 推出 V(h) < VO). 可 见 h 与 9 = f(a') 合 于 所 求 . 口 
绝对 连续 函数 介 于 C 函数 与 连续 函数 之 间 . 从 经 典 实 分 析 中 知道 ,引进 绝对 
连续 函数 的 主要 目的 是 建立 Newton-Leibniz 公式 
Hz) = f(a) + [fli) de, Ps (3.7.4) 
现在 要 指明 ,在 /是 五 值 绝对 连续 函数 的 情况 下 , 式 (3. 7.4) “几乎 ”保持 成 立 . 
定理 3.7.2 (i) 设 f e AC. 若 /几乎 处 处 可 微 , 则 式 (3.7.4) 成 立 ; 

(Gi) 着 f(x) =f(a) + [ADdt(ze 丰 大 ET 本, 则 PsACW =h,a.e., 
因而 式 (3.7.4) 成 立 ; Ve(CP) = hi 

证 (i) 不 妨 设 J = [0,1], 令 e, = [(G-1)2 ,2 ]， 


_ TA i)_Ai-l 

f= 2.2 [A 去 ) A 7 )]é..， neN. 

如 同 初 等 微分 学 中 一 样 容 易 验 证 :车 (x) 存在 , 则 
lim /8B) -fla) = f(x). 
a—=x- ,Bx+ B-a 

用 此 得 出 f 一 了 ,a.e. (n 一 % ). 由 Fatou 定理 有 

[ao Nas < limf Mf.(%) ds < VD, 
可 见 f es 工 . Yep e ,对 pg。f 应 用 经 典 实 分 析 中 的 已 知 结果 得 

p14)) = pa)) + {pF (0))d, ey, 
然后 用 推论 1.6. 1 得 出 式 (3.7.4) 成 立 . 

(ii) 由 定义 3.7.1(iii) 及 命题 3.1.2(vii) 知 fe AC; 由 推论 3.6.1 有 P =h， 

a.e. , 故 式 (3.7.4) 成 立 . 往 下 证 V*(P) = | 关上 .容易 看 出 Ve(CAP < 上 1 另 一 
方面 ,不 难 由 定理 3. 5. 1 推出 J 上 的 阶梯 函数 在 L(J,E) 中 稠密 . Ye > 0, 取 yp = 
Daiénsa Ee E,A; = [zxi)(1<i<mn)A = [xx |r| 是 J 的 形 
如 式 (3.7.1) 的 分 划 ,使 得 |e -jl < ee， 则 
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VD > 之 14Kx)1 = 之 | 人 | 
le ed, 


= ol ~- lp-hl:>= lhl, -2e, 
这 得 出 V.(P > 由 hi, 因而 V0) = hi 口 
定理 3.7.2(i) 中 需要 预 设 “ /几乎 处 处 可 微 ”, 这 当然 不 能 令 人 满意 . 不 过 ,如 
Gelfand 所 指出 的 ,车 EE 是 自 反 空间 (特别 车 = KK ) 则 可 免 去 此 假设 . 当 E = 必 时 
也 可 直接 用 定理 3.7.1(i) 得 出 几乎 处 处 可 微 . 若非 自 反 空间 , 则 f € AC(J,E) 
可 以 处 处 不 可 微 , 以 下 就 是 一 个 简单 例子 : 取 E = 工 (]) ,f(x) = él(x e 7), 则 
对 任 给 (a,B) C J ,有 1 KB8) -fa) i‖! = (8 -a) ,由 此 看 出 fe AC(J,E). 取 定 
xe[a,bj, 设 x <x+l=x+2h 志 5b, 则 
| h™ AfCx,h) — 1 Afl(x,7) 1， 
= | (h™ — 人 至 A | ,=1, 
这 表明 (x) 不 存在 . 
下 面 转向 RS 积分 , 它 是 Riemann 积分 的 一 个 直接 推广 .以 P = {xi,&i| 记 J 的 
如 下 分 划 : 
a=x0 Ee Xs <é, x, = 1 (3.7.5) 


了 XN. 二 入 ;一 和 二 MaXAX.. 全 
仍 设 Ax， i i | PI axAx;. 令 


a Pfé) hgle), 


(3.7.6) 
Sp(g8,f) = 2 8(é:) M(x). 
定义 3.7.2 若 以 下 极限 存在 : 
[fg = lim Sp(f,8), (7 
[ed = 和 se， (3.7.8) 


则 二 者 分 别称 为 函数 对 (f,g) 与 (g, f) 的 Riemann-Stieltjes 积分 ,简称 为 RS 积分 . 
设 多 是 形式 (3.7.5) 的 分 划 的 全 体 任 给 P,P' e 钨 约定 已 三 已 安 | Pl>z|lP'|， 
则 (多 < ) 是 一 个 有 向 集 ,因而 {Sp(f,e)| 与 {Sp(g, 有 | 是 五 中 的 两 个 网 ,而 积分 


fag 与 | eqy 都 是 作为 网 的 极限 而 定义 的 . 车 取 g(*) = *, 则 由 式 (3.7.7) 定义 的 
[ae = [ A(x) qx 就 是 Riemann 积分 ( 见 式 (2.1.22)). 由 此 可 见 ,即使 描述 Rie- 
mann 积分 ,网 的 极限 概念 也 是 不 可 缺少 的 ,只 是 通常 未 正式 提 到 罢了 . 


和 
若 令 名 = a,é = ARE) = 太吉) -ec 1) , 则 可 验证 恒等式 
2 f(éi) AMgls) + el) ME) =fg|. 


可 见 只 要 积分 | fdg 与 | gdf 之 一 存在 , 另 一 个 亦 必 存在 且 成 立 分 部 积分 公式 


[se =je| - [edf (3.7.9) 


形式 上 ,这 与 微 积 分 学 中 的 分 部 积分 公式 并 无 不 同 . 但 要 强调 的 一 个 区 别 是 , 式 
(3.7.9) 完 全 不 涉及 函数 /与 g 的 微分 ,其 中 ,df 与 dg 只 不 过 是 一 个 记号 而 已 . 式 


(3.7.9) 的 意义 在 于 , 它 使 得 积分 | fg 与 | gay 可 互相 转化 ,因而 关于 其 中 任 一 个 


积分 的 结论 自动 导致 对 另 一 个 积分 的 相应 结论 . 因此 ,关于 RS 积分 的 命题 往往 是 
成 对 出 现 的 . 

判定 RS 积分 的 存在 性 ,无 疑 是 一 个 首要 问题 . 因 RS 积分 是 作为 网 的 极限 定 
义 的 , 故 需 要 一 个 判定 网 收敛 的 一 般 准 则 , 它 是 熟知 Cauchy 收敛 准则 的 推广 . 

引 理 3.7.1 设 15,} 是 Banach 空间 E 中 的 网 , 则 {5,| 收敛 当 且 仅 当 它 满足 
如 下 Cauchy 条 件 (对 照 条 件 (1.2.1) ) : 

Ve >0,3io,Vs,t 宇 td, 有 1S,-S| < ce. (3.7. 10) 

证 对 于 {5,} 收敛 ,条 件 (3.7. 10) 显然 是 必要 的 . 反之 , 设 条 件 (3.7.10) 满 

足 , 则 可 依次 取出 下 标 4 < i < …, 使 得 


1s, -5, | < 二， Vi>t neN. (3.7.11) 
由 式 (3.7.11) 显 然 推出 {5,} 是 一 个 Cauchy 序列 . 由 的 完备 性 , 必 S, 一 S e 
E(n 一 %) ,然后 用 条 件 (3.7.11) 易 推出 5S, 一 5, 故 {5,} 是 一 收敛 网 . 口 


满足 条 件 (3.7. 10) 的 网 称 为 Cauchy 网 . 显然 ,Cauchy 序列 是 Cauchy 网 的 特 
例 . 引 理 3.7. 1 无非 是 说 ,Banach 空间 中 的 一 个 网 收敛 的 充 要 条 件 是 它 是 Cauchy 
网 . 下 面 用 此 结论 来 判定 RS 积分 的 存在 性 . 

定理 3.7.3 当 以 下 两 条 件 之 一 满足 时 ,定义 3.7.2 中 的 两 积分 均 存在 : 

(i)f eC(J,E),g € BV; 

(i)f e WBV,g e C()). 

证 只 要 考虑 条 件 (ii) 满 足 的 情况 (f 与 g 换 位 , 即 转化 为 条 件 (i) 满足 的 情 
况 ) , 且 只 要 证 $,p(g,f) (由 式 (3.7.6) ) 满 足 Cauchy 条 件 . Ve > 0, 由 &g 连续 有 6 
> 0, 使 当 x,y e J ,1x-yl <6 时 有 | g(x) -g(y)1 <e. 设 P,P’'’ e PP = {x,， 
如] ji {y;,7;| ,1 PIVIP'Il<6. 令 P" = | za ,其 中 ， | 2 = {x} U (yy , 
Ok = ar 令 A = [gxi As” = [zj Vo eb ,有 

| p(Sp(g8,f) -SSp8 力 )| 
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=| Sp(g,9°f) -Sp'(g,9°f) | 
= |5 FE lelé) -ea) lp(AMa))| 


<e2 | A(p° f)(z) 1 
<eV(pg°/f) <ecloypl, 
最 后 一 步 用 了 命题 3.7.1(ii) ,ec > 0 与 e,p 无 关 . 这 就 得 到 
| Sr(g -Srg 力 外 和 ee 
(由 式 (1.6.9)). 同 理 ，| Sp(g,f) - Sp(g,f) e‖ ce, 因此 
| Sp(g,f) - Sp (gf) | <2.. 
这 表明 Cauchy 条 件 满足 ,如 所 要 证 . 口 
下 面 的 命题 汇集 了 RS 积分 的 一 些 常用 性 质 . 
命题 3.7.2 RS 积分 有 以 下 性 质 : 


(i) 双 线 性 性 : fdg 分 别 对 /与 5 是 线性 的 ; 
(i) 可 加 性 :车 [fg 存在 (注意 这 是 前 提 !) ,a < e < 6, 则 


[mag = [fag + [mg 
(ii) 著 f e C(J,E),g e BV, 则 


| [ae| < Whovee); (3.7.12) 
(iv) 化 为 Lebesgue 积分 :车 f 连续 (或 e BV) ,5 < AC, 则 
[me = [fe'ar (3.7.13) 


鉴于 RS 积分 与 Riemann 积分 构成 上 的 类 似 性 ,性 质 (i) 与 (ii) 是 很 自然 的 . 性 
质 (这 ) 与 (iv) 则 体现 出 RS 积分 的 特殊 性 . 交换 /与 5 的 地 位 ,命题 3.7.2 中 的 结论 
(i) ~ (iv) 仍 保持 有 效 ,只 是 对 于 (iv) 要 补充 假定 f 几乎 处 处 可 微 ,除非 是 自 反 空间 . 

证 利用 定义 式 (3.7.7) ,结论 (i) ~ (过 ) 的 证 明 是 直接 的 . 下 面 只 证 (iv). 在 
(iy) 的 条 件 下 , 式 (3.7.13) 两 边 的 积分 均 存 在 . 首先 设 f 连 续 , 任 取 形 如 (3.7.1) 的 
分 划 P = {zx} , 则 


14 | 2 f(xi) Agl%) - [fe | 
| 3) I) -fx) J]e'(x)de | 


b 
< max_ f(x) -fx) | 1 er) dr—0, 1Pl—0, 
rEeAi,l<i<n a 
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其 中 ， A; = [xi ,Xi]. 若 改 设 f s BV, 则 
rs5[ Vi(f) | g'(x) | dx 
<V(f) max| | g(x)|l dx—»0, | Pl—=0, 


最 后 一 步 用 了 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 ( 见 命题 3. 1. 2(vii) ). 可 见 ,在 以 上 两 
种 情况 下 式 (3.7. 13 ) 均 成 立 . 口 

式 (3.7.13) 将 RS 积分 与 Lebesgue 积分 联系 起 来 ,因而 可 能 将 Lebesgue 积分 
论 的 丰富 结论 用 于 RS 积分 ,这 无 疑 是 有 意义 的 . 但 要 求 g e AC 并 不 易 满足 . 

RS 积分 与 本 章 前 面 建立 的 积分 论 少 有 联系 而 自 成 一 体 ,这 似乎 不 能 令 人 满 
意 . 现在 就 要 来 消除 这 种 表面 上 的 隔离 . 关键 步骤 是 建立 及 上 的 必 值 测度 与 有 界 变 
差 函 数 的 联系 . 任 给 > e M(R) , 令 

g(x) =v((- wm,x]), x eR, (3.7.14) 
则 g, 是 R 上 的 有 界 KK 值 函数 . g, 有 以 下 性 质 : 
so) = limg,(x) = v0) =0, 
gr(o%) = limg,(x) = v(R) eK, 
g(x ) = lim g,(y) = g,(*). 
以 上 结论 均 依据 的 v 的 连续 性 ( 见 命题 3.3.1(v) ). 例 如, 设 实数 列 x, sx, 则 
limg,(%,) = limv((~ %,%]) =v(N(- %,%,]) 


=v((- %,x]) = g,(%). 
任 给 形 如 (3.7. 1) 的 分 划 , 有 


2 Agx) l= Flr,x]) ls lvl 


(由 式 (3.3.1)), 故 Vi(g,) < jv ,从 而 V(g,) = V*。(g,) < lv. 以 上 事实 
促使 我 们 考虑 函数 类 
NBV = {g:&g 是 R 上 右 连 续 的 K 值 函数 ,有 有 限 极限 g&(o ) 
与 5(-om) =0,V(g) = V°,(g) < ~%|. (3.7.15) 
作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 来 建立 如 下 基本 定理 : 
定理 3.7.4 设 NBV 依 (3.7.15) , g, 依 式 (3.7.14) , 则 以 下 结论 成 立 : 
(i) NBV 以 V(g) 作为 范 数 是 一 个 Banach 空间 , 且 
M(R) —» NBV, v—&, (3.7.16) 
是 一 个 等 距 同 构 ; 
(i)v<mog, eACod =gdmv lmoOg, =0,a.e.; 
(十 )v 是 实测 度 司 g, 是 实 函数 ,> 是 正 测度 全 g, 是 增 函 数 . 
证 (i) 易 验 知 v 一 g, 是 一 线性 单 射 且 已 确立 V(g,) < lv 上 |. 如同 已 熟知 的 
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类 似 结果 的 证 明 ( 如 定理 3.5.2, 定理 3. 5.3) ,只 要 对 给 定 的 g e NBV ,找到 > e 
M(R) ,使 得 g = g, 且 vl < V(g). 为 此 拟 用 定理 3.5.3. 定义 


L(gp) = limf pdg, 9 e Co(R). (3.7.17) 
取 定 p e Co(R) , 任 给 J = [a,6] CR, 由 定理 3.7.3 知 pdg 存在 . 由 式 
(3.7. 12) 有 
fwag|s elivi(e) < olve), 
其 中 , 1p ly = sup1 p(x)1. 因 当 a,b5 一 - % 或 a,6 一 w 时 均 有 Dp 一 0, 从 


而 | gdg 一 0, 故 由 传统 的 Cauchy 收敛 判别 法 知 式 (3.7. 17) 右 端 之 极限 存在 


Z(2p) 显然 是 线性 的 (由 命题 3.7.2(i)) 且 1 L(g) 1< lploV(g), 故 Le 
Co(R)“ 且 LI < V(g). 由 定理 3.5.3, 存 在 v e M(R) ,使 得 


[pdv = lim | pdg, p € CI(R) (3.7. 18) 
且 vl = ZI <V(s). 余 下 说 明 g = g,, 即 - 
z((-o,x]) = g(x), x eR. (3.7.19) 


取 定 x e R. 作 gp e Co(R) ,使 p,1[-n,x] = 1, 在 区 间 [-n-n ,x+n ] 之 外 
p=0, 在 [-n-n ,nj 与 [x,x+n”] 上 9 是 线性 函数 , 则 依 点 态 收敛 有 9, 一 
p A Ear(n—m %). 于 是 


v(-%,x]) = [pd = [Co-op d+ hod Al+L. 


首先 由 控制 收敛 定理 3.3.6 推出 了 一 0(n 一 %). 其次, 取 4b > 0 充分 大 , 则 由 式 
(3.7.18) 与 分 部 积分 有 


一 用 +n-l 
n= [wag =-nf edt+nf gd, 


然后 用 g 右 连续 及 g( - wm) = 0, 即 得 1 一 g(x) (一 om ). 于 是 证 得 式 (3.7.19). 
一 旦 验证 了 式 (3.7. 16) 为 同 构 且 jv = V(g,),V(g) 就 必定 为 NBV 上 的 
范 数 且 NBV 依 此 范 数 为 Banach 空间 , 而 不 必 另 外 单独 验证 . 
(ii) 设 v = v。+v, 是 v 的 Lebesgue 分 解 ( 由 定理 3.3.3) , 则 g = g, 相应 地 有 分 
解 g = g。+ g,. 由 定理 3.6.4, 对 几乎 所 有 x < 及 ,有 


1 Ye 2 


Ye(x) = = g,(%), 
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而 g '(x) = 0,a.e.. 因 此 g' = g',a.e. ,dy = g'dm. 这 就 得 出 vm 时 dy = 5 dm， 
vimoOv,=0Og =0,a.e.. 若 v 万 m, 则 


g(x) =v((- %,4]) = {8'(0)d, 
这 推出 g < AC. 反之 ,车 g < AC, 则 对 任 给 ab e R,a < b, 有 


p((a,b)) = 8(b) ~ glo) = 人 es)dx 


这 又 推出 :对 任何 开 集 UCR, 有 wv(U) = [8'dm. 于 是 由 推论 3. 4. 1 推出 dv = 
g'dm. 

( 滞 ) 车 v 是 实测 度 (或 正 测度 ) , 则 g, 显然 是 实 函数 (或 增 函 数 ). 反之 , 设 g, 是 
增 函数 .定义 n(a,6) = g,(5") -g,(a)(a < 65), 则 用 一 个 标准 的 程序 构成 RR 上 的 有 
限 Borel 测度 凡 , 对 任何 开 集 VC RR 有 LV = v(4). 因由 推论 3.4.1 有 j=v, 故 v 是 正 
测度 . 若 g, 是 实 函数 , 则 它 可 表 为 两 增 函数 之 差 , 这 就 说 明 ” 为 实测 度 口 

任 给 g < NBV, 由 式 (3.7. 19) 唯一 地 决定 一 个 测度 ve M(R) ,使 得 g = &, 
称 为 由 函数 g 生成 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ,简称 为 LS 测度 , 记 作 dv = dg 
或 dv = dg(z). 进而 可 考虑 对 测度 "的 积分 . 任 给 fe L(R,E,1v1), 令 


[fae = | fav, (3.7.20) 


其 中 , 右 端 依 (3.3.15) 有 定义 , dy = dg. 如 上 所 定义 的 | 7ae 称 为 函数 对 (fg) 


的 Lebesgue-Stieltjes 积分 ,简称 为 LS 积分 . 

LS 积分 与 定义 3.7.2 所 描述 的 RS 积分 的 关系 , 颇 类 似 于 Lebesgue 积分 与 Ri- 
emann 积分 的 关系 . LS 积分 有 明显 的 优势 ,值得 强调 如 下 两 点 :首先 , 式 (3.7.20) 
中 的 积分 存在 的 条 件 宽松 得 多 ,完全 不 涉及 f 的 连续 性 (对 照 定 理 3.7.3) ;而且 ， 
LS 积分 实际 上 是 对 测度 的 积分 ,因而 可 应 用 关于 测度 积分 的 种 种 结论 ,如 完全 可 
加 性 控制 收敛 定理 等 ,而 这 是 RS 积分 所 不 能 考虑 的 . 

以 上 所 述 可 转换 成 有 限 区 间 J = [a,b] 上 的 相应 内 容 , 后 者 在 应 用 上 有 其 特 
殊 需 要 . 任 给 v e M(J) ,将 v 扩 张 到 R 上 使 "为 其 零 集 ,就 可 以 认为 v e M(R). 在 
这 种 意义 上 ,有 自然 的 等 距 插 入 M(J) 一 M(R) ,不 妨 就 认为 M(J) C M(R). 然后 
结合 定理 3.7.4 得 出 :在 等 距 同 构 (3.7. 16) 之 下 ,M(J) 等 距 同 构 于 NBV( 由 
式 (3.7.15) ) 的 某 个 子 空间 ,现在 要 和 弄 清 后 者 的 结构 如 何 .约定 以 NBV (有 ) 记 J 上 
右 连续 K 值 有 界 变 差 函 数 之 全 体 . 任 给 v e M(J) , 设 g, 依 式 (3.7.14) ,因而 


g(x%) =v([a,x]), x ee 了 (3.7.21) 
注意 g,(x) = 0(x < a),g,(a) = v({a}),g,(7Y) = g,(5)(Yy > 0). 于 是 
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zl = V°, (8,) =| g,(a) 1 + Vo(g,). 
反之 , 任 给 g e NBV(J) ,补充 定义 g(x) = 0(x < 0a) 与 g(y) = g(b)(y >25), 则 
8g e NBV( 由 式 (3.7.15)), 因 而 g = gz e M(R), 易 见 必 v e M(J). 给 定 p e 
C(J) ,将 其 扩张 为 p,e Co(R) ,使 得 它 在 区 间 [a -n" ,b+n” ] 之 外 为 零 , 在 区 间 
[a-n ,a] 与 [6,b +n”] 上 为 线性 函数 , 则 


[pv=[ pdg+ [ode+| pde 


一 pp(a)g(a) + [ pdg, n>%. 
因此 有 
Te = p(a)g(a) + Teas， p eC()). (3.7.22) 
这 就 得 出 
定理 3.7.5 设 NBV (J) 记 J 上 右 连 续 的 K 值 有 界 变 差 函 数 之 全 体 , 则 
NBV(J) 依 范 数 1g1 =1 g(a) 1+ V(g) 是 一 个 Banach 空间 且 
M(J) — NBV(J), v —&, (3.7.23) 
是 一 个 等 距 同 构 , 其 中 , g, 依 式 (3.7.21).v<meog,eACeOdy=g'dm,vlm 
佑 8 = 0,a.e. ,v 是 实测 度 人 g, 是 实 函 数 ,v 是 正 测度 全 g, 是 增 函 数 . 当 v ee 
M(J]) ,g = g, 时 式 (3.7.22) 成 立 . 


推论 3.7.1 设 NBV。 (J) = {ge BV(J,K):&g 在 (a,b) 内 右 连 续 且 g(a) 
= 0| ， 


L.(p) = Teae(e e dg(p e C(J)), 
则 有 等 距 同 构 
NBVo(J) — C(J) “,， gL,, 
其 中 , NBVo(J) 中 采用 范 数 |g| = V(g). 
证 设 NBV (J]) 依 定理 3.7.5. 任 给 g e NBV(J), 令 8(x) = g(x)(a <x 到 
b) ,8B(a) =0, 则 5 e NBVo(J) ;Vp se C(J) ,不 难 验证 
[ wdz = pl(a)g(a) + [ was， 


V(g) =| g(a) 1 + V(g). 
以 上 事实 结合 定理 3.5.3 与 定理 3.7.5, 即 得 所 要 结论 . 口 
基于 定理 3.7.5, 又 可 以 界定 区 间 J 上 的 LS 测度 与 LS 积分 ,就 如 同 利用 定理 
3.7.4 在 RR 上 所 作 的 一 样 : 任 给 g e NBV(J) , 设 g(a) = 0, 则 存在 唯一 测度 > e 
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M(J) ,使 得 g = g,,g, 依 式 (3.7.21) , 称 v 为 由 g 生 成 的 LS 测度 , 记 作 dv = dg. 任 
给 fe LD(J,E,1v1), 定 义 


[ms fi， (3.7.24) 


其 中 , 右 端 依 式 (3.3. 15) , 称 如 此 定义 的 fdg 为 函数 对 (fg) 在 [a,6] 上 的 IS 
积分 


第 4 章 解析 函数 


数学 界 大 概 有 一 种 共识 :解析 函数 论 是 最 和 谐 的 数学 理论 之 一 . 经 典 的 解析 函 
数论 ,或 者 如 通常 所 说 的 复 分 析 ,无 疑 是 经 典 分 析 学 中 最 优美 的 部 分 , 它 深 得 大 数 
学 家 ， 如 Euler、Gauss、Cauchy、Riemann 等 的 特别 喜爱 . 它 的 方法 与 结论 渗透 到 许 
多 数学 分 支 , 且 到 处 导致 惊人 地 深刻 的 结果 . 近代 分 析 数 学 所 经 历 的 “无 限 维 化 ” 
这 一 强劲 冲击 , 亦 未 能 使 解析 函数 论 例外 . 各 种 领域 的 问题 促成 了 解析 函数 概念 到 
向 量 值 函数 的 推广 :和 矩阵 分 析 与 算 子 演算 、Banach 代数 理论 、 微 分 方程 的 解析 理论 
等 .自然 地 ,向 量 值 的 解析 函数 论 成 为 近代 分 析 数 学 中 的 重要 篇 章 , 它 的 理论 因 依 
然 具 有 那些 备 受 欣 赏 的 传统 特色 而 特别 富有 吸引 力 . 

本 章 考虑 的 解析 函数 都 取 值 于 某 个 给 定 的 复 Banach 空间 E, 而 函数 的 变 元 则 
依次 取 为 单 复 变量 、 多 复 变量 乃至 复 Banach 空间 中 的 向 量变 量 . 为 复 Banach 空 
间 这 一 设 定 是 本 质 的 ,这 使 得 基于 它 而 展开 的 解析 函数 论 仍 然 是 某 种 复 分 析 ,可 称 
为 Banach 空间 上 的 复 分 析 . 经 典 复 分 析 不 只 是 起 引导 思路 的 作用 ,而 且 也 提供 仍 
然 语 有 推断 力 的 现成 结论 . 为 从 向 量 值 的 复 分 析 返回 经 典 复 分 析 ,我 们 尽 可 能 求助 
于 两 种 归 化 法 :基于 Hahn-Banach 定理 的 “ 弱 方 法 "及 将 自 变量 单 参数 化 的 方法 . 

对 本 章 所 用 记号 作 一 简单 交代 : 0 总 记 非 空 开 集 , 它 所 属 的 空间 是 C,C"” 或 某 
个 复 Banach 空间 ,具体 由 上 下 文 判定 . C 中 的 圆 域 用 记号 

D(a)=ljlzeC:lz-al<r，D(a) = D,(a), 
其 中 ,a e C,r > 0. 当 圆 周 L = 9D,(a) 作为 积分 路 径 使 用 时 ,总 假定 它 是 单 重 的 且 
取 反 时 针 方向 . 此 外 再 重申 已 多 次 用 到 的 老 记 号 外 714 = sup 上 f(z) 上 . 


4.1 单 变量 函数 


本 节 中 设 QC CC. 着 f: QQ 一 ,zo。 e 2, 则 依 式 (2.1.3) 导数 (zo) 定义 为 
f (20) = limh'Af(z,h), (4.1.1) 
只 要 其 中 的 极限 存在 .不 过 ,在 2.1 节 中 形 如 式 (4.1.1) 的 导数 是 对 2 C K 统一 处 
理 的 ,当时 并 未 注意 到 下 = R 与 C 的 区 别 . 现在 正 是 要 强调 这 一 区 别 的 时 候 了 . 如 
同 在 经 典 复 分 析 中 一 样 ,z 为 复 变量 这 一 点 使 函数 及 z) 的 可 微 性 具有 非 同 寻常 的 
意义 ,大 量 出 人 意料 的 深刻 结论 将 由 之 导出 . 这 就 促使 我 们 沿用 一 个 老 的 术语 : 解 
析 函数 . 任何 可 微 函 数 广 2 一 E 都 称 为 2 内 的 E 值 解析 函数 或 全 纯 函 数 ,其 全 体 记 
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作 H(Q,E),H(Q) A H(Q,C) 就 是 通常 的 解析 函数 类 . 如 通常 一 样 ,C 上 的 解析 也 
数 也 称 为 整 函数 . 

再 强调 一 遍 : 解 析 性 的 唯一 要 求 就 是 可 微 . 从 形式 上 看 ,这 一 要 求 似乎 已 经 够 
低 了 . 但 依 以 下 结果 ,上 述 要 求 甚 至 还 可 进一步 降低 . 

引 理 4.1.1 设 f: 0 一 E, 则 fe Fo2,E) 后 YoeE 有 op。j es TOD). 

依照 通常 的 说 法 ,以 上 结论 意味 着 /解析 全 了 弱 解析 . 这 一 结论 对 于 整个 向 量 
值 解析 函数 论 都 有 重大 意义 , 它 为 将 向 量 值 解析 函数 问题 归结 为 复 解 析 函 数 问题 
( 归 化 法 ) 开辟 了 道路 . 

证 FeEO25) 一 peEO)(Vpe 天 ) 是 平凡 的 , 今 证 其 逆 . 设 p。 太 e 
ECO)(Vp es 天 ). 取 定 z es 有 2, 今 证 和 (z)( 依 式 (4.1.1) ) 存在 .为 此 ,只 要 证 如 
下 的 Cauchy 条 件 满足 (参照 条 件 (3.7.10) ) : 

lim[h™ Af(xo,h) -有 Aflxo,k)] = 0 
关键 的 观察 是 以 上 条 件 列 涵 于 一 个 有 界 性 条 件 , 即 
fh,k) 全 (天 -有 [mAKz) — kAflzo,k)] (4. 1.2) 
有 界 , 其 中 , h,k e C 异 于 零 且 互 异 ,1h1 与 1k| 充分 小 . 由 命题 1.6.1(i) ,只 要 证 
J(f,h,k) 弱 有 界 , 即 Vp ee E*,g = po。f,J(g,h,k) A p(J(f,h,k)) 有 界 ,后 者 已 
完全 是 一 个 经 典 复 分 析 问题 . 取 r > 0, 使 D(z6) C 02, 令 L = 9D,(zo), 则 当 
0<ihl,lkl<r 且 hh 关上 时 , 由 Cauchy 公式 有 


| J(g,h,k) | | 天 [ec ) -az 有 


-二 [sdz (一 ey 


1 ECz) | 
ee oa 


<r™ lgl, 

这 正 表 明 J(g,h,k) 有 界 ,如 所 要 证 . 口 

本 节 的 目标 是 将 经 典 复 分 析 的 基本 结果 推广 于 向 量 值 解析 函数 .一般 的 思路 
是 :如 果 要 对 fe H(02,E) 建立 的 某 个 结果 可 表 为 等 式 T(f) =0, 而 7 与 p ek* 可 
交换 , 则 问题 归于 验证 T(g。f) = 0( Vp es 五 ) ,后 者 作为 一 个 经 典 复 分 析 问题 可 
能 较 容 易 解 决 ,甚至 可 能 是 一 个 现成 的 结论 . 但 在 作 如 上 推理 之 前 ,首先 要 确 
认 fe H(Q2,E) ,在 这 一 点 上 正 是 引 理 4. 1. 1 发 挥 作用 的 地 方 . 

下 面 的 讨论 遵循 复 分 析 中 的 例 行 顺序 :Cauchy 定理 .Cauchy 公式 、Taylor 级 数 
与 Laurent 级 数 等 . 这 将 是 一 次 非常 轻松 愉快 的 行进 ,不 会 碰 到 任何 严重 的 障碍 . 

为 建立 Cauchy 定理 ,首先 要 描述 向 量 值 函数 沿 平面 曲线 的 积分 ,这 与 通常 的 
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复 积分 并 无 实质 差别 . 设 了 是 2 内 由 方程 z = z(1) (a <<i<B) 给 定 的 曲线 ,假定 它 
是 连续 可 度 的 ,这 意味 着 z(1) : [a,B] 一 2 是 连续 有 界 变 差 函 数 ,其 全 变 差 1 就 是 
上 的 长 度 (参考 定义 3.7.1). 任 给 f e C(02,E) ,定义 


[faa = [sz(D)dzG (4.1.3) 


为 A(z) 沿路 径 工 的 积分 . 式 (4.1.3) 右 端 作为 RS 积分 必 存 在 (由 定理 3.7.3). 如 
此 定义 的 积分 显然 有 如 下 性 质 : 


T|f(z) dz = [Tz) dz, (4. 1.4) 


| [2 | < Ulfl, (4.1.5) 


其 中 , 7 是 定义 在 E 上 的 任 一 有 界线 性 算 子 . 式 (4.1.5) 由 式 (3.7.12) 推 出 .者 忆 
由 Q2 内 有 限 条 互 不 相交 的 连续 可 度 曲 线 L 组 成 , 则 自然 规定 


[Ka)dz 三 5 {f(s) dz 
蔡 L 由 0 内 有 限 条 互 不 相交 的 简单 闭 曲 线 组 成 , 则 称 工 为 2 内 的 一 条 围 道 . 设 K C 


C 是 某 个 非 空 s 集 . 若 
， “天 大， 
BD - 人 2 E 天 ， 


则 说 工 环绕 天 说 到 0 中 的 围 道 L 时 ,总 假定 它 所 环绕 的 每 一 点 都 属于 人 2 而 不 男 加 
说 明 . 在 充分 简单 的 情况 下 (如 对 于 矩形 周 界 或 圆周 ) ,L“ 取 反 时 针 方 向 ”的 意义 
是 自明 的 . 本 章 中 涉及 积分 路 径 时 ,我 们 总 持 朴 素 的 观点 , 避 开 严格 但 繁琐 的 拓扑 
表述 ,以便 集 中 精力 于 复 分 析 基本 思想 的 阑 发 . 
作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 已 可 建立 处 于 中 心地 位 的 Cauchy 定理 与 Cauchy 公式 . 
定理 4.1.1 设 f eC(02,E). 


(i) Cauchy 定理 : fs H(0,E) © [f(z) = 0,L 是 2 中 的 任 一 围 道 ; 
(ii) Cauchy 公式 : 若 Fs H(02,E) ,z e 人 2, 则 成 立 
a ee mn 过 0， (4.1.6) 


2 2 +1 
其 中 工 是 0 中 环绕 点 z 的 任 一 围 道 . 特别 地 , 取 L = L = 9D,(z)(p > 0 使 得 已 (z) C 
人 2) , 从 式 (4.1.6) 得 到 Cauchy 不 等 式 
Lf* CN nlM,p", M,= Nf (4. 1.7) 
证 (i) 直接 由 经 典 复 分 析 中 的 Cauchy 定理 与 引 理 4.1.1 推出 . 
(ii) 首先 用 归纳 法 证 任意 次 可 微 . 设 A”(z) 在 0 内 处 处 存在 ,n > 1 是 给 定 
的 . Vp e E* ,有 ps = (9。 有 ”eH(0) ,这 就 由 引 理 4.1.1 推 出 f”e H(0， 
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) ,因而 7" (z) 在 2 内 处 处 存在 . 这 就 归纳 地 证 明了 /任意 次 可 微 
取 定 z < 0,n < 2,. 设 L 是 2 中 环绕 点 :的 围 道 , 则 由 复 分 析 中 的 已 知 结果 有 
(pm = dA, VoeE, 


2) 
然后 用 推论 1.6.1 即 得 出 式 (4. 1.6). 
由 式 (4.1.6) 推 出 不 等 式 (4.1.7) 是 平凡 的 . 口 
其 次 考虑 解析 函数 的 震级 数 表 示 . 
定理 4.1.2 设 aeC,0<r<p<R<ow,L, = 9D,(a). 
(i) 设 2= |z:r<lz-al < Ril,feH(Q,E), 则 f 可 展开 为 在 Q 内 绝对 并 
紧 一 致 收敛 的 Laurent 级 数 
f(z) = 2 (z—-a)’, zeQ, 
6 三光 We Ae 9 Bs n ey; 
a | p (入 一 0) ， 
(ii) 设 C = |{z:1z-al <R),fe H(02,E), 则 f 可 展开 为 在 0 内 绝对 并 紧 一 
致 收敛 的 Taylor 级 数 


(4. 1.8) 


f(z) = Se zef; (4.1.9) 
(过 ) 设 lo:neZ:CER= (limnwie ) ”> 0, 则 
f(z) = > (z -a)” (4. 1. 10) 


= {z:lz-al <R| 内 的 解析 函数 ， 且 式 (4.1.10) 即 为 其 Taylor 级 数 . 
-和 (i) 设 o 依 式 (4.1.8) , 则 类 似 于 不 等 式 (4.1.7) 可 建立 
el 和 MA ，Pme2， (4.1.11) 
其 中 , M, = | 设 r<p <a<pB<y<R,D,gs= {z:as<lz-al<pBl. 
Vz e Ds, 由 式 (4.1.11) 有 
jelz -a) "ll < J a 
M,(p/a)", n<d0. 
这 推出 级 数 》c,(z - a)" 在 D,s 上 绝对 并 一 致 收敛 ,从 而 在 人 2 内 绝对 并 紧 一 致 收 
伍 ( 注 意 可 选取 p,a 充分 接近 于 r;B,y 充分 接近 于 R). 一 旦 确立 了 Laurent 级 数 的 
收敛 性 ,就 如 同 证 式 (4. 1.6) 一 样 ,用 标准 的 归 化 法 从 经 典 复 分 析 中 的 Laurent 展 
开 式 推出 式 (4.1.8) 成 立 . 
(ii) 若 n < 0, 则 令 p 一 0 从 不 等 式 (4.1.11) 得 c。= 0. 如 果 n 宕 0, 则 对 照 式 
(4. 1.6) 与 式 (4.1.8) 有 c, =A"”(a)/n!. 于 是 从 展开 式 (4.1.8) 得 出 式 (4. 1.9). 
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(证) Vz e 人 2, 设 1z-al<p<R, 则 当 n 充分 大 时 Yc < lp, 因 而 
elz -a)"l (lz-al /pp)", 


这 推出 级 数 2 c,(z - a)" 绝对 收敛 . 于 是 , VP e E”， 


Me Poe) (2 -0) 


是 2 内 的 解析 函数 , 且 上 式 右 端 必 为 p(f(z) ) 的 Taylor 级 数 . 由 引 理 4.1.1 推 
出 fe H(0Q,E), 由 推论 1.6.1 推出 c, = 产 (ao)Mnl ,因此 式 (4.1.10) 是 f(z) 的 
Taylor 级 数 表 示 . 口 

至 此 ,已 确立 了 解析 函数 的 三 种 主要 表示 :Cauchy 公式 (4. 1.6) ,Laurent 级 数 
(4.1.8) 与 Taylor 级 数 (4.1.9). 现在 让 我 们 观察 一 下 ,是 什么 因素 使 它们 如 此 强 
有 力 . 式 (4.1.6) 表 明 ,f 在 围 道 L 上 的 状态 已 完全 决定 了 f 在 L 所 环绕 的 任何 点 的 
值 , 式 (4.1.8) 亦 有 类 似 特点 . 式 (4.1.9) 表明 , 8 在 2 内 任 一 点 的 值 仅 决定 于 
“Taylor 系数 ”c。= f”(a)/n!, 后 者 仅 决定 于 f 在 点 a 的 任意 小 邻 域内 的 状态 . 总 
之 ,依据 式 (4. 1.6) , 式 (4.1.8) 与 式 (4.1.9) , 仅 赁 了 在 某 个 “小子 集 ”上 的 值 ,就 
足以 了 解 j 在 2 内 的 全 貌 . 这 正 表 明了 解析 函数 的 非 同 寻常 的 特殊 性 质 : 它 在 其 解 
析 区 域内 各 部 分 的 值 受 极 强 的 内 在 联系 制约 . 对 于 一 个 解析 函数 ,看 来 极 少 的 信 
息 常常 足以 推出 极 强 的 结论 . 而 用 来 完成 这 类 推导 的 工具 ,通常 就 是 Cauchy 公式 、 
Laureut 级 数 或 Taylor 级 数 . 由 此 大 致 可 以 看 出 ,由 定理 4.1.1 与 定理 4.1.2 所 描述 
的 解析 工具 在 解析 函数 论 中 的 价值 . 

解析 函数 论 定理 的 标志 性 特点 是 “微不足道 的 条 件 , 难 以 置信 地 强 的 结论 ”. 
复 分 析 中 广为人知 的 唯一 性 定理 与 最 大 模 原 理 可 用 作 说 明 的 典型 例子 ,它们 都 可 
以 推广 到 区 域 上 的 向 量 值 解析 函数 ,区 域 被 界定 为 连通 开 集 . 

定理 4.1.3( 唯 一 性 定理 ) 设 f e H(0Q,E) ,0 是 一 个 区 域 . 若 集 lf = 01 在 0 
内 至 少 有 一 素 点 , 则 f(z) = 0(z e 02). 

证 由 经 典 复 分 析 中 的 唯一 性 定理 ，Vep e E* ,有 wp(f(z)) = 0, 这 推出 
f(z) = 0. 口 

利用 定理 4.1.3, 要 判定 区 域 2 内 的 两 个 解析 函数 与 g 恒 等 , 只 要 验证 在 某 
个 微不足道 的 集 4 C QQ 上 f(z) = g(z),4 在 2 内 至 少 有 一 聚 点 就 行 了 . 

若 f e H(Q,E), 则 | Kz) 上 是 2 内 的 非 负 实 函数 , 其 图 形 是 R 中 的 一 连续 曲 
面 , 称 为 模 曲 面 . 解析 函数 的 模 曲 面 有 一 似乎 很 奇怪 的 几何 性 质 , 即 它 不 能 有 “项 
点 ”, 其 准确 含义 表 为 如 下 的 最 大 模 原 理 : 

定理 4.1.4 设 fe H(Q2,E) ,0 是 一 区 域 ,a e 人 2 

(i) 者 fo) = max | f(z) | , 则 MA) 1 = fe) | (ze 0); 

(ii) 若是 Hilbert 空间 ,f(z) 在 点 a 取得 局 部 极 大 , 则 fz) = f(a). 
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证 (i) 令 4 = {ze 0Q:|f(z) = f(a) 中), 则 4 显然 是 02 的 相对 闭 子 集 ， 
a e 4. 余下 只 要 证 4 为 开 集 (如 此 则 由 连通 性 得 出 4 = 2, 从 而 f(z) = 
f(a) | ). 为 此 只 要 证 a。 e 4°*( 同 理 , 对 任何 z e 4 亦 有 z e 4°, 因 而 4 是 开 集 ). 取 
r >0, 使 D,(a) CQ. 令 L = 3D,(a), 由 Cauchy 公式 (在 式 (4.1.6) 中 取 n =0) 有 


Ka = 直上 Ae 


< h fa+re’) de < A 1 


因 上 式 中 的 < 均 应 为 等 号 ,这 就 由 连续 性 推出 f(z) ‖ = f(a) (Vz e 也 ). 因 7 
可 任意 小 , 故 对 充分 邻近 a 的 z 均 有 |f(z) = lf(a) ,这 正 表 明 a es 4 
(ii) 由 定理 4.1.3, 只 要 证 明 在 a 的 某 个 邻 域内 拟 z) = f(a). 取 充 分 小 的 > > 
0, 设 f(z) 在 D,,(a) 内 被 表 为 Taylor 级 数 (4.1.10) , 则 
lool = 1 Ke) 1 


1 有 ig 2 
之 人 
| f(a + re*) ?de 
i 
二 = Dre | dg9 


1 nt+m 册 i(n-—m 
= 入 之 《ceo)r [ eit"-")9d0 


= 2 es 人， 
这 推出 c= 0( Yn > 1) ,因而 在 D,(a) 内 f(z) = co = 拟 c) ,如 所 要 证 . 口 

以 下 简单 例子 说 明定 理 4.1.4(ii) 不 适用 于 一 般 复 Banach 空间 E: 取 E = C ， 
其 中 , 采用 范 数 zl =1z1VIal(z=(za) EC), 令 Kz) = (1,z), 则 f e 
H(C,E), 当 1z1<1 时 f(z) =1, 但 在 1z1 < 1 内 f(z) 关 拟 0). 

在 经 典 复 分 析 中 ,最 大 模 原 理 有 数量 可 观 的 推论 ,它们 大 多 在 稍 加 改变 的 形式 
下 适用 于 向 量 值 解析 函数 , 今 将 其 主要 者 汇集 于 下 . 

推论 4.1.1 (i) 设 fe H(Q2,E) nC(02,E),Q2 是 有 界 区域 , 则 f(z) | 必 在 
dl 上 取得 最 大 值 ; 

(i) 设 fe FF),CQ2= lz:1z-al< RI,O0<R<w, M(r) = 
max 上 f(z) | ， 则 M(r) (0 < r < R) 是 严格 增 函数 ,除非 17(z) ‖ = 1 Ko) 1 .车 
E 是 Hilbert 空间 , 则 M(r) 是 严格 增 函 数 , 除 非 拟 z) = f(a); 

(iii) Schwarz 引 理 : 设 f ee H(Di(0),E),0 <R<%,f(0) = 0,M = 
sup f(z) 上 < %, 则 fz) < (MAR)1zl (1 zl < R). 若 有 某 个 26,0 #1 zl < 
R, 使 不 等 式 中 的 等 号 成 立 , 则 | 上 f(z) ‖ = (M/R)1 zl , 当 五 为 Hilbert 空间 时 fz) = 
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az,a E 下 ,al = M/R:; 

(iv) Liouville 定理 :有 界 整 函数 必 为 常 值 函数 . 

证 直接 看 出 定理 4.1.4 推出 (i) 与 (ii),( 访 ) 寺 (iv). 

证 (过 ). 令 g(z) =z f(z), 则 g(z) e H(Dr(0),E). 若 1z1 <r < R, 则 由 结 
论 ( 切 有 ‖&g(\z) < max | SCA) | rr 1M, 这 得 HKz) < (M/7)1z1. 令 rr 一 
R 即 得 所 要 不 等 式 . 余下 结论 从 (ii) 推出 . 口 

用 “ 归 化 法 ”将 Schwarz 引 理 与 Liouville 定理 转移 到 向 量 值 解析 函数 ,可 能 是 
更 简捷 且 有 趣 的 . 例如 , 考虑 Schwarz 引 理 . Vp e E* ,有 

| po(f(z)) I<R!|z| sup | pM)) I < MI oN 1 zl /R, 
由 此 推出 f(z) (MA/R) 1 z1 (由 式 (1.6.9)). 

在 推论 4.1.1 中 ,最 简单 也 最 常用 的 无 疑 是 结论 (i) ,注意 其 中 限制 了 02 为 有 
界 区 域 . 在 某 些 特殊 情况 下 亦 可 建立 无 界 域 上 的 类 似 结 果 , 以 下 是 一 个 较 有 趣 的 
例子 . 

定理 4.1.5(Doetsch) 设 fe H(Q,E) 由 C(0,E),0= (a,b)xRCC,f 在 
人 2 内 有 界 ,M(x) = sup x + 这) i , 则 成 立 

M(x)’” < M(a)’“M(b)’*, a<x<b. (4. 1. 12) 
由 此 推出 jn M(x)( 从 而 M(x) ) 是 凸 函数 , f(z) | 大 上 f 0(z e 02). 

证 证明 的 实质 性 部 分 并 不 复杂 ,但 预先 需 作 一 系列 转化 . 首先 以 区 间 [0 ,1j 
取代 [a,8]( 这 相当 于 以 f(a + z(b - a)) 取代 f(z)), 其 次 不 妨 设 M(0)M(1) > 
0( 否 则 以 小 正 数 代 替 M(0) 或 M(1)), 进而 又 可 设 M(0) = M(1) = 1( 否 则 以 
M(0)”M(1) “f(z) 取代 f(z)). 这 就 将 问题 转化 为 证 f(z) 上 和 1(z es 02). 分 两 
种 情况 考虑 . 首先 设 当 z e 02,1 zl 一 om 时 f(z) 一 0, 则 将 推论 4.1.1(i) 用 于 矩形 
[0,1] x [hh,h](h > 0 充分 大 ) 得 出 f(z) | 1(z e 02). 对 于 一 般 情况 , 作 辅 
助 函数 f(z) = f(z)A(1 + ez) ,se > 0, 它 满足 

fk+tiy) ll < AR+iy)| <1, k=0,1,y eR, 
f£.(z) 一 0(z e 1,1z1 一 %). 因 此 f(z) 夺 1, 从 而 
f(z) <ll+ezl<sl+elzl, zeQ. 
令 e 一 0 即 得 f(z) 1(z e 12) ,如 所 要 证 . 口 

经 典 复 分 析 中 关于 解析 函数 的 零点 与 孤立 奇 点 的 用 语 与 结论 ,完全 基于 Tay- 
lor 展开 式 与 Laurent 展开 式 , 自然 可 移 用 于 向 量 值 解析 函数 . 

定义 4.1.1 设 f(z)(0 <1z-al<R) 表 如 式 (4.1.8). 给 定 m eZ, 设 c, 关 
0. 若 n > 0, Vk < n, 有 c= 0, 则 称 a 为 的 n 阶 零点 ; 若 n < 0, Vk < n, 有 ci = 
0, 则 称 a 为 的 -nn 阶 极点 .车 Yk < 0, 有 c = 0, 则 称 a 为 的 正则 点 . 若 a 既 非 
正则 点 又 非 极点 ( 属 存 在 无 限 多 个 负 下 标 左 使 关 0) , 则 称 a 为 1 的 本 性 奇 点 . 知 
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z =0 是 作 z”) 的 正则 点 (或 零点 、 极 点、 本 性 奇 点 ) , 则 称 % 为 的 正则 点 (或 零点 、 
极点 、 本 性 奇 点 ). 

涉及 以 上 概念 的 一 些 简 单 结论 是 明显 的 ,不 必 详 述 . 

除了 将 在 4.4 节 中 统一 处 理 的 若干 内 容 之 外 ,至 此 已 大 体 完成 经 典 复 分 析 基 
本 结论 到 向 量 值 解析 函数 的 推广 . 这 件 事 做 得 颇 为 顺畅 与 完满 ,似乎 所 传递 的 都 是 
令 人 乐观 的 信息 :无限 维 向 量 值 解析 函数 论 如 同 复 解析 函数 论 一 样 和 谐 优美 . 但 若 
以 为 在 向 量 值 解析 函数 论 中 可 重建 全 部 复 分 析 的 内 容 , 则 并 不 现实 . 对 此 ,只 要 举 
出 以 下 例子 就 是 以 说 明 二 者 的 差别 : 设 f e ECOE),a e 人 2,f(a) 关 0, 则 f 在 a 的 
茶 个 邻 域 D,(a) 上 为 同 胚 的 充 要 条 件 是 dim E = 11 
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在 4.1 节 中 取得 顺利 进展 之 后 ,我 们 似乎 满 有 信心 更 进一步 :对 多 复 变量 的 向 
量 值 解析 函数 建立 某 种 基本 的 理论 构架 . 

首先 规定 若干 记号 .给 定 m e N, 写 出 z e C" ,总 意味 着 z = (zi 2 2). 任 
给 a € Cr = (rT, Ti) ,rT > 0(1l <j<n) , 令 


P,(a) = IIp,(o)， P,(a) =P(a)， (4.2.1) 


二 者 分 别称 为 以 a 为 中 心 的 多 圆柱 与 闭 多 圆柱 . P,(a) 的 作用 颇 类 似 于 4. 1 节 中 频 
繁 地 用 到 的 圆 盘 D,(a). 本 节 中 总 设 人 2 CC.. 

对 于 一 个 函数 广 2 一 E, 其 导数 1'(z) 的 定义 及 与 偏 导数 的 关系 ,已 经 包含 于 
定义 2.1.1 与 定理 2.1.3, 并 不 需要 重建 . 如 同 在 4.1 节 中 一 样 , 称 任何 可 微 函 数 
f: 0 一 E 为 0 内 的 EF 值 解析 函数 或 全 纯 函 数 ,其 全 体 记 作 H(0,E), 令 H(Q) = 
H(Q2,C). 从 形式 上 看 ,此 处 从 用 语 到 记号 完全 重复 了 4. 1 节 中 的 表述 ,根本 看 不 
出 来 “ 单 复 变 ”与 “多 复 变 ”这 两 种 情形 有 何 区 别 . 让 我 们 姑且 维持 这 一 乐观 心情 ， 
努力 去 转移 单 变 量 理论 中 的 基本 结果 ,直到 但 遇险 阻 无 法 前 行为 止 . 

在 建立 多 变量 的 Cauchy 公式 、Taylor 展开 式 等 之 前 ,首先 指出 :如 同 在 2.2 节 
中 处 理 R*" 上 的 可 微 函 数 一 样 ,对 于 C" 上 的 解析 函数 ,使 用 偏 导 数 比 “全 导数 ”更 
为 方便 . 因此 ,本 节 完 全 继承 由 式 (2.2.2) ~ 式 (2.2.4) 所 设 定 的 记号 ,只 是 将 其 
中 的 实 变量 % 改 成 复 变量 zs ,如 设 9 = av/ez ,9 = (91,0,,…,0,). 其 余 不 必 一 一 详 
述 . 此 外 约定 一 个 特殊 记号 e = (1,1,…,1) e 2 

首先 推广 Cauchy 公式 (4. 1.6). 

定理 4.2.1 设 f e H(Q,E). 则 f 在 0 内 存在 所 有 各 阶 偏 导数 且 当 P,(a) C 
人 2,z e P.(a) 时 成 立 Cauchy 公式 


9°f(z) = pian WD a a ey, (4. 2.2) 
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其 中 , L = aD, (a) (1 <j<n),dA = dAdA,.…dA,. 

证 ” 因 仿 导数 总 是 逐次 对 单个 变 元 取 的 , 故 利 用 单 变量 函数 的 已 知 结果 不 难 
说 明 ,f 的 任何 阶 偏 导数 存在 .下面 只 要 对 n 用 归纳 法 证 明 式 (4.2.2). 当 n =1 时 
式 (4.2.2) 就 是 Cauchy 公式 (4.1.6). 今 设 n > 1 并 作 归 纳 假设 , 则 当 >z e 
P,(z) ,a = (aa as) eZ 时, 有 

0°f(z) = 7 (920n"f(z)) 


a a | 922…02 太 Ai 2 
2TriJo (A 三 :分 je 


1!0, ! ! f(A)dA,…dA, 
Oe 6 I er ee 
pe 


dA 


— 2)"" 
如 所 要 证 . 口 
令 MCr) = sup{ 上 f(z) 上 :ze xL x… xL,| , 则 从 式 (4.2.2) 直接 推出 
| 9°f(a) | < alM(r)/r, a eZ'. (4. 2.3) 


这 正 是 Cauchy 不 等 式 (4.1.7) 的 多 元 推广 . 
下 一 个 目标 自然 是 推广 定理 4.1.2. 不 过 ,我 们 暂且 放下 Laurent 级 数 , 首 先 解 
决 较 简 单 的 Taylor 展开 问题 . 下 面 的 结果 恰 对 应 于 定理 4.1.2 中 的 (in) 与 (这 ). 
定理 4.2.2 (i) 设 /fe H(P,(a),E), 则 f 可 展开 为 P,(a) 内 绝对 并 紧 一 致 收 
敛 的 Taylor 级 数 


aa = af(a) (2 A (4. 2.4) 
求 和 号 中 a 遍 取 Z (下 面 保持 这 一 约定 而 不 再 注 明 ); 
(ii) 设 {c。: a e Z| CE 使 得 以 下 客 级 数 收 合 : 
f(z) = 六 -a)”, ze P,(a), (4. 2.5) 
则 fe H(P,(a),E) 且 式 (4.2.5) 之 右 端 即 为 了 的 Taylor 级 数 . 
证 (i) 设 0 <s<p;<r,L = aD, (a;) (1 和) 过 mn),s = (s1,52，,…,5,),p 仿 
此 . 任 给 z e P,(a), 由 Cauchy 公式 (4.2.2) 有 


( ) 


-ny a 1 .人 wo 
- Se J a gr 
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= 5 if(a) (z ~ oa)”. 
利用 不 等 式 (4.2.3) 推 出 
| (aD af) (zs -ac < Mp)s/p, a eT. 
这 表明 式 (4.2.4) 右 端 级 数 在 P,(a) 内 绝对 并 一 致 收敛 ,从 而 在 P,(a) 内 绝对 并 
紧 一 致 收敛 . 
(ii) 设 spr 仍 如 (D. 由 袜 cop* 收敛 推出 WA sup | csp" < %. 任 给 z e 
P,(a), 有 


elz-a)" | Ms/p, a eZ'. (4. 2.6) 
而 当 0 < x <s(l<jgn) 时 有 
下 ~1 a 
IT(1 -之 ) = 》 乞 . (4.2.7) 
J=1 pi a Pp 


式 (4.2.7) 右 端 级 数 可 逐 项 微分 任意 次 , 且 微 分 后 的 级 数 保持 绝对 并 一 致 收敛 . 对 
照 级 数 (4.2.5) 与 式 (4.2.7) 并 利用 不 等 式 (4.2.6) 得 出 : 式 (4.2.5) 右 端 级 数 逐 
项 微分 任意 次 后 仍 在 P,(a) 内 绝对 并 一 致 收敛 . 由 定理 2.2.1 得 f € H(P,(a),E) 
且 9"f(a) = alc,(a e Z'), 因 此 式 (4.2.5) 即 为 用 z) 的 Taylor 级 数 表 示 . 口 

以 上 结果 表明 ,就 Taylor 级 数 表示 而 言 ,从 单 变 量 情形 过 渡 到 多 变量 情形 并 未 
出 现 重大 的 新 情况 . Laurent 级 数 的 情况 要 复杂 一 些 , 其 差别 与 其 说 是 分 析 上 的 ,不 
如 说 是 几何 上 的 . 单 变量 的 Laurent 级 数 适用 于 圆 环 域 lz: r <1z - al < RI. 圆 环 
的 n 维 推广 就 是 球 环 , 即 C" 中 两 个 同心 球面 所 夹 的 区 域 . 但 多 变量 的 Laurent 级 数 
并 不 必 限 制 在 球 环 中 考虑 ,如 同样 可 在 形 如 P,(a)\P,(a)(0 <s <n,l <j<n) 
的 区 域内 考虑 . 更 适当 的 做 法 是 在 一 般 的 所 谓 Reinhardt 域内 考虑 . 若 一 区 域 2 C 
C" 满足 条 件 

ze QA eT" > (Az,Az, ,Az) E02, (4. 2.8) 

则 称 Q 为 Reinhardt 域 . 中 心 在 原点 的 球 环 及 前 述 的 P,(0)\P,(0) 就 是 Reinhardt 
域 的 例子 . 

定理 4.2.3 设 fe H(02,E) ,人 2 是 一 个 Reinhardt 域 , 则 f 在 0 内 可 了 唯一 地 展 
开 为 紧 一 致 收敛 的 Laurent 级 数 


f(z) = 2 err, (4. 2.9) 
其 中 , 左 遍 取 Z" (下 面 保 持 此 约定 而 不 再 注 明 ). 
证 ”唯一 性 . 设 展开 式 (4.2.9) 成 立 . 取 a e 人 2, 使 a; 关 0(1 jn), 则 对 任 
给 ke Z”" 有 


py We et ,qe )e itsdb 
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二 人 | 『 | DS ca'e "do = Ci (4. 2. 10) 
TJ- -7 令 


其 中 用 了 条 件 (4.2.8) ,0 = (91,0,,…,60,) .可 见 系数 c 由 f 唯 一 决定 . 
存在 性 . 任 给 入 e 2, 取 充分 小 的 。 > 0, 使 
O(A,e) A {lz:lAl-e <lzsl<lAl+e(l sj<n)}} Ch 
利用 单 变量 的 Laurent 展开 式 ( 由 式 (4. 1.8) ) 并 对 n 用 归纳 法 ,可 得 展开 式 
f(z) = 之 ce(A)z ， ze O(A,s), 


它 在 O(A,e) 内 紧 一 致 收敛 . 任 给 和 ' es 0( 和 A,s) , 取 充 分 小 的 se" > 0, 使 OA ,es ) C 
0O(A,e) , 则 在 OCA ,s ) 内 有 
DelA)s cz 

由 已 证 的 唯一 性 ,有 ci(A) = ce(A ) ,这 说 明 c(A) 在 人 2 内 局 部 地 为 常数 . 而 人 2 是 
区 域 , 故 c,(A) = ci 与 无关. 因此 形 如 式 (4. 2.9) 的 展开 式 人 存在 且 右 端 级 数 在 人 
内 紧 一 致 收敛 . 口 

至 此 ,已 完成 表示 解析 函数 的 3 个 主要 工具 一 一 Cauchy 公式 、Taylor 级 数 与 
Laurent 级 数 一 一 到 多 变量 情形 的 推广 . 这 些 都 是 我 们 乐于 看 到 的 单 变 量 与 多 变量 
两 种 情形 共享 的 结果 . 但 似乎 漏 掉 了 一 个 在 4. 1 节 中 最 被 看 好 的 结果 , 即 引 理 4.1.1. 
实际 上 , 引 理 4.1.1 亦 可 推广 于 多 变量 情形 , 只 是 其 证 明 要 困难 得 多 , 以 致 不 能 像 
4.1 节 中 那样 置 于 本 节 之 首 . 有 了 前 面 的 一 些 结果 之 后 ,现在 考虑 引 理 4.1.1 的 推 
广 .不 过 ,此 处 仍然 不 能 给 出 一 个 完全 的 证 明 , 因 需要 用 到 如 下 著名 定理 : 

定理 4.2.4(Hartogs) 设 f: 0 一 C 分 别 对 各 变 元 解析 , 则 js H(0). 

关于 Hartogs 定理 可 参见 文献 (Narasimhan ，1971 ) . 

下 面 就 是 与 引 理 4.1. 1 相当 的 结果 . 

定理 4.2.5 ”对 于 一 个 函数 广 02 一 EE, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(je H(Q,E); 

(ii) fz) = f(z1,z2,…,z,) 分 别 对 各 变 元 是 解析 的 ; 

(证 ) f 是 弱 解 析 的 , 即 Vp e EF*, 有 ow。°。f eH(0). 

证 (i) 一 《〈ii) 是 平凡 的 . 

(ii) 之 〈 让 ) 由 Hartogs 定理 推出 . 

(证 ) 之 (i) 这 是 本 证 明 的 主要 部 分 . 如 同 引 理 4.1.1 之 证 ,此 处 也 要 用 一 个 
有 界 性 论证 , 且 同 样 求助 于 命题 1. 6. 1 ,只 是 具体 作法 上 稍 有 不 同 . 设 条 件 (十 ) 满 
足 , 取 定 z e 12, 今 证 /“(z) 存在 . 由 条 件 (这 ) 与 引 理 4.1.1 推出 ,了 对 各 变 元 是 解 
析 的 ,因而 9f(z) 存在 ,9 = 9/9z(1 jn). 只 要 证 


| MC) =- Daf(2)% = o(l h1), 
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其 中 ,hh = (hi ,和 加) e C” .为 此 又 只 要 证 ( 这 是 关键 !1) : 当 1 hl1 充分 小 时 ， 
Tf,h) Al hl [AHKzh) - > of(2)h] 

有 界 . 这 相当 于 证 J(f,h) 弱 有 界 , 即 J(g,h) 有 界 ,其 中 , g = pg。f,p es E". 取 

P,(z) C0, 令 g(z +h) = coh", 则 

le lM/r(aeZ), M-= SP， | g(A)1, 
这 用 到 定理 4.2. 2(i) 与 不 等 式 (4.2.3). 令 8 = ( 史记 ) , 则 当 | hl < 8/2 
时 ， 


__1 M | 
gh) TAR Deoh < 112 多， re 
M C=- |hl\” 
本 2 作 之 六 ) 
M /lhl\” 
ee 
M ~ 2M 
~6(6-1hl) 8 
这 正 表明 J(g,h) 在 1h1 < 6/2 内 有 界 , 如 所 要 证 . 口 


4.1 节 对 引 理 4.1.1 的 意义 所 作 的 评述 ,自然 亦 可 用 于 定理 4.2.5 ,不 必 重 述 . 
至 此 ,与 4.1 节 比 较 , 就 只 剩 下 唯一 性 定理 与 最 大 模 原 理 未 作 推 广 . 但 这 些 内 
容 将 于 4.3 节 中 在 更 一 般 的 情况 下 统一 处 理 ,此 处 不 必 单 独 考虑 . 
于 是 ,我 们 似乎 可 以 得 出 结论 :除了 某 些 技术 上 的 复杂 性 与 记号 上 的 累 效 之 
外 ,多 复 变 理论 保留 了 单 复 变 理论 的 主要 特点 . 然而 ,现在 应 特别 强调 ,已 看 到 的 事 
实 不 应 造成 一 种 错觉 ,似乎 二 者 确 无 重大 差异 . 实际 上 ,稍微 深入 的 考察 就 会 发 现 ， 
二 者 有 着 不 可 弥合 的 深刻 差别 . 确立 这 种 差别 , 力 是 近代 函数 论 中 的 重大 事件 . 
即使 用 较 简 单 的 例子 ,也 能 解释 多 复 变 理论 的 异乎 寻常 之 处 . 设 定理 4.2.3 中 
的 区 域 2 有 以 下 性 质 : 
VJ es {1,2,…,n| ,jze ,使 z = 0， (4.2. 11) 
则 当 se Z"\ 2 时 必定 c = 0, 此 处 6 依 式 (4. 2. 10). 这 样 一 来 , 式 (4.2.9) 中 的 
级 数 》 cxz 实际 上 是 一 罕 级 数 . 这 就 得 到 以 下 颇 为 惊人 的 结果 : 
定理 4.2.6 设 fe H(0Q,E) ,人 2 是 具有 性 质 (4.2.11) 的 Reinhardt 域 , 则 了 可 
扩张 为 区 域 位 内 的 解析 函数 ,位 表 为 
= {Az Ma) :ze QO0<A SI <j<n)}. (4.2.12) 
这 就 值得 考察 一 下 条 件 (4.2. 11) 赋 予 区 域 2 的 几何 特点 . 直观 上 ,条 件 (4.2.11) 
无 非 是 说 , C" 中 每 个 坐标 面 均 通过 2 . 若 n = 1, 则 条 件 (4.2. 11) 等 价 于 8 包含 原 
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点 ,因而 圆 环 lz seC:r <lzl < Ri 不 满足 条 件 (4.2. 11). 与 此 相反 , 当 n > 1 时， 


球 环 Q = |z e C":r <1zl < R} 则 满足 条 件 (4.2.11), 且 容易 看 出 位 = Br(0)( 依 
(4.2. 12)). 因此 , 球 环 02 内 的 解析 函数 必 可 扩张 为 球 Br(0) 内 的 解析 函数 . 经 一 
平移 又 得 出 球 环 {z: r <1 z -al < R} 内 的 解析 函数 必 可 扩张 为 球 Bi(a) 内 的 解 
析 函 数 . 这 就 得 到 与 单 复 变 理论 大 相 径 庭 的 以 下 结果 : 

推论 4.2.1 设 fe H(Q,E), 人 2 CC nm > 1, 则 /不 能 有 孤立 奇 点 . 若 太 es 
H(0) , 则 f 不 能 有 孤立 零点 . 

从 单 复 变 理论 的 眼光 看 来 ,以 上 结论 简直 是 难以 想象 的 . 从 前 面 对 球 环 的 考察 
可 以 看 出 ,由 推论 4.2.1 所 体现 的 单 复 变 理论 与 多 复 变 理论 的 差别 ,本 质 上 源 于 空 
间 C"(n > 1) 与 C 在 几何 结构 上 的 差别 . 

从 定理 4.2.6 还 可 推出 如 下 稍 复杂 的 结论 , 它 也 不 会 在 单 变量 理论 中 发 生 : 

定理 4.2.7(Hartogs) 设 P=P(0) CC"n>l,Y 是 sp 的 开 邻 域 ,使 得 mn 
书 连 通 . 大 < H(V,E), 则 f 必 可 扩张 为 P UV 上 的 解析 函数 . 

证 取 充 分 小 的 e > 0, 令 5 = 站 -es= (s1,52,…,5,),; 则 QAP\P,(0) C 
V,0 是 一 个 满足 条 件 (4.2.11) 的 Reinhardt 域 ,= 已, 有 2 依 式 (4.2.12). 由 定 
理 4.2.6, fl 0 可 扩张 为 P 内 的 解析 函数 g. 因 QCPUT, 而 PMV 连通 ,gl 0 = 
f, 故 必 g1 P NV = f, 此 处 提前 用 了 将 在 4.3 节 建 立 的 唯一 性 定理 4.3.2. 定义 

Ce 1 地 = 入 
gS(2),, eo, 
则 h(z) 是 f 在 P UV 上 的 解析 扩张 . 加 

注意 了 一 般 不 是 “ 单 连通 ”的 , 即 它 可 能 包围 一 个 “ 洞 ” 定理 4.2.7 则 表明 ,可 
通过 解析 扩张 消除 /定义 域 中 的 洞 . 这 在 单 复 变 的 情况 下 显然 是 做 不 到 的 . 
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在 4.2 节 中 实现 了 解析 函数 论 从 单 复 变 情形 到 多 复 变 情形 的 扩展 . 这 一 扩展 
过 程 或 许 走 得 并 不 如 预期 得 那么 远 ,但 毕竟 成 果 颇 丰 , 令 人 鼓舞 . 这 就 不 免 让 人 产 
生 新 的 信心 :或 许 还 能 再 进一步 ,实现 解析 函数 论 从 多 复 变 情形 到 一 般 向 量变 量 情 
形 的 跨越 . 这 不 只 是 出 于 对 逻辑 上 自然 延伸 的 偏爱 ,也 受到 某 些 实际 需要 的 驱动 . 
后 面 这 一 层 理由 ,在读 过 章 之 后 会 看 得 更 清楚 些 . 当然 ,我 们 希望 新 的 扩展 不 只 是 
一 个 定义 加 上 少数 平凡 结论 ,而 是 真正 富有 成 果 的 . 首要 的 问题 自然 是 :前 两 节 建 
立 起 来 的 那些 具有 “解析 理论 ”标志 性 特征 的 结果 ,能 在 多 大 程度 上 被 继承 ?这 无 
疑 是 一 个 贷 有 趣味 但 尚 待 探 讨 的 问题 ,本 节 中 幸而 能 看 到 某 些 肯定 的 答案 . 

本 节 设 不 与 五 均 为 复 Banach 空间 , 2 CX 不消 说 ,此 处 的 X 正 是 用 来 取代 前 
两 节 中 的 C 与 C" 的 . 从 02 到 EE 的 可 微 函数 及 其 导数 的 概念 并 不 是 新 的 , 它 已 包含 在 
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2.1 诈 的 微分 理论 中 了 .在 2.1 节 中 笼统 地 设 定 空间 的 基 域 为 K, 并 未 深究 K 取 RR 
与 C 会 有 多 大 差别 . 正如 前 两 节 的 内 容 所 提示 的 ,“X 与 E 是 复 Banach 空间 ”这 一 
设 定 ,将 使 可 微 函 数 .F 0 一 EF 具有 异乎 寻常 的 意义 . 我 们 迈 出 的 第 一 步 就 是 :将 前 
两 节 的 用 语 与 记号 形式 地 移植 过 来 :者 一 个 函数 广 2 一 E 处 处 可 微 ,就 称 f 为 2 内 
的 解析 函数 ,此 种 函数 之 全 体 记 作 (0Q,E). 同样 令 H(0) = H(0,C). 

研究 如 此 一 般 的 解析 函数 ,最 初 的 感觉 似乎 是 难 有 所 为 (你 能 考虑 这 种 函数 
的 Cauchy 公式 与 Taylor 级 数 吗 ?). 这 就 更 紧迫 地 需要 某 种 归 化 法 . 不 妨 首先 总 结 
一 下 4.2 节 中 的 经 验 . 对 于 一 个 解析 函数 f: CC C" 一 E, 有 两 种 归 化 法 可 用 . 其 一 
是 考虑 pg。f e H( 人 2)(g e E* ) ,此 方法 对 于 解析 函数 f: 2 CX 一 EE 未必 有 用 , 因 
gg。f e H(0)(g e EE”) 作为 一 个 向 量变 量 的 复 解析 函数 ( 称 为 解析 泛 函 ) ,并 不 能 
归 入 前 两 节 所 考察 的 解析 函数 之 内 . 另 一 种 归 化 法 是 将 对 太 s H(02,E) 的 研究 转化 
成 一 个 单 复 变 问题 ,将 此 方法 移 用 于 f: 2 CX 一 EF 却 是 现实 可 行 的 , 它 正 是 本 市 所 
依仗 的 主要 方法 ,从 使 用 效果 来 看 它 足以 令 人 满意 . 

设 f ee H(Q2,E). 取 定 x e 人 02,h e 针 , 则 也 数 

g(A) = f(x + Ah) (4.3.1) 

必 在 某 个 圆 Di:《0)(C C) 内 有 定义, 且 是 D:(0) 内 的 E 值 解析 函数 . 自然 的 做 法 
是 对 如 上 的 g(A) 充分 运用 4.1 节 中 的 结论 ,然后 再 看 从 这 些 结论 对 函数 /能 说 明 
什么 . 由 定理 4.1.2(ii), g(A) 有 Taylor 级 数 表示 


g(A) = y ig "(0)", A e D.,(0), (4.3.2) 
其 中 , g” (0) = f(x), 当 n 宇 1 时 ， 
g™ (0) = fl + Ah) | ,A f(x,h). (4. 3.3) 


5"f(x,h) 称 为 f 在 x 关于 hh 的 n 阶 变 分 ,对 于 E = C 的 情况 ,一 阶 变 分 已 在 2.1 节 
中 提 到 了 . 8"f(x,h) 对 hh 显然 是 n 次 齐 次 的 : 


Sf(x,ah) = od"f(x,h), a eC. (4.3.4) 
若 jh 适当 小 , 则 可 设 R > 1, 因 而 可 在 式 (4.3.2) 中 取 入 = 1, 得 到 
flx +h) = f(x) + DE f(z,h). (4. 3.5) 
若 已 知 f 任 意 次 可 微 , 则 从 式 (4.3.3) 得 
"f(x,h) =f" (x)h", n>1. (4. 3.6) 
以 此 代入 式 (4.3.5) ,并 约定 A" (x)h”= f(x) ,得 到 
ee > f(s) (4.3.7) 


这 正 是 j 在 * 展开 的 Taylor 级 数 , 它 无 疑 是 我 们 最 想得到 的 具 明显 解析 理论 标志 的 
结果 . 但 我 们 面前 有 一 严重 的 障碍 :如 何 从 f 可 微 推 出 它 必定 无 限 次 可 微 ? 这 也 是 


4.3 从 向 量 到 向 量 的 函数 “187 ， 


经 典 复 分 析 好 不 容易 才 解 决 的 基本 问题 . 本 节 的 第 一 项 任务 就 是 全 力 解决 上 述 问 
题 . 实际 上 ,我 们 面 对 的 问题 至 少 在 形式 上 要 容易 些 :只 要 证 明 f s H(Q2,E) 在 0 
内 处 处 二 次 可 微 就 够 了 , 因 这 样 一 来 ,就 有 fe H(Q,L(X,E)) ,反复 运用 已 证 的 
结论 就 可 说 明了 无 限 次 可 微 . 不 过 ,即使 仅仅 确定 "(x) (x e 2) 存在 ,也 不 很 简 
单 ,需要 预先 作 些 准备 . 


设 7: 说 一 EE 是 一 个 对 称 的 n 重 线性 算 子 ( 见 1.5 节 ), 记 Tx = 7x", 定 义 


17 = sup, | trl. (4.3.8) 
直接 看 出 | 六 | < 7 x| "(x eX). 在 1.5 节 中 已 定义 
VS al ll sl me: 
引 理 4.3.1 设 7: XX" 一 是 对 称 的 n 重 线性 算 子 , 则 
12 < TI < Cv/n!) FH. (4.3.9) 


证 ”由 式 (1.5.15) 直 接 看 出 | 到 | < 外 7. 其次, 设 2 eX, 上 x =1(1< 
7 大 了 ) , 则 


m12 ”| Txix,…%, || = >», ee2e,T( 六 ej ) | 
n=+l J=1 


E1，…2 


n 


< 2， ll | D2, &% 
El，…En= 土 ] 7=1 
<2"| Tr", 
这 推出 TH < (n/n!) 7. 口 
引 理 4.3.2 设 f: 2 一 E,Vxe 人 2,h e ,一 阶 变 分 


3f(x,h) = Als + Ah) | 


恒 存 在 , 则 (x,h) 对 是 线性 的 . 
证 ”只 要 证 5/(x,h) 对 hh 是 可 加 的 . 取 定 x e 02,hi,h, e 了 , 令 
g(A) = f(x +Aih +Ash,), A = (AiA2z)， 
g(A) 在 和 A = 0 的 某 个 邻 域 U 内 有 定义 , 且 存 在 
ag(A) /oN = f(x + Ahy + Ashzssh), j=1,2, 
因此 g e H(U,E)( 由 定理 4.2.5). 在 入 = 0 展开 g(A) 得 
g(A) = 8(0) + A EA) + A MY + oA), 


1 


即 
zt+A + Ashs) = f(x) +AISKY hi) + ASf(x,h,) + ol(A). 
令 A! = A,， = 7 eC 得 


f(x +T( Ai + h,) ) = f(x) + 7[ Sf(x,h,) + S/(x,h,)] + o(7). 


. 188. 第 4 章 解析 函数 


另 一 方面 有 
xz +T( +j)) = f(x) +7 f(x,h +h,) +oT)， 

两 相 比较 得 出 f(x ,hi + h) = 8/(x,hi) + 8A(%,h,) ,如 所 要 证 . 口 

作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 已 可 建立 本 节 的 主要 结果 . 

定理 4.3.1 设 fe H(Q2,E), 则 f 在 人 2 内 无 限 次 可 微 且 Vx e 02, 存 在 r, > 0， 
f 在 x 处 可 展开 为 Taylor 级 数 (4.3.7) ,其 中 , hl < x. 

证 如 已 指出 的 ,只 要 证 有 (x)(x e 02) 存在 . 取 定 x e 02, 取 p >0, 使 B(x) C 
QHMAsup{ lfl(x +h) | : hl <pl < %. Vh e B,(0), 由 式 (4.1.7) 有 


| f(x + Ah) | | 


| SfCx,h) | < nM hl Ap)™. (4. 3. 10) 
取 定 he X(1 jn) ,定义 
g(A) = f(x +Aih 让 + A.h, ), 入 (AAA 
则 g 是 和 = 0 的 某 个 邻 域内 的 解析 函数 . 设 m 三 1, 令 
疙 生生 二 人 -让 人 本 六 | 
”AAA Mit 9 pp9A， do 
由 引 理 4.3.2, 7T, 对 hh, 是 线性 的 . 同 理 ,7T, 对 (2 < jn) 也 是 线性 的 . T, 关于 
(hh ,hy ，,…,h,) 显然 是 对 称 的 ,因此 7, 是 一 个 对 称 的 n 重 线性 算 子 . 不 难看 出 Th = 
5"f(x,h) ,于 是 从 式 (4.3. 10) 得 
IThl 和 mo 大寺， 
这 推出 7, 和 ”1Mp ,然后 用 引 理 4. 3. 1 得 
| 也 外 Mn/p)", n=1, (4.3.11) 
可 见 Te L(X,E) (记号 见 1.5 节 ). 定义 
Ahhorih, : TE, ko>T hh,k, 
则 易 见 Aihih…h, e L(X,E) 且 
Ashihaeneh, | < Ti | | 
进而 有 4。e LL(X,L(X,E)), A < | Tl (n= 1). 
WM Sf(x,h) =f (x)h, df(x,h) = Th"(n = 2) 代入 式 (4.3.5) 得 
fs +h) = fr) +f (Ph+ D Lh". (4. 3. 12) 
推广 命题 2.1.1(ii) 可 算出 (也 和 妇 ) 估 = nT,h” mk, 故 得 (T,h”)' = md 人” (位 2， 
h e X). 于 是 式 (4. 3. 12 ) 两 边 对 h 求 导 得 (可 设 jh 充分 小 ,因而 可 用 定理 2.2. 1) 


f'(x+h)=f'(x)+ 2 二 4 


n 


d 
dA” 


<nIlM. 


由 此 推出 ，Vh e ,有 
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利用 4, | < 7,w 1 及 式 (4.3.11) 可 作 如 下 估计 : 
If '(x+h) -xz) -Anhl] 


pe Sk l 
= | Ba) < Eatsl el 


名 1 本 ， 
< PilTal As 区 ol 和 (4. 3. 13) 


其 中 ,6。= 其 ( 呈 1)” 由 直接 计算 知 lim Ye。<  , 故 宕 级 数 另 cA" 有 正 的 收 


nl 


全 半径 ,于 是 也 上 4 有 ”= o( 及) 0) 这 就 从 不 等 式 (4.3.13) 得 出 


jx) = 4 e L(X,L(X,E)), 如 所 要 证 . 口 
依 以 上 证 明 中 的 记号 ,由 式 (4.3.12) 得 fA”(x) = 7,, 然后 用 式 (4.3. 11) 得 
If®? x) <Mnp”", n>1, (4. 3. 14) 
其 中 , M = sup{ 上 f(yY) :yx < 站 估计 式 (4.3.14) 可 与 Cauchy 不 等 式 
(4.1.7) 对 照 . 当然 ,估计 式 (4.3.14) 要 粗 得 多 (这 要 归 因 于 导出 不 等 式 (4.3. 11) 
的 估计 式 (4.3.9) 过 粗 ) ,但 亦 不 失 为 有 用 . 
考察 定理 4.3.1 的 证 明 不 难看 出 ,实际 上 无 需 假 定 fe H(02,E) ,只 要 设 f 局 部 
有 界 且 一 阶 变 分 5/(x,h)(x e 人 2,h eX) 恒 存 在 , 则 必定 存在 f'(x) e L(X,E)( 它 
就 是 定理 证 明 中 的 7 ) ,因而 f e H(02,E) ,于 是 定理 4.3.1 的 结论 成 立 . 
已 得 的 Taylor 展开 式 (4.3.7) 无 疑 是 一 个 深刻 的 结果 . 原则 上 , 它 与 式 (4. 1.9)， 
式 (4.2.4) 相 当 , 实 际 上 蕴涵 了 后 两 种 特殊 情况 . 不 过 ,从 实际 运用 的 方便 性 考虑 ， 
式 (4.3.7) 却 难以 起 与 式 (4.1.9) , 式 (4.2.4) 相 当 的 作用 . 因此 ,在 建立 有 关 f e 
H(02,E) 的 其 他 结果 时 , 首选 工具 并 非 了 的 Taylor 级 数 表示 ,而 是 运用 适当 的 归 
在 4.2 节 中 已 经 提 到 ,将 在 本 节 的 一 般 框架 内 实现 唯一 性 定理 与 最 大 模 原 理 
的 推广 . 现在 就 来 做 这 件 事 . 初 看 起 来 颇 出 人 意料 的 是 ,这 些 推 广 还 相当 成 功 . 从 方 
法 上 看 ,这 主要 有 赖 于 归 化 法 的 成 功 运用 . 
定理 4.3.2( 唯 一 性 定理 ) 设 fe H(Q2,E) ,2 是 一 区 域 ( 即 连通 开 集 ) , 集 
{ = 01 内 部 非 空 , 则 f(x) = 0(x e 02). 
证 令 4 = 1{f = 0}°, 由 定理 条 件 知 4 为 非 空 开 集 . 只 要 证 4 是 02 中 的 相对 闭 
子 集 (对 照 定 理 4. 1.4 之 证 ). 任 给 b e 2 4, 今 证 be 4A( 如 此 则 4 为 相对 闭 集 ). 
因 b 是 0 的 内 点 , 故 有 r > 0 使 B,(b5) CQ. 由 be 4 知 有 x ee ANMmB,(b). Vye 
B,(b), 令 g( 和 A) = f(x +A(y -x)), 则 有 包含 线段 [0,1] 在 内 的 某 个 平面 区 域 0， 
使 得 g e H(U,E). 由 x e 4 推出 g(A) 在 和 A = 0 的 邻近 为 零 . 于 是 由 定理 4.1.3 推 
出 g(A) 三 0(A e 0) ,特别 地 , Ay) = g(1) = 0. 因此 f1 BO) = 0,b eh. 品 
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试 比较 定理 4.1.3 与 定理 4.3.2 的 条 件 :定理 4.1.3 要 求 集 |f = 01 在 2 内 至 
少 有 一 聚 点 ,而 定理 4. 3.2 要 求 1f = 01 在 0 内 至 少 有 一 内 点 . 显然 后 者 要 强 些 , 因 
而 定理 4. 3. 2 并 非 定理 4. 1. 3 的 完全 推广 . 尽管 如 此 ,“ |f = 01" 关 8” 仍 然 是 一 个 
很 弱 的 条 件 ,这 就 决定 了 定理 4. 3. 2 的 应 用 价值 . 当 dim X > 1 时 定理 4.3.2 的 条 
件 不 能 减弱 为 “1 = 01 在 如 内 有 聚 点 ” 例如 , 设 f e X* , 则 显然 fe A(X,C) , 即 
使 有 X 的 子 空间 4, 使 /1 4 = 0,4 z 10| ,也 未 必 f(x) = 0 

定理 4.3.3( 最 大 模 原理 ) 设 f e H(0,E) ,0 是 一 区 域 ,a e 人 2 

车 Aa) = max xz) 1, 则 Is) 1 = Ae) | (x es 0); 

(ii) 车 E 是 Hilbert 空间 ，| zx) | 在 点 a 取得 局 部 极 大 , 则 f(x) = f(a). 

证 只 证 结论 (i), (ii) 的 证 明 是 类 似 的 . 令 4 = lx e 02: | Ko)1 = 
1Ka) 1 1 ,如 同 定理 4.1.4(i) 之 证 ,只 要 证 4。e 4°. 取 r > 0 使 B,(a) CQ Vx e 
B.(e) , 令 g(A) = Aa +A(x -0)), 则 8(A) 是 某 个 圆 De(0) 内 的 解析 西数 ,RR > 
L 因 1eg(A) 1 < Ao) 上 = le(0) 4, 故 由 定理 4.1.4(i) 有 le(4) 上 = 
1g(0) ‖ ,从 而 (x) 1 = f(a) 中 .这 表明 B,(a) C 4,a e 4" 得 证 口 

从 字面 上 看 ,定理 4.3.3 与 定理 4.1.4 毫 无 区 别 ,不 免 使 人 惊奇 . 但 从 应 用 上 
看 ,两 者 的 情况 就 有 所 不 同 . 例如 ,从 定理 4. 1. 4 推出 的 推论 4.1.1(i) 与 (ii) ,就 
不 能 推广 到 目前 的 情况 ,除非 2 C C" 这 是 因为 ,在 djim X= % 的 情况 下 ,了 n 不 是 
紧 集 ,即使 e C(D,E) , | Kx) ‖ 也 未 必 在 如 上 取得 最 大 值 . 试看 以 下 例子 . 

例 4.3.1 取 X = 72 = B(0) CD， 定义 


f(x) = > a 
(i) 验证 As C( 人 2). Vx,y e 人 ,有 
| f(x) -f(y) ls 2 pope 


一 XE 1l+k -yy, 


x% = (x) e (02. 


pw ) (x — Yi) 
一 Mt) (1 +k 6 一 入) 


< const 》， | xi 一 入 | = const ||x—-y|i. 
(ii) 验证 fe H(0). 设 x,x +h e 02, 今 验证 
j (1 + 大 一) 
f ‘(x)h = 2 了 石生 下 
直接 看 出 Te (7)" =1， 
| Af(x,h) -了 Us 和 


X 十 h, Xp (1 + 天) 有 
1 +k -和 -有 1+8 -和 (l+k™ -x,)’ 
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二 (1 + hk )h? 
"R= (lh = ) 


< const 之 以 = of | 天 | )， 


这 正 表明 f '(x) = 工 . 

(二) 设 fe} 是 7 六 的 标准 基 , 则 直接 看 出 f(e) =%, 因 此 

sup {| f(x)1: xl 和 1 = o. 

Schwarz 引 理 虽 可 推广 于 现在 的 情况 ,但 原来 的 证 法 却 不 再 适用 . 

定理 4.3.4(Schwarz 引 理 ) 设 fe H(Bi(0),E),0 <R<%w,f/(0) =0, 
f(x) NM< wl(Vx € Br(0)), 则 fx) | < CM/R) | x. 

证 设 0 关 x € Br(0), 令 g(A) =AAx). 则 g(A) 是 1 A1 < R/Tx 内 的 解 
析 函 数 ,g(0) = 0, | g(A) < MM. 于 是 由 推论 4.1.1( 道 ) 有 

aA) < Mx /RTAT. 

取 A = 1 得 出 外 Ax) 1 志 (MAR) 上 x, 如 所 要 证 . 

推论 4. 3. 1 (Liouville 定理 ) ” 铬 f/f: X 一 EF 是 有 界 解析 函数 , 则 f(x) 
f(0)( Vx eX). 


中 口 
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如 同 4.3 节 一 样 , 仍 设 下 与 五 均 为 复 Banach 空间 , 2 CX 或 CC". 与 前 3 市 
不 同 , 现 在 的 关注 点 不 再 是 单个 fe 有 H(Q2,E) 的 性 质 ,而 是 H(Q2,E) 作为 一 个 函数 
空间 的 性 质 . 这 符合 已 熟悉 的 思路 :既然 在 前 两 章 中 已 分 别 考虑 了 可 微 函 数 的 空间 
多 ' 与 p 次 可 积 函 数 的 空间 ,现在 考虑 解析 函数 的 空间 是 顺理成章 的 事 . 注意 , 作 
为 集合 而 言 ,H(Q2,E) 比 C(02,E) ,LP(02,E) 都 更 单纯 , 它 不 含 7,p 一 类 的 参数 . 更 
重要 的 是 ,我 们 将 发 现 ,H(Q2,E) 中 的 收敛 性 具有 十 分 特别 的 性 质 ， 在 这 一 点 上 ， 
也 体现 出 解析 理论 的 标志 性 特点 :少量 的 信息 可 推出 极 强 的 结论 . 

如 同 在 构成 空间 多" 时 所 提 到 的 ,首要 的 问题 是 选择 适当 的 收敛 性 . 对 于 函数 
空间 有 H(Q2,E) 而 言 ,问题 似乎 很 简单 :局 部 一 致 收敛 就 是 最 佳 选 择 ,其 理由 充分 地 
体现 于 如 下 简单 而 又 令 人 吃惊 的 定理 中 : 

定理 4.4.1 设 序列 | 六 C H(Q2,E) 局 部 一 致 收 但 于 六 则 太 s H(02,E) 生 
| 在 QQ 内 C” 局 部 一 致 收敛 于 f (由 定义 2.2.1). 

证 由 定理 2.2.1, 只 需 证 |f | 在 2 内 局 部 一 致 收敛 . 任 取 a e 02, 取 充分 小 
的 r > 0. Vx e B,(a),m,p e N, 由 不 等 式 (4.3.14) 有 

[flx) -fox) | sr sup{ f(y) -£7) | :ye Bra) 
这 就 由 (|| 局 部 一 致 收敛 推出 |f “| 局 部 一 致 收敛 . 口 
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当 Q2 CX 时 ,在 H(fQ2,E) 中 国 然 可 定义 LCS 结构 ,使 其 中 的 收敛 恰 为 局 部 一 

致 收敛 ,但 下 面 限 定 Q C C" (定理 4.4.6 除外 ) ， | F 空间 的 语 
言 , 且 可 与 2.2 节 的 内 容 联 系 起 来 .对 于 人 2 C C", 任 给 紧 集 K C 1, 令 

| up f(z) |, fe HQ,E), (4.4.1) 


则 {fx: 天 C0 为 紧 集 } 是 H(Q2,E) 上 的 一 个 分 离 半 范 族 , 它 将 H(Q2,E) 定义 
为 一 个 下 空间 ,其 中 , 收敛 就 是 紧 一 致 收敛 (全 局 部 一 致 收敛 ) . 由 定理 4.4.1 进而 
推出 , 若 序列 {fi} C H(Q2,E) 紧 一 致 收敛 于 零 , 则 它 必 C” 紧 一 致 收敛 于 零 , 这 意 
味 着 Va e Z" ,19"f,| 紧 一 致 收敛 于 零 . 注意 2 可 看 成 R" 的 开 子 集 ,每 个 f e 
H(02,E) 可 看 成 2n 个 实 变量 的 C” 函 数 . 在 这 一 理解 下 ,有 如 下 结论 : 

推论 4.4.1 设 02cCC, 则 H(Q,E) 作为 了 空间 是 了 空间 拖 0Q2,E) 的 财 子 
空间 . 

以 上 的 讨论 表明 了 , H(Q,E) 中 的 紧 一 致 收敛 蕴涵 了 极 强 的 信息 . 另 一 方面 ， 
我 们 仍然 要 极力 寻求 形式 上 更 弱 的 条 件 ,使 之 足以 推出 紧 一 致 收敛 . 这 是 关于 解析 
函数 收敛 性 的 一 个 基本 课题 . 下 面 的 结果 表明 ,在 一 定 条 件 下 , 紧 一 致 收敛 甚至 可 
由 大 收敛 推出 . 

定理 4.4.2 设 正 (C2,E) = H(Q2,E) 站 (02,E) ,在 从中 采用 2n 维 Lebesgue 
测度 , E 是 Hilbert 空间 . 则 三 (0Q,E) 是 (0Q,E) 的 闭 子 空间 , 因而 是 一 个 Hilbert 

空间 ; 大 (0Q2,E) 中 的 天 收敛 蕴涵 紧 一 致 收敛 . 

特别 地 , 正 (2) A H(Q) Nn (0) 依 请 范 数 是 一 个 Hilbert 空间 . 

证 ”只 要 证 顾 (2, 有 ) 中 的 世 收敛 蕴涵 紧 一 致 收敛 (其 余 结 论 将 随 之 推出 ). 
设 序列 | 有 | C 三 (02,E) 是 世 收敛 的 . 任 给 a e 202, 取 > 0 充分 小 ,1 <j 大 nr = 
(Ti ,rT7,). YZz EP,(a),m,p e N, 今 证 

CAC (4.4.2) 

令 g = 矿 - 厂 ,固定 ze 已 (ao), 令 8(A) = Dc lA-z)°,A =%+iy €P,(z),%, 
y e R". 约定 p =' (pp，…p),dp = dpidp，…dp,,0,d9 类 似 , 则 


le li> J 1g(A) I ?dxdy 


> a _ia'0 


2 cp e 
er | ff rope peepg 


= (2m)"》 | co rr /TT (2 + 2) 
a J=1 


宇 7 | co | (mm rm) ， 


pi…pudpdb 
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这 正 表 明 式 (4.4.2) 成 立 . 由 式 (4.4.2) 显 然 推 出 要 证 的 结论 . 口 

定义 4.4.1 阁 4 是 空间 H(Q2,E) 中 的 相对 紧 集 , 则 称 4 为 正规 族 . 

显然 , 4 为 正规 族 的 充 要 条 件 是 4 中 任何 序列 含 紧 一 致 收敛 子 列 . 寻求 一 解析 
函数 族 成 为 正规 族 的 适当 条 件 ,是 解析 函数 论 的 重要 课题 之 一 . 这 方面 已 有 大 量 经 
典 结果 ,我 们 将 其 中 某 些 结论 推广 于 向 量 值 解析 函数 ,以 展示 处 理 这 类 问题 的 方 
法 . 如 在 其 他 情况 下 一 样 ,有 关 正 规 族 的 定理 亦 表现 出 解析 理论 的 标志 性 特点 :出 
人 意料 地 少 的 条 件 导 致 正规 族 的 结论 . 

任 给 4 CH(Q,E),VC0, 约 定 4A(V) = {f(z):feAh4,ze VI. 车 Vze 02, 存 
在 z 的 邻 域 V 使 A(V) 有 界 ,就 说 4 局 部 一 致 有 界 . 

引 理 4.4.1 设 4CFO,E),KCC 为 紧 集 . 若 4 局 部 一 致 有 界 , 则 4 在 天 上 
等 度 连续 (参考 定理 1. 3.3). 

证 ”用 不 等 式 (4.3.14) 易 推出 , |f ': fe 4} 亦 在 2 内 局 部 一 致 有 界 . 因 天 为 
紧 集 , 故 有 充分 小 的 r > 0, 使 了 = K+B,(0) C 0Q2.L 必 为 紧 集 , 因而 MA 
sup {fi:feAhA}l<w.Vz,A eK, 当 |1z- 和 Al<r 时 ,线段 [z,A] 含 于 L, 于 
是 由 中 值 定 理 2.1. 1 得 出 

f(z) - AA Ef Ni1lz-AlsMIz-Al, fedh. 
这 显然 推出 4 在 天 上 等 度 连续 . 口 

以 下 是 关于 正规 族 的 一 个 基本 结果 . 

定理 4.4.3 对 于 4 C H(Q2,E) ,以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) 4 是 正规 族 ; 

(ii) 任 给 紧 集 K C 02, 集 4(K) 相对 紧 ; 

(让 ) 4 局 部 一 致 有 界 ; 任 给 z e 02, 集 4(z) A 4( {z| ) 相对 紧 . 

证 (i) 二 (ii) 设 4 是 正规 族 ,K C 2 为 紧 集 . 为 说 明 A(K) 相对 紧 , 关 键 是 
注意 到 4 x 天 相对 紧 而 4(K) = @(4 x 天 ) ,此 处 

DD: HQ,E) xQ—E, (f,z) — f(z). 
不 难 直 接 验 证 @ 连续 ,因而 B(4 x 天 ) 相对 紧 . 

(二 ) 寺 (过 ) 是 平 几 的 . 

(过) 坟 (i) 设 条 件 (这 ) 满足 , | 六 | C 4 是 任 给 序列 , 今 要 从 {fi 中 选 出 紧 
一 致 收敛 子 列 . 取 人 2 中 紧 集 的 穷竭 序列 |K1 (由 定理 1.3.7). 由 4 局 部 一 致 有 界 及 
引 理 4. 4. 1 推出 4 在 每 个 及 上 等 度 连续 ,因而 可 依次 在 后 上 应 用 定理 1. 3. 3. 首先 
取出 1 的 子 列 { ,使 它 在 K, 上 一 致 收敛 , 然后 取出 | 有 1 的 子 列 | 所 1 ,使 它 在 
K, 上 一 致 收敛 ,…… ,一 般 地 , 取 |f: |} 的 子 列 { 户 } ,使 其 在 K 上 一 致 收敛 . 如 同 定 
理 1.3.3 之 证 , 取 对 角 线 序列 |f.”| , 它 就 是 {f,} 的 紧 一 致 收敛 子 列 . 口 

若 dim < % , 则 4(z) 相对 紧 全 4(z) 有 界 , 而 后 者 由 4 局 部 一 致 有 界 推出 . 这 
就 从 定理 4. 4. 3 得 到 
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推论 4.4.2 设 4 CH(Q0,E) ,dimE < w. 则 4 是 正规 族 心 4 局 部 一 致 有 界 . 

再 回 到 前 面 已 提 及 的 一 序列 {|} CH(Q2,E) 紧 一 致 收敛 的 条 件 . 当 |f,| 紧 一 
致 收敛 时 显然 必定 局 部 一 致 有 界 . 现在 的 问题 是 :在 局 部 一 致 有 界 的 基础 上 ,能 否 
附加 一 个 尽 可 能 弱 的 条 件 , 使 之 足以 推出 紧 一 致 收敛 ?下 面 的 定理 表明 ,只 要 附设 
{ 态 | 在 某 个 很 小 的 子 集 上 收敛 就 够 了 . 

定理 4.4.4(Vitali) 设 Q2 是 一 区 域 ,序列 | C H(Q2,E) 局 部 一 致 有 界 , 它 
在 集 4 上 每 点 收敛 , 则 在 以 下 两 种 情况 下 |f,} 紧 一 致 收 敛 : 

(CCC,4 = {z| 为 可 数 集 ,z, 一 ze 人 2; 

(i )QCC,dimE <%,A°z 0. 

证 首先 考虑 情况 (i) .不妨 设 0 zs 一 0(k 一 %),K = Di(0) CQ,1f, lx 


1( 否 则 作 一 简单 代 换 ). 令 广 (z) = Dedl :| < 1). 由 不 等 式 (4.1.7) 推出 
1e 1 < 1(m > 1,j > 0). 利用 这 一 结果 推出 , 当 1 z1 < 172 时 ， 
f(z2) -cm = 全 1zli<21zl. 


于 是 当 上 大 适当 大 时 , 对 任 给 m,p e N 有 
le -cp < Hew -falz2) | + Asa) -flz) | + Ra) -el 
<41z1+ |f(z) -£21) |, 
由 此 看 出 co} 收敛 , 设 co 一 co e E(m 一 w). 以 z [f(z) - co] 取代 f(z) 重 
复 以 上 论证 得 cl 一 cl e EF(m 一 % ). 一 般 地 ,有 cw 一 ce E(m 一 %),| cj 二 


1(7] 宇 0). 令 f(z) = DA zl<1), 则 当 1zl 和 r< 工 时 ,有 


IAAGD -RDN < les-sl +2Tr. 


由 此 看 出 在 1 z1 < 内 /和 污 f- 令 V= {ze 0Q: |f| 在 z 的 某 邻 域内 一 致 收敛 | ， 
则 以 上 所 证 表明 VV 必 为 2 中 的 相对 闭 集 , 且 z。e V, 另 一 方面 了 显然 是 开 集 . 于 是 
由 连通 性 得 出 了 = 02, 这 正 表明 {fi} 在 2 内 紧 一 致 收敛 ， 
其 次 考虑 情况 (ii). 用 反 证 法 . 设 [| 在 某 个 紧 集 KC Q2 上 不 一 致 收敛 , 则 必 
有 s >0,{ 有 1 的 子 列 |g,| 与 4,| ,序列 {z,,] C 天 ,使 得 
gn(2n) -hn(zn) 2, meN. (4.4.3) 
由 推论 4.4.2, {f} 是 正规 族 ,这 就 不 妨 设 依 紧 一 致 收 伍 有 g, 一 gj 一 h, 也 设 z, 一 
2 Ee K(m 一 o )、 于 是 由 式 (4.4.3) 推出 ‖1g(z) - h(zo) 上 宇 e. 男 一 方面 ,显然 
g14 = hl1 4. 这 就 由 唯一 性 定理 4.3.2 推出 g(z) 三 h(z)(z e 02) ,得 出 矛盾 . 加 
定理 4.4.4 中 的 条 件 (i) 与 (i) 可 分 别 表述 为 {f,1 的 收敛 点 集 在 2 内 至 少 有 
一 聚 点 (对 于 Q CC) ,或 至 少 有 一 内 点 (对 于 QQ C C"). 满足 这 些 条 件 的 收敛 点 集 
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仍 可 以 足够 “小 ”, 这 就 显著 增加 了 { 态 上 紧 一 致 收敛 的 机 会 . 

推论 4.4.3 设 QCC 是 一 区 域 ,4 C H( 人 2,E) 局 部 一 致 有 界 . 若 存在 可 数 集 
{zl C0, 使 z 一 20 € Q2,4(z) 相对 紧 , 则 4 为 正规 族 . 

此 外 ,应 用 推论 4.1.1(i) 直接 推出 以 下 简单 结果 : 

定理 4.4.5 设 0CcC 是 一 有 界 区 域 ,{f,| CH(Q2,E) 由 C(02,E) 在 302 上 一 
致 收敛 , 则 {| 在 2 内 一 致 收敛 于 某 个 解析 函数 上 

若 2CX, 则 只 能 建立 以 下 比 Vitali 定理 结论 弱 得 多 的 结果 : 

定理 4.4.6 设 QCX 是 一 区 域 ,序列 {f} CH(02,E) 局 部 一 致 有 界 , 它 在 集 
A 上 每 点 收 化 ,4° 头 5, 则 ,| 在 吕 内 点 态 收敛 于 某 个 fs H(0,E) 且 /? (x) 人 一 
fx)h (mw ,x € 0,h ee Xk e N). 

证 令 V= {xeQ: 1f| 在 x 的 某 邻 域内 收敛 | , 则 了 是 开 集 ,4" CTV. 设 a e 
人 2NT. 取 r > 0 充分 小 ,使 B.(a) C 0, 是 | 有 | 在 B,(a) 内 一 致 有 界 . Vx e B,(a)， 
取 y e B,(a) 中 V, 令 g,(A) = f(x + 和 A(y 一 %*)), 则 g,(A) 在 某 个 包含 区 间 [0， 
1 ] 的 平面 区 域内 解析 且 关 于 m, 和 一致 有 界 . 由 y < V 得 出 [g,(A)| 在 A = 工 邻 
近 收 敛 , 于 是 由 定理 4.4.4 得 出 |g,| 在 己 内 紧 一 致 收敛 . 这 推出 [f(x)1 收敛 ,从 
而 a eV, 这 表明 V 是 0 的 相对 闭 子 集 . 由 连通 性 必 8 = 02, 故 {有 | 在 人 2 内 点 态 收 
敛 于 某 个 函数 上 

任 给 x e 02,h e 了 凶 , {f(x + Ah)|} 必 在 某 个 圆 ! A1 < 内 一 致 收敛 于 f(x + 
Ah) ,这 推出 局 部 有 界 且 5/(x,h) 恒 存在 ,因而 f 解 析 ， 


k 
lim f(x)h: = lim fl tah)| = kl. 口 
A=0 
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在 前 面 3 章 中 我 们 看 到 ,经 典 实 分 析 与 复 分 析 的 某 些 基本 内 容 已 成 功 地 推广 
于 无 限 维 向 量 值 函 数 . 但 稍 细 地 观察 就 会 发 现 ,这 些 推广 并 不 完美 ,一 个 重大 缺陷 
就 是 迄今 不 能 在 向 量 值 函 数 之 间 施 行 乘法 ,因而 使 经 典 分 析 中 涉及 乘法 运算 的 那 
一 部 分 内 容 在 Banach 空间 分 析 学 中 要 么 无 立足 之 地 ,要 人 么 只 能 以 某 种 扭曲 的 形式 
出 现 ( 如 考虑 微分 公式 (2.1.7) 与 分 部 积分 公式 (2. 1.23) ). 缺少 乘法 而 给 分 析 学 
造成 的 损失 有 多 大 ,是 不 言 而 喻 的 . 补救 这 一 缺陷 的 必要 步 又 是 在 Banach 空间 中 
引入 满足 适当 规则 的 乘法 运算 ,而 这 就 进入 Banach 代数 的 领域 了 . 

Banach 代数 理论 的 形成 始 于 20 世纪 三 四 十 年 代 , 它 既是 Banach 空间 理论 的 
自然 延伸 ,也 是 分 析 学 中 若干 重大 课题 驱动 的 结果 . M. H. Stone 与 Gelfand 等 的 葛 
基 性 工作 对 Banach 代数 理论 的 发 展 起 了 重要 作用 . 如 所 预期 的 ,在 Banach 代数 中 
可 展开 更 完美 的 分 析 理 论 . 在 Banach 代数 框架 下 建立 的 算 子 演算 与 谱 理 论 等 , 构 
成 近代 分 析 学 中 最 优美 且 最 富有 成 果 的 部 分 之 一 . Banach 代数 理论 上 的 重要 突 
破 , 既 得 益 于 代数 结构 的 完善 ,也 得 益 于 解析 函数 工具 的 有 效 运 用 . 代数 与 分 析 两 
方面 的 有 效 结合 ,导致 Banach 代数 中 大 量 深刻 结果 涌现 ,这 些 结果 为 处 理 一 些 形 
式 上 很 不 相同 的 分 析 课 题 提 供 了 统一 的 理论 框架 ,致使 Banach 代数 成 为 众多 分 析 
理论 的 交汇 点 . Banach 代数 的 语言 与 理论 构架 ,对 于 处 理 算 子 理 论 函数 逼近 论 、 
Fourier 分 析 及 群 表示 论 等 领域 中 的 复杂 问题 ,是 不 可 缺少 的 . 

本 章 限 于 考虑 复 Banach 代数 . 虽然 部 分 内 容 也 适用 于 实 Banach 代数 ,但 像 谱 
理论 ( * ) 代 数 这 样 一 些 课 题 只 有 对 于 复 Banach 代数 才能 获得 完善 的 处 理 ,更 不 
必 说 解析 函数 这 一 强 有 力 工具 的 运用 了 . 鉴于 解析 函数 工具 的 必要 性 ,继续 使 用 第 
4 章 的 记号 与 约定 而 不 另 加 说 明 . 特别 要 提 到 的 是 C 中 的 圆 记号 D,(a) 与 解析 函 
数 类 H(02). 


5.1 基本 概念 : 谱 


节 首 先 概述 有 关 Banach 代数 的 最 必需 的 概念 与 基本 用 语 , 然 后 重点 考虑 在 
本 章 中 起 重要 作用 的 谱 概 念 . 
简单 地 说 ,Banach 代数 就 是 带 乘法 运算 的 Banach 空间 ,其 准确 定义 如 下 : 
定义 5.1.1 设 4 是 一 个 复 向 量 空间 ,其 中 , 定义 了 乘法 A x4 一 4,(x,y) 一 
xy, 使 得 以 下 条 件 满足 : 
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(Ai; ) 结合 律 : (xy)z = x(yz); 

(A,) 分 配 律 : x(y +z) = xy + xz,(y +2)x = yx + 2%x; 

(As) a(xy) = (ax)y = x(ay), 
其 中 ,x,y,z e 4,a e C, 则 称 4 为 一 个 复 代数 . 若 复 代 数 4 同时 是 一 个 赋 范 空间 且 
其 中 的 范 数 满足 条 件 

(As) lxy) < lxl lyl (x,y e 4)， 
则 称 4 为 一 个 复 赋 范 代数 . 当 4 作为 赋 范 空间 完备 时 称 其 为 复 Banach 代数 ,简称 
为 复 B 代数 . 乘法 可 交换 ( 即 xy = yx) 的 B 代数 称 为 交换 B 代数 . 

本 书 限于 考虑 复 Banach 代数 ,今后 省 去 “ 复 ” 字 . 其 次 ,类 似 于 定理 1.2.1, 每 
个 不 完备 赋 范 代数 均 可 依 标准 方式 完备 化 为 一 个 B 代数 . 因此 今后 给 定 的 赋 范 代 
数 都 假定 是 B 代数 . 当然 ,在 具体 问题 中 并 不 排除 使 用 B 代数 的 不 完备 子 代数 . 

设 4 是 一 个 B 代数 . 知 存在 e es 4 满足 条 件 

(Aj)xe=ex = x(x € A), 
则 称 e 为 4 的 单位 元 . 这 样 的 e 必 是 唯一 的 且 必 e 入 0( 除 非 4 = {01 ,今后 总 排除 
这 种 不 足 道 的 情况 ) ,因而 由 el = jel < lel 推出 el > 上 1 今后 总 设 
je = 1( 否 则 适当 改 赋 等 价 范 数 ). 若 4 无 单位 元 , 则 任 取 一 个 不 在 4 中 的 元 , 记 
为 e, 令 4 = 4 Ce, 则 4 依 范 数 

x+Aell = lxl| +IAI, xeA,AeC 
是 一 个 Banach 空间 且 le = 1. 然后 定义 乘法 
(x +Ae)(y+7e) = (xy + Ay +7x%) +ATe， 

使 4 成 为 一 个 以 e 为 单位 元 的 B 代数 . 因此 ,不 失 一 般 性 ,不 妨 设 下 面 考虑 的 B 代 
数 4 具有 单位 元 e 且 llel =1. 

若 x,y e 4 满足 xy = e = yx, 则 称 x 为 可 道 元 或 正则 元 , 称 y 为 x 的 逆 元 . 当 x 
的 道 元 存在 时 必 唯 一 , 记 作 和 .以 6 或 6(4) 记 4 中 可 道 元 之 全 体 . 

若 $ 是 4 的 向 量子 空间 是 Vx,y e $, 有 2 e S$, 则 称 5 为 4 的 子 代 数 , 它 亦 是 
一 个 赋 范 代数 ,但 仅 当 它 是 闭 子 代数 时 才 是 一 个 B 代数 . 至 于 是 否 e e 5, 则 要 依 具 
体 情 况 而 定 . 若 4 与 B 是 两 个 代数 ,线性 算 子 7: 4 一 8 满足 条 件 

T(xy) = (Tx)(Ty), x%,y e 4， 
则 称 7 为 代数 同 态 , 称 Ker 7 A 7”(0) (0 是 8 的 零 元 ) 为 了 的 核 , 称 为 同 态 核 ; 当 Ker 
7 = {0| 时 称 了 为 单 同 态 . 若 进而 设 了 是 一 个 双 射 , 则 称 了 为 代数 同 构 . 知 4 与 妃 均 为 B 
代数 ,代数 同 构 T: 4 一 8 满足 Tx = 1x 1 , 则 称 了 7 为 等 距 的 代数 同 构 . 两 个 等 距 代 
数 同 构 的 B 代数 实质 上 并 无 区 别 ,通常 视 为 等 同 . 若 4 等 距 代数 同 构 于 B 的 某 个 子 代 
数 , 则 说 4 可 柑 入 B, 通 常 不 妨 就 认为 4 是 B 的 子 代 数 . 因 
C—A, A—Ae, (5. 1.1) 

显然 是 一 个 等 距 的 代数 同 态 , 故 C 总 可 以 嵌 人 4 ,不 妨 认为 C 即 为 4 的 一 个 子 代 数 ， 
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且 等 同人 与 Ae(A e C). 这 一 事实 今后 将 随时 利用 而 不 另 作 说 明 . 

下 面 介绍 B 代数 的 几 个 典型 例子 ,它们 作为 解释 概念 的 样本 将 反复 出 现在 本 
章 后 面 各 节 中 . 

例 5.1.1 (i) 算 子 代数 L(X). 设 是 一 个 复 Banach 空间 , 则 L(X) 中 的 算 子 
乘法 显然 满足 条 件 (A, ) ~ (As)( 由 定义 5.1.1, 下 同 ) ,因而 L(X) 是 一 个 B 代数 . 
单位 算 子 1 是 L(X) 的 单位 元 且 7 = 1. 7 e L(X) 是 可 北 元 7T 是 了 的 自 同 构 ， 
可 逆 元 的 全 体 就 是 GL(X).L(X) 称 为 XX 上 的 有 界线 性 算 子 代数 ,简称 为 算 子 代 
数 . 算 子 代 数 是 最 重要 的 B 代数 之 一 ,在 一 定 程 度 上 , 正 是 对 于 算 子 代 数 的 研究 促 
成 了 抽象 Banach 代数 理论 的 形成 . 当 闭 = C" 时 L(C") 可 等 同 于 C”, 即 nn 阶 复 矩 
阵 之 全 体 , 称 之 为 矩阵 代数 . 作为 B 代数 C"”” 固然 有 点 特殊 ,但 仍 不 失 为 一 般 B 代 
数 的 一 个 有 用 样本 ,在 讨论 B 代数 的 代数 性 质 时 尤其 如 此 . 

设 4 是 一 个 B 代数 . 任 给 a e 4, 以 到 记 左 乘 算 子 , 即 Lx = ax(x e 4) , 则 易 
验证 szZ(4) 且 中 = | al. 显然 有 

Ligui = AL tub Ly = Ll ade A Nm eC 
由 此 可 见 ， 
4 一 ZL(4)，a 一 了 人 (5. 1.2) 
是 一 个 等 距 的 代数 同 态 , 故 可 认为 4 是 Z(4) 的 子 代数 . 因此 不 妨 说 , 算 子 代数 及 其 
子 代数 穷尽 了 所 有 B 代数 . 于 此 足见 算 子 代数 对 于 Banach 代数 理论 的 重要 性 . 

(ii) 连续 函数 代数 C(O). 设 人 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , 则 C(Q) = C(0Q,C) 
依 sup 范 数 外 ， ||。 是 一 个 Banach 空间 ,其 中 , 通常 的 函数 乘法 平凡 地 满足 条 件 
(A, ) ~ (A4) 且 是 可 交换 的 ,因此 C(2) 是 一 个 交换 B 代数 . C(0) 中 的 单位 元 是 
1( 即 恒 等 于 1 的 函数 ) ,可 逆 元 就 是 Q2 上 处 处 不 为 零 的 连续 函数 , * ”就 是 1/x. 

若是 一 个 非 紧 的 LCH, 则 Co(2) 是 一 个 无 单位 元 的 B 代数 . 以 02, 记 到 的 
一 点 紧 化 (由 定理 1.3.8) , 则 CC2。) 是 以 1 为 单位 元 的 B 代数 , 它 可 看 成 是 
Co(C2) 附加 单位 元 的 结果 . 这 个 例子 表明 ,以 抽象 形式 4 = 4 @ Ce 表达 的 扩张 ,在 
具体 情况 下 可 能 有 很 自然 的 解释 . 

若是 任 给 非 空 集 , 则 B(0Q) ( 见 例 1.2.1(i) ) 依 通常 的 乘法 是 一 个 交换 B 代 
数 ,其 单位 元 为 1. 若是 拓扑 空间 , 则 B(Q) 以 C,(0) 为 其 闭 子 代数 . 

(十 ) 圆 代数 4(D). 设 D = D1(0) CC,4(D) = H(D) Nn C(D), 则 4(D) 是 
C(D) 的 一 个 闭 子 代数 ,因而 是 一 个 交换 B 代数 , 1 s 4(D). 

(iv) Wiener 代数 全 (Z"). 2(Z") 依 范 数 上 pl = > 1 p(k)1 是 一 个 Banach 
空间 ( 见 3.5 节 ). 任 给 g,wy e 7(Z") ,定义 其 卷 积 为 

(9 *w)(k) = 2 0 -Dy(D), keZ, 


则 不 难 验 证 乘法 (9g,w) 一 pg *y 满足 条 件 (A1) ~ (As) 且 8g*y = yw*g, 因 此 
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/ (2Z") 是 一 个 交换 B 代数 . 设 8 e 1 (2Z") 定义 为 6(0) = 1,6(k) = 0(k 关 0), 则 
6 是 1(Z") 的 单位 元 . 约定 e(x) = e*“*(k e Z",x e R",k .x%x 记 内 积 ). 任 给 gp e 
1(Z"), 令 @ = Dp(k)ey, 则 G8@ e C(T") ( 见 式 (2.2.14)). 若 pg,y e 7 (2) , 则 
GV = Doe dy De = Sp*y) he 
这 表明 
LT(Z) CT), op—6? (5. 1.3) 

是 一 个 代数 同 态 且 为 单 同 态 . 若 令 121 = p11; 则 {8: pe 7(Z")| 是 C(T") 
的 一 个 子 代数 , 它 等 距 代 数 同 构 于 L(Z"), 因而 也 是 一 个 B 代数 , 它 与 二 (2 ) 都 称 
为 Wiener 代数 ,传统 上 称 为 Wiener 环 . 

再 回 到 一 般 的 B 代数 4. 中 心 概 念 是 谱 , 它 源 于 和 矩阵 的 特征 值 概念 . 如 所 熟 
知 , 对 于 一 个 WM se C”,A EC 是 1 的 特征 值 会 人 7-M 不可逆 . 这 推广 到 了 代数 中 
就 是 谱 概念 . 强调 一 下 ,已 约定 C 记 4 中 可 逆 元 之 全 体 . 

定义 5.1.2 任 给 x e 4, 令 


o(x) = {AeC:Ae-x¢ GG}, p(x) = C\o(x). (5.1.4) 
o(x) 与 p(x) 分 别称 为 x 的 谱 与 预 解 集 ,其 中 的 值 分 别称 为 x 的 谱 值 与 正则 值 , 称 
r, (x) = sup{ll Al:A eo(x))| (5.1.5) 


为 x 的 谱 半径 . 若 A e p(x) , 则 称 R(A,x) A (Ae -x) ”为 x 的 预 解 式 . 

对 于 Me C”,o(M) 就 是 M 的 特征 值 之 集 . 

初 看 起 来 , Ae -< 属于 C 与 否 是 一 个 很 平常 的 条 件 ,似乎 并 无 深意 . 然而 ,由 此 
条 件 出 发 竟 演 绎 出 一 个 精彩 宏 富 的 理论 ,使 谱 概念 显示 出 异乎 寻常 的 重要 性 , 以致 
占据 了 B 代数 理论 的 中 心 位 置 , 实 在 令 人 惊异 . 不 过 , 谱 概 念 本 身 只 是 一 些 简单 的 
规定 ,并 不 能 独立 发 挥 作用 . 谱 能 成 为 一 个 强 有 力 的 工具 ,有 赖 于 涉及 谱 的 一 些 深 
刻 结论 ,首先 有 赖 于 如 下 基本 问题 的 解答 : 谱 值 是 否 存在 ? 谱 ol(x) 有 何 特点 ? 函 
数 R(A,x) 有 何 性 质 ?本 节 将 给 出 一 些 基 本 的 结果 . 为 此 ,首先 作 一 些 准备 . 

定义 5.1.1(A4) 有 一 些 重要 推论 . 首先 ,Vx,y,a,b e 4, 有 

xy -abl < zl lly- + |x-all ll, 
这 推出 乘法 是 连续 的 . 其 次 ,归纳 地 有 
es < Na sla, el eh" (5.1.6) 

其 中 ,xx e 4A(1 <i<n). 总 约定 x = e. 

引 理 $S.1.1 (i) 设 x ee G,h e 4, 则 


(x +h)™! = VY = ho (5. 1.7) 


Q@ 在 6.6 节 中 将 看 到 ,这 是 定义 在 人 (2") 上 的 Fourier 变换 . 
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只 要 其 右 端 级 数 收敛 . 当 hh < x ”时 式 (5.1.7) 必 成 立 ; 

(i) C 是 开 集 ,J: 6 一 4,x 一 zx 是 解析 函数 (对 照 引 理 2. 3. 3 ). 

(过 ) R(A,x) 是 开 集 1(A,xz) : Ae-xecl 内 的 解析 函数 ,p(x) 是 开 集 ,0o (x) 
是 闭 集 . 

证 (i) 以 y 记 式 (5.1.7) 右 端 , 则 依 直 接 计 算 易 验 知 

y(x +h) =e = (x +h)y, 
因而 y = (x + hh) , 故 式 (5.1.7) 成 立 . 若 eh < 1 xz” 外” ,而 由 式 (5.1.6) 有 
x Chz)" | < sx 下) 
由 此 看 出 式 (5.1.7) 右 端 之 级 数 绝对 收敛 ,因而 式 (5.1.7) 必 成 立 . 

(ii) 已 证 结论 (i) 表 明 6G 是 开 集 . 如 同 引 理 2.3.3 之 证 ,利用 式 (5.1.7) 可 得 
(对 照 式 (2.3.7) ) (x)h = 一 x hx "(x e G,h e 4). 因 此 J 在 6G 内 处 处 可 微 , 因 
而 是 解析 孙 数 ( 见 4.3 节 ). 

(二 ) 由 (i 六) 推出 . 回 

任 给 x e G,h e 4, 当 1 A1 充分 小 时 , 由 式 (5. 1.7) 得 

(x +Ah)™” = SA — hx )"A". 


而 由 式 (4.3.7) 有 Jx + Ah) = 也。 (1/n!1)J" (x)h"A". 两 相 比较 得 
J x)h” =nlx -jx x eG,heh. (5. 1.8) 
这 可 看 成 熟知 公式 (A) = ml(- 1)"A :的 某 种 推广 . 不 过 ,并 不 能 由 式 
(5.1.8) 得 出 Jo (xz) = ml(- 1)"z 11 
在 引 理 5.1.1 的 基础 上 ,可 建立 如 下 令 人 惊异 的 Gelfand 定理 : 
定理 5.1.1 任 给 x e 4,o(x) 是 非 空 紧 集 且 成 立 谱 半径 公式 
天 二 lim Vlx")| . (5. 1.9) 
特别 地 ,由 式 (5.1.9) 推 出 r, (x) < ‖ x | 
证 取 定 x e 4. 首先 建立 等 式 
lim Vx = inf Vlx| < 有. (5. 1. 10) 
只 需 证 lim V x" < B. 为 此 ,又 只 需 对 任 给 m e N , 证 
lim Vx < Yl). 
固定 mm e N. Yn e N, 必 有 p,qg e 2Z, ,使 得 n = mp +g,g < m. 于 是 
EE 
= lim lx" | = "|. 


其 次 ,直接 应 用 式 (5.1.7) 得 
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R(A,x) = > (5.1.11) 
n=0 


只 要 式 (5.1.11 ) 右 端 级 数 收 敛 . 设 B 依 式 (5.1. 10) , 则 lim V Ax = BATA1 
于 是 式 (5.1.11) 右 端 级 数 在 1 Ai < B 时 发 散 , 1 A1 > B 时 绝对 收敛 ,此 时 入 e 
p(x). 这 得 出 r,(x) < B,o(x) 是 有 界 闭 集 , 从 而 是 紧 集 . 必定 o(x) 关 6, 否则 
R(A,x) 是 入 的 整 函 数 ,而 式 (5. 1. 11) 表明 和 = % 是 RCA,x) 的 零点 ,因而 由 Li- 
ouville 定理 (推论 4.1.1(iv) ) 推 出 R(A,x) 三 R(w ,x) = 0, 得 出 矛盾 . 因 式 
(5.1.11) 正 是 R(A,x) 的 Laurent 级 数 表示 , 它 适用 于 任何 1 和 A1 > r,(x)( 由 定理 
4.1.2(i) ). 但 已 指出 式 (5.1.11) 右 端 级 数 在 1 和 1 < 6 时 发 散 , 故 必 p < r(x). 因 
此 B = r(x). 口 

Gelfand 定理 是 最 优美 的 分 析 定 理 之 一 ,其 形式 至 为 简洁 ,而 结论 却 异 常 深刻 ， 
这 在 分 析 学 定理 中 堪 称 典范 . 在 抽象 分 析 中 , 准确 的 定量 结果 殊 为 少见 , 像 谱 半径 
公式 这 样 简洁 的 定量 结果 更 令 人 惊异 ,特别 值得 珍视 . 还 应 注意 的 是 , r,(x) 完全 
决定 于 4 的 代数 结构 ,lim V | x" | 则 决定 于 4 中 的 度量 ,而 等 式 (5. 1.9) 则 将 这 
两 个 来 源 与 性 质 似 乎 都 完全 不 同 的 量 联 系 起 来 ,其 深刻 性 自然 异乎 寻常. 

Gelfand 定理 的 许多 出 人 意料 地 深刻 的 应 用 见于 各 种 问题 ,本 章 中 不 乏 机 会 去 
体验 这 类 应 用 . 现在 就 看 两 个 较 简单 的 例子 ,其 中 , 第 一 个 属于 Gelfand-Mazur. 

推论 5.1.1 若 4 中 任何 非 零 元 可 逆 , 则 4 = C (等 距 代 数 同 构 ). 

证 任 给 x e 4, 取 和 A e o(x), 则 必 Ae -x = 0, 因 而 x = Ae. 因此 式 (5.1.1) 
是 一 个 等 距 代 数 同 构 . 口 

注意 以 上 证 明 中 仅 用 到 o(x) 关 乡 这 一 结论 . 

推论 5.1.2 任 给 x,y ese4, 有 xy -yx 天 ee. 

注 “ 如 从 线性 代数 所 知 , 任 给 M,N e C”, 有 MN -NM 对 1, 此 由 tr (MN) = 
tr (NM) 推出 . 下 面 的 证 法 与 此 毫 不 相干 . 

证 首先 指出 : 若 0 关 AsC, 则 A es)eA e ol(yx). 事实 上 ,共和 E 
cgxy), 令 z = (Ae -xy)", 则 由 直接 计算 可 验证 e + yzx = A(Ae - yx) .现在 设 
Xxy 一 yx = e, 则 g(xy) = ol(yx) +1. 若 0 e o(yx), 则 1 e o(xy) ,从 而 1 es o(yx). 
如 此 反复 ,推出 n e ol(yx)( Yn e N), 这 与 o(yx) 有 界 矛 盾 . 知 0 # o(yx) , 任 取 
和 A e g(xy) ,类 似 于 上 面 的 论证 可 得 入 -mn e ol(xy)( Yn e NN), 同样 得 出 矛盾 . 口 

以 上 证 明 中 仅仅 用 了 “ 谱 集 非 空 有 界 ” ,结论 已 经 非凡 . 如 果 用 上 谱 半 径 公 式 ， 
应 能 导出 更 深刻 的 结论 . 下 面 应 用 谱 半径 公式 得 出 关于 才 级 数 收敛 性 的 一 个 颇 为 
漂亮 的 结果 . 宕 级 数 正 是 B 代数 所 独 有 的 解析 工具 ,在 本 章 中 将 频繁 地 用 到 . 

定理 $.1.2 设 la,:n>0)}ChA，, 


Ra = lim wa |， (5.1.12) 
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f(x) = 2 ou, (5. 1. 13) 
(i) 车 x e 4,r,(x) < R, 则 f(x) 依 式 (5.1.13) 有 定义 且 > az" 绝对 收敛 ; 
(i) 设 R >0. 若 0 <r < R, 则 ox 在 x| <r 内 绝对 并 一 致 收敛 ; 
A 用 x)( 依 式 (5.1.13)) 在 | x1 < RR 内 解析 , 式 (5.1.13) 即 作 x) 的 Taylor 级 数 表 示 ; 
( 道 ) 若 1A1 > R, 则 》 as" 发 散 , 因 而 f(Ae) 无 定义 . 因此 ,Br(0) 是 使 人 (x) 
在 其 中 处 处 有 定义 的 最 大 的 球 ; 
(iv) 着 fo,| CC,x e 4, 则 级 数 》 aox" 在 r,(x) < 民 时 绝对 收敛 ,在 r(x) > 
R 时 发 散 . 特别 地 , 当 r(x) < 1 时 级 数 > x" 绝对 收敛 恒 成 立 


(e—- x) = 之 和 (5. 1. 14) 
当 r,(x) > 1 时 级 数 > x" 发 散 . 
证 由 谱 半 径 公 式 有 
m ~ | a,x” | | < lim Vea, lim Vl | | = r(x)/R<1. 
由 级 数理 论 中 部 知 的 Cauchy 判别 法 , 知 > asx" 绝对 收敛 . 
(i) 设 x 三 r+ < p < R, 则 由 式 (5. 1.12) 推出 , 当 n 充分 大 时 , 有 
ox | < eo, lr < (rp)™. 
这 推出 级 数 > a,x" 在 x 7 内 绝对 并 一 致 收敛 ,因而 在 球 x < R 内 局 部 
一 致 收敛 . 因 每 项 oux" 显然 是 x 的 解析 函数 , 故 由 定理 4.4.1 得 出 大 zx)( 由 式 
(5.1.13)) 是 xl <R We 任 给 k e N, 有 


d” n n 
f° (0)x = 7 f(Ax) | 2 Qa,.X A | = kla,x’. 
-0 n=0 A=0 


这 表明 y oz 正 是 f(x) 的 Taylor 级 数 (对 照 式 (4 3.7)). 
(省 ) 车 级 数 于 oa," 收敛 , 则 M A sup | oh"‖ < wm ,因而 


1 > lim WooA | = lim Va !l Al =1l Al/R, 
这 推出 | A1 < R. 因 此 当 | A1 > R 时 》 a,A" 必 发 散 . 
(iv) 的 证 明 类 似 于 (这). 加 | 
对 于 谱 o(x) ,除了 知道 它 是 非 空 闭 集 且 含 于 1 A1< rr(x) 内 之 外 ,定理 
5. 1. 1 并 不 能 提供 更 具体 的 信息 . o(x) 具有 极 多 样 的 可 能 性 , 较 直 观 的 印象 只 能 
来 自 于 实例 . 下 面 就 来 考虑 香干 简单 例子 . 
例 S.1.2 (i) 任 给 入 ,As eC,AeahAoe) 拓 (AAA-Ao)eeC 人 AAA=A, 这 
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就 得 到 o(Aoe) = {Ao1 ,rr(Aoe) =1 Ao1. 这 一 特例 似乎 简单 得 不 值 一 提 , 但 事实 
上 它 对 一 般 理 论 亦 不 乏 有 益 启示 ,不 应 忽视 . 

(ii) 设 4 = C(0) 依 例 5.1.1(i). 任 给 wu e 4,A e C, 有 

Aepl(u) A-u) eC(Q) OA ¢ uN), 

故 oo(w) = w(0) ,r,(w) = wo 特别 地 , 若 取 人 2 为 C 的 非 空 紧 子 集 ,u( 和 A) = 入， 
则 ol(w) = 2 这 就 表明 , 谱 可 以 是 C 的 任何 非 空 紧 子 集 , 既 不 必 是 有 限 的 或 可 数 
的 ,也 不 必 是 连通 的 或 离散 的 . 

(证 ) 设 4 = L(X), 外 = C[0,1],T e L(X) 定义 为 

Tx(t) = [xCs)as, x eX. 

.对 用 归纳 法 易 验 证 


T°x(t) = go —s)" x(s)ds, % e X,n 宇 1. 


(n 
由 此 得 ‖ 7x | 。 x 上 on!, 因 而 上 7 < 1nl. 于 是 7 (7T) = limV1m 1 = 
0, 这 得 出 o(7T) = 10} (由 定理 5.1.1). 

对 于 一 一 般 的 BB 代数 4,x e 4, 当 2* = 0( 对 某 个 n > 1) 时 称 x 为 宏 堆 元 ， 当 
lim Vx 中 = 0 时 称 x 为 广义 寡 堆 元. 由 定理 5.1.1 推 出 c(z) = {0} 所 天 (z) 
= 0 @x 是 广义 寡 零 元 上面 的 例子 表明 ,广义 短 零 元 未 必 为 军 零 元 . 


5.2 解析 扩张 
设 4 是 给 定 的 带 单位 位 元 。 的 复 B 代 数 , ell = 1 


取 定 和 A。e C, 令 S(Ao) = [x e 4: A eplx)|, 则 显然 S(Ao) 是 4 中 的 开 集 ， 
任 给 x e S(Ao),R(Ao,x) = (Aoe -x)” 有 定义 ( 见 定义 5.1.2) 且 


f(x) = R(Ao,%) (5.2.1) 
是 SCAo) 内 的 解析 函数 ( 见 引 理 5. 1. 1). 与 x) 相对 应 的 复 解析 函数 就 是 
f(A) = (Mo-A) ，Ao 短 人 EC. 2) 


形式 上 , f(x) 无非 是 在 式 (5.2.2) 中 分 别 以 Aoe 与 x 取代 Xo 与 A 的 结果 ,其 中 ， 
x e 4 满足 ol(x) C C\iAo} (ex e SCAo)). 如 已 在 5.1 节 中 指出 的 ,不 妨 认 为 
C C 4, 因 而 可 将 Ax) 看 成 用 A) 的 一 个 解析 扩张 . 
若 以 一 般 的 复 解析 函数 A 入) 取代 (A。- 入 ) ,就 引申 出 如 下 问题 :给 定 非 空 
开 集 Q CC 与 A) e H(02) ( 依 第 4 章 的 记号 )， 
(A) 是 否 存在 fA) 的 解析 扩张 (x), f(x) 定义 于 集 
A = ixeA:o(x) CO (5. 2.3) 
上 ,使 得 fl Q2 = f(A)( 这 意味 着 f(Ae) = f(A)e,A € 02)? 
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(B) 对 应 成 A) 一 fx) 是 否 保 持 解析 函数 之 间 的 通常 关系 式 ( 至 少 包 括 由 代 
数 运算 、 函 数 复合 与 极限 运算 表达 的 关系 式 )? 

(C) 能 否 从 fA) 的 一 定性 质 推断 出 信 x) 的 相应 性 质 ? 

这 些 问题 看 来 远 非 平凡 ,但 竟然 有 近乎 完美 的 解答 . 本 节 正 是 要 提供 这 些 足 以 
令 人 惊异 的 答案 . 关键 的 问题 是 要 找到 一 条 实现 上 述 扩张 的 适当 途径 . 式 (5.2. 1) 
这 一 简单 例子 似乎 提供 了 一 点 启示 :如 果 要 得 到 所 A) e H(02) 的 解析 扩张 f(x)， 
那么 就 要 给 出 成 A) 的 这 样 一 种 解析 表示 ,使 得 其 中 的 变 元 入 换 成 x e hs 之 后 也 是 
有 意义 的 . 看 来 事情 非常 简单 ,只 要 作 一 变 元 的 置换 就 完成 了 玫 x) 的 构成 . 

基于 上 述 考 虑 ,一 个 最 自然 的 方案 似乎 是 使 用 Taylor 级 数 . 设 f(A) es H(0)， 
D,(A0o) C0, 则 fA 作 A) 在 D,(Ao) 内 有 Taylor 展开 式 (由 定理 4.1.2(ii)) 


2 > YA A) 
分 别 以 x 3 Aoe 取代 其 中 的 入 5 Ao 得 到 
i > 二 fAV CA CY -Ave)”. (5. 2.4) 


由 定理 5.1.2(iv), 当 r(x -Aoe) <p( 拓 oO) CD(Ao)) 时 式 (5.2.4) 右 端 级 
数 收敛 ,因而 人 x) 有 定义 . 这 样 ,通过 式 (5.2.4) ，f( 和 A) 被 扩张 为 开 集 
Ds A {x e 4h: 存在 D,(Ao) CQ 使 o(x) CD,(Ao)| (5. 2.5) 

内 的 4 值 函数 扎 x) ,而 且 f(x) 具有 一 个 似乎 足以 令 人 满意 的 短 级 数 表 示 . 

但 经 细 察 之 后 发 现 ,上 述 看 来 最 简单 的 方案 其 实 并 不 完全 可 取 , 它 有 两 个 明显 
的 缺陷 . 首先, Do ( 由 式 (5.2.5) ) 可 能 严格 地 小 于 hy( 由 式 (5. 2.3) ) ,这 就 可 能 使 
根据 式 (5. 2. 4) 所 作 的 解析 扩张 并 不 到 位 . 其 次 ,表面 上 直观 方便 的 短 级 数 表示 式 
(5.2.4) 用 于 推导 函数 /(x) 的 性 质 并 不 特别 有 效 . 

其 实 , 根 本 就 不 必 将 目光 局 限 在 儿 A) 的 Taylor 展开 式 上 ,何不 考虑 一 下 
Cauchy 公式 ! 设 f( 和 A) e H(0) ,z e 0, 在 中 取 一 条 环绕 点 z 的 围 道 L?, 则 成 立 


fz) = 3 [AN -2 7d 
形式 地 ,分 别 以 Ae 与 x 取代 上 式 中 的 入 与 z, 就 得 到 
J 2] FA) RO) dA. (5. 2.6) 


为 使 式 (5.2.6) 右 端 有 意义 ,限定 x es Ap( 名 0o(x) C 0), 上 且 取 LL 为 2 中 环绕 g(x) 
的 围 道 . 与 Taylor 级 数 相 比 ,积分 公式 (5.2.6) 似 乎 更 抽象 .但 后 者 有 一 个 突出 的 


@ 4.1 节 中 说 到 围 道 时 所 作 的 那些 限定 依然 保持 有 效 ， 
@ 一 些 作者 ,如 Rudin, 将 /x) 写作 (x) ,从 而 强调 了 函数 /与 ?的 区 别 . 但 这 一 记号 也 引起 一 些 麻烦 ， 
此 处 不 拟 采用 . 本 章 总 以 LA) 与 (x) 区 分 这 两 个 不 同 的 函数 . 
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优点 , 即 积分 中 唯一 含 x 的 部 分 (Ae - x)” 是 相对 简单 且 便 于 处 理 的 函数 . 正 因为 
如 此 ,在 证 明 下 面 的 定理 时 才 得 以 顺利 完成 一 些 关键 的 推理 ,而 用 需 级 数 反而 不 易 
做 到 这 一 点 . 总 之 , 基于 Cauchy 积分 公式 的 解析 扩张 方案 相当 成 功 ,下面 用 一 个 
定理 来 汇集 所 得 的 主要 结果 . 

定理 5.2.1 设 QCC 是 一 非 空 开 集 ,4o 与 Do 分 别 依 式 (5.2.3) 与 式 (5.2.5) , 则 
以 下 结论 成 立 : 

(i) 任 给 所 A)e 五 (2) ,由 式 (5. 2.6) 定义 的 f(x) 是 4 内 的 4 值 解析 函数 , 它 
是 AA) 的 扩张 ; 当 x e Do 时 式 (5.2.6) 与 式 (5.2.4) 一 致 ; 阁 儿 A) = 三 1 则 
xz) 三 e, 若 f(A) 三 和 A, 则 f(x) = x; 

(ii) 对 应 作 A) 一 fx) 是 一 代数 同 构 ; 

(十) 对 应 拟人) 一 f(x) 保持 函数 列 的 局 部 一 致 收敛 性 ; 

(iv) 谱 映 射 公式 : f(o(x)) = o(f(x))(f(A) e H(Q) ,x € hy); 

(v) 若 KA) e H(Q),g(7) e HO(O) AD CPP CA) = gf(A)) ,x e hy, 
则 h(x) = gf(x)). 

证 因 证 明 较 长 ,将 适当 上 略 去 一 些 琐碎 的 细节 ,以 便 尽 可 能 清晰 展示 主要 思路 . 

(i) 取 定 fA) e H(Q). 任 给 x e 44, 人 2 内 必 存 在 环绕 ol(x) 的 围 道 L( 在 直观 
上 这 当然 不 成 问题 ,但 要 严格 表述 构成 L 的 细节 却 并 不 简单 ). 因 LC QnNnp(lx), 函 
数 放 A)R(A,x) 必 在 lL 上 连续 , 故 f(x) 依 式 (5.2.6) 有 定义 . 用 Cauchy 定理 (定理 
4.1.1(i) ) 可 说 明太 x) 与 也 的 选择 无 关 . 

今 证 4 为 开 集 ,这 基于 就 要 证 明 的 以 下 事实 :co(x) 连续 地 依赖 于 x. 取 定 a e 
hr. 由 ol(a) C0 与 o(a) 为 紧 集 推出 ,存在 有 界 开 集 V, 使 得 g(a) CV,VC Q2( 由 
定理 1.3.6). 函数 R(A) A R(A,a) 在 p(a) 内 解析 且 以 % 为 零点 (由 式 (5.1.11))， 
因而 R(X) | 在 下 上 必 有 有 限 上 界 p“”(p > 0). 若 和 eV,h eh, hh <p, 则 
由 式 (5. 1.7) 有 


R(A,a+h) = (Ae-a-h)™ = De a)[hR(A,a)]". (5.2.7) 


这 推出 ol(a +h) CV, 从 而 B,(a) C hn. ho 是 开 集 得 证 

保持 上 段 的 记号 . 在 及 中 取 环 绕 了 的 围 道 工 , 则 对 任 给 x e B,(a) ,f(x) 可 表 为 
式 (5.2.6). 当 A e L 时 ,R(A,x) 关于 x 是 B,(a) 内 的 解析 函数 (由 引 理 5.1.1) , 故 
可 用 定理 3.2.4 说明 f'(%) (x e B,(a)) 存在 . 因此 fx) 在 hg 内 解析 . 

任 给 和 A。e 02, 在 中 取 环 绕 o(Aoe) = {Ao1 的 围 道 L, 则 由 式 (5.2.6) 有 


fhoe) = 3 fA) Ne ~ Moe) dh = fAo)e. 


这 表明 扎 x) 是 作 和 A) 的 扩张 . 
着 * e Do ,不 妨 设 ICxz) C D,(Ao),D,(Ao) CQ 令 L= 9D\Ao) , 则 
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fx) = 二 | AA) (Ae -ndA 


(x 一 Aoe) 
ail )5 2 (ed 4 


3 os — Aoe)” 


= Ae)", 
其 中 用 了 式 (5.1.11) 与 Cauchy 公式 . 可 见 式 (5.2.6) 与 式 (5.2.4) 一 致 . 
(ii) 只 需 证 :车 f(A),g(A) e H(0),h(A) = f(A)g(A),x e An, 则 h(x) = 
f(x)g(x). 在 人 2 中 取 环 绕 o(x) 的 围 道 L, 然后 取 人 2 中 环绕 ol(x) 与 上 的 围 道 厂 , 则 


f(x)g(%) = Ga 7(A)RCA,z)daA| eg(r)R(r,z)dr 


人 can A g(7) RA) RTs), 


和 ToL A RO, 2)dA[ Str) dr 


一 pp 8(7)R(r,z)dr 上 | 大 Ad 


= 二 | AA) EC RCA ,x) dA = h(x), 


其 中 用 了 Cauchy 定理 .Cauchy 公式 及 等 式 
(7 区 A)R(A,x)R(T,x%) 二 R(A,x) R(T7,%). 
后 者 可 用 直接 计算 验证 ,注意 它 正 是 以 下 初等 公式 的 推广 : 


T 一 从 1 1 
a C. 
(A-z)(7T7-2z) A-z 7T-2’ A 


(二) 设 (4)] CH(Q) 在 Q 内 局 部 一 致 收 化 于 零 ,a,p,V 如 结论 (i) 之 证 ， 
可 设 p 充分 小 . 在 Q 中 取 环 绕 下 的 围 道 也 , 则 对 x < B,(a) 有 


IA(O1 < 二 [AGODJT ITRCAs) TaA 


1 
< a7 1h li ,spp, | RCO) |， 


其 中 , 1 是 工 之 长 . 因 L 是 紧 集 , 故 | 一 0(n 一 %), 于 是 在 B,(a) 内 fh(*) 二 
0. 这 就 证 明了 {f(x)| 在 hg 内 局 部 一 致 收敛 于 零 . 
(iv) 等 式 o(f(x)) = fo(x)) 相当 于 :Ya e C, 有 
fla) ¢ ol(f(x)) = a ¢ o(%), (5. 2. 8) 
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a ¢f(o(x)) Sa ¢ ol(f(x)). (5. 2.9) 
今 分 别 证 之 . 若 f(a) ¢g oo(f(x)), 则 f(a)e -fA 作 x) e G. 因 
op(A) = (a -A) [fla) -f(A)] e H(O), (5. 2. 10) 


(a -A)p(A) =f(a) -成 A), 故 由 已 证 的 (ii 有 (ae -xx)p(x) =f(a)e -f(x) e 
C, 这 推出 ae -x e C, 即 ac se o(x) ,结论 (5.2.8) 得 证 . 

若 a #g f(o(x)), 则 g(A) A [a -A(A)] 在 紧 集 o(x) 上 处 处 有 限 ,因而 必 
有 开 集 U0, 使 得 o(x) C UC 0,g(A) e H(U). 由 g(A)[a-fAA)] =1 得 

g(x)[ae -f(x)] =e， 

从 而 ae -fx) e 6G, 即 a gg o(f(%)) ,结论 (5.2.9) 得 证 . 

(v) 取 定 x e hp. 由 已 证 的 (iv) 有 oco(f(x))= f(o(x)) CfA(Q)C42, 故 
f(x) e hw ,g(f(x)) 有 定义 . 取 有 界 开 集 U, 使 得 go(x) CU 且 U C0 取 忆 中 环绕 
o(x) 的 围 道 工 , 然后 取 (2' 中 环绕 f(TU) 的 围 道 芽 , 则 


g(x)) = 二 [eg(r)R(r xz))dr 


1 R(A,x) 
Es Tame rar A 


= _8(7) 
= cam le, )aa| - ya” 


& 28 (f(A)) R(x) dA = h(x). 国 


定理 5.2.1 蕴涵 了 极 丰 富 的 推论 . 它 与 其 说 提供 了 某 些 具体 结论 , 倒 不 如 说 提 
供 了 一 个 可 得 出 各 种 具体 结论 的 一 般 公 式 . 简单 说 来 就 是 : 若 关于 复 解析 函数 的 某 
个 结论 仅 涉 及 代数 运算 、 函 数 复合 与 极限 运算 (在 局 部 一 致 收敛 意义 上 ) , 则 该 结 
论 自动 地 适用 于 这 些 函 数 在 4 中 的 解析 扩张 . 例如 , 若 万 A) e H(02) 满足 关系 式 
FOf(A), f(A), ,f(A)) =0，AET 人 0 (5. 2. 11) 
目 从 f(A) 得 出 FCACA), (A),…,f.( 和 A)) 时 仅 用 到 代数 运算 与 函数 复合 , 则 有 
FOfi(x), f(x),%, f(x)) =0, x € Ay. 
这 样 , 从 熟知 的 公式 sin*A + cos*A = 1 立 得 sin*x + cos*x = e(x e 4), 完全 不 必 去 
单独 推导 这 一 类 的 特殊 公式 . 所 有 这 类 已 知 关系 式 的 推广 , 均 由 定理 5.2.1 统一 地 
完成 了 . 单 就 这 一 点 而 言 ,定理 5.2.1 的 价值 也 足以 令 人 惊叹 . 可 以 说 ,定理 5.2.1 
以 一 种 最 经 济 的 方式 在 B 代数 中 建立 了 解析 函数 论 . 
由 以 上 说 明 可 得 出 结论 : f(A) 的 解析 扩张 作 x) 在 某 些 方面 会 很 像 人 和 A), 是 
否 能 说 sin x 就 是 4 上 的 “正弦 函数 ” 呢 ? 从 逻辑 上 说 ,这 样 的 问题 毫 无 意义 . 当然 ， 
你 不 妨 坚 持 认 为 , Kx) 是 与 A) 截然 有 别 的 两 个 函数 ,将 前 者 写作 大 x) ,纯粹 是 
符号 的 借用 ,因而 对 于 解析 扩张 的 运用 ,不 过 是 一 种 符号 演算 而 已 . 这 种 颇具 历史 
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色彩 的 称谓 ,不 过 表达 了 人 们 面 对 老 概念 的 新 扩张 时 的 某 种 谨慎 办 了 ,没有 必要 去 
界定 它 的 实质 意义 . 

下 面 要 特别 强调 定理 5.2.1 的 某 些 特殊 推论 . 尽管 从 逻辑 上 说 它们 全 被 包含 
在 定理 5.2.1 中 了 ,并 不 具有 实质 上 新 的 内 容 , 但 因 其 特别 常用 或 者 特别 说 明 问 题 
而 值得 加 以 强调 . 

推论 5.2.1 设 QCC 是 一 非 空 开 集 ,x es 4n,f(A),g(A) e H(0) , 则 以 下 结 
论 成 立 : 

(i) f(x) 与 g(x) 恒 可 交换 , 特别 x 与 所 x) 恒 可 交换 ; 

(i) Kx) 可 逆 必 作 和 A) 在 ol(x) 上 无 零点 司 0 gf(o(x)). 当 0 ¢f(o(x)) 时 
[f(x)]™ = h(x),h(A) = [f(A)1; 

(十) x 可 道人 后 0 gg oo(x), 当 x 可 道 时 ogo(x ) = A”:Aeo(x)}; 

(iv) 若 Kx) = 0, 则 g(x) C {A:AA) = 01. 特别 地 ,车 x” = x, 则 g(x) C 
{0,1}; 

(v) 若 A 作 和 A) 是 单 射 , 则 儿 x) : 4o 一 4ro 是 一 微分 同 胚 . 

大 多 数 结论 都 是 显然 的 ,只 解释 一 下 结论 (v). 由 复 分 析 , A 和 A) 是 单 射 推出 
f(A) 关 0(VA e 02) ,因而 人 A) : 0 圭 作 0)( 同 胚 ), 02) 是 开 集 , 反 函数 8&(7) e 
HACO)). 由 g(f(A)) = 和 A(A Ee0) 与 f(g(7)) =7T(7 ef(0)) 推 出 f(x)(x e4p) 
与 g(7Y)(y E Ano, ) 互 为 反 函 数 ,因而 f(x) :4o 一 4rm) 是 微分 同 胚 . 

在 实际 运用 中 ,定理 5.2.1 的 两 种 典型 用 法 是 

(A) 系 统 地 使 用 已 被 扩张 到 B 代数 中 的 那些 标准 解析 函数 ,如 初等 函数 、 工 函 
数 等 ,这 种 用 法 并 不 需要 解释 , 且 似 乎 意义 有 限 . 

(B) 针对 问题 的 需要 构成 解析 函数 ,然后 运用 其 解析 扩张 . 因 所 需 解析 函数 
的 构成 是 见 机 而 作 的 ,并 无 固定 规则 可 循 ,因而 颇具 技巧 性 . 

应 当 说 ,后 一 种 用 法 更 具 潜力 ,因而 更 值得 重视 . 下 面 是 简单 的 解释 性 例子 . 

例 5.2.1 (i) 平方 根 . 设 x e 4, 在 p(x) 中 存在 连接 点 0 与 m 的 光滑 曲线 工 
以 Q 记 的 补 集 , 则 ol(x) C 0 适当 限定 辐 角 的 值 之 后 ,可 以 认为 (A) = VA e 
H( 人 0) ,因而 y = f(x) 有 定义 . 然后 由 等 式 广 (A) = 和 (A e 0) 得 出 y = %, 因 而 可 
以 认为 y 是 x 的“ 平方根 ”. 

(ii) 对 数 . 设 x,L 与 2 仍 如 上 段 ,A) = In 和 A, 则 同样 的 理由 可 以 认为 (和 A) e 
H(0) ,因而 y = 所 xz) 有 定义 . 由 等 式 exp f(A) = 和 A 得 出 exp y = x*, 因 而 可 以 说 7 
是 x 的 “对 数 ”. 

(iii) 谱 分 解 . 设 x e 4,o(x) = U on > 2,0, 是 互 不 相交 的 非 空 闭 子 集 . 取 
互 不 相交 的 开 集 人 ,使 得 oj C (1 <j<<n), 令 0 =U 了 2. 以 9j 记 0 的 特征 函 
数 , 令 f(A) = Agpj(A), 则 f(A) e HCO) (1 <j<n), Df(A) = A(A e 0). 
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因 o(x) C0, 故 x; 人 FJxz)(1I 大) <n) 有 定义 是 x = > 由 定理 5.2.1(iy) 有 
o(%x) =f(o(x)) = o, U {10}. 
如 上 的 分 解 x = > xi 称 为 x 的 谱 分 解 . 

若 将 定理 5.2.1 用 于 算 子 代数 L(X) (由 例 5.1.1(i) ) , 则 除了 例 行 的 结论 之 
外 ,还 有 一 些 特殊 情况 值得 考虑 . 

定义 5.2.1 设 TeZL(X). 若 AseC,NAT-T7T) 和 10, 则 称 和 为 了 的 特征 值 ， 
称 WAT-7) 为 了 关于 特征 值 和 的 特征 子 空间 ,其 中 的 非 零 问 量 称 为 7 关于 入 的 特 
征 向 量 . 以 o,(7) 记 了 的 特征 值 之 全 体 , 称 它 为 了 的 点 谱 . 

显然 o,(T) C cz(7). 容易 看 出 当 dimX < um 时 o,(7T) = o(7). 

定理 $.2.2 设 f(A) e H(0),T e L(X),o(T) CN 

(i) 若 a ee 0,x eX,Tx = ax, 则 AT)x = f(a)x, 因此 fl(o,(7)) C 
o,(fA(T)). 当 x 是 7 关于 a 的 特征 向 量 时 ,x 亦 是 所 7T) 关于 拟 a) 的 特征 向 量 ; 

(ii) 若 作 A) 在 任何 点 和 A。e 0 邻近 不 为 常数 , 则 fl(o,(7T)) = o,(f(7)). 

证 (i) 设 p(A) 依 式 (5.2.10), 则 

[f(T) -fla)Ilx = p(T)(T - aD)x =0, 
此 即 太 T)x = f(a)x. 

(i) 只 要 证 o,(f(T)) Cflo,(7T)). 设 a eo,(f(7T)). 则 a € ol(f(7T)) = 
f(ao(7T)),f (a) nc(7) zz 8. 广 (a) No(7T) 必 为 有 限 集 (否则 由 唯一 性 定理 
推出 fA) 在 某 点 A。e 人 2 邻近 恒 等 于 a). 设 f(a) nc(7) = [AAA , 则 

f(A) -a = g(A)(A — A) (A — A,), 
其 中 , g(A) e H(02) ,0 gg g(ao(7)), 因 而 g(7) 可 逆 . 因 
f(T) -al = g(7T)(T- AD(T -A.D, 
LT) -al 非 单 射 , 故 必 有 某 个 7- AT 非 单 射 ,从 而 A; € o,(7T),a = f(A)) e 
所,(7) ) ,如 所 要 证 . 口 
最 后 ,考虑 本 节 结 果 对 于 动力 系统 问题 的 一 个 应 用 . 
例 5.2.2 设 4 e L(X) ,考虑 线性 微分 方程 
%(t) = Ax(t). (5. 2. 12) 
令 9(t,x) = ex, 则 直接 看 出 0 是 由 方程 (5. 2. 12) 生成 的 流 ( 见 定理 2. 6. 3) 
且 b ee C”(R x 半 ,X). 今 考虑 当 t1 一 w% 时 90(t,x) 的 渐 近 状态 . 

设 4 没有 纯 虚 数 谱 值 . 令 7 = e*, 则 ao(7T) mS = 8 (由 定理 5.2.1(iv)), 于 
是 cx(7) = ol Uo,,0 与 0 分 别 为 ol(7) 在 S 的 内 部 与 外 部 的 部 分 ,oi 与 0, 必 
为 互 不 相交 的 紧 集 . 类 似 于 例 5.2.1(iii) , 取 互 不 相交 的 开 集 2 与 人 2 ,使 得 oC 
0 CCI=1,2), 令 0= QU 人. 设 9) = én,f(A) = Apj(A), 则 gj(A)， 


f(A) e HCO) ,pA) = pA), DpA) =1, FA) = A =1,2). 令 P, = 
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WDDST S(T,MyP =P,T=7TP PTO=12),P +P 21 + 7, 
P, 与 P, 是 投影 算 子 . 令 计 = R(P,), 则 X= XX 名 XY. 因 oa(T) = o;U 10 ,可 说 
明 T 人 AT1Xe CLD), 因 此 og(T) = mW = 1,2), 于 是 ro(T) Vr(T) < 
e ,BB 是 某 个 正 数 . 由 谱 半 径 公 式 , 当 n 充分 大 时 TV 7 <e*". 

取 定 x e X, 令 x = Px(j = 1,2), 则 0(t,x) = ex +e' x. 设 nt<nt 
1, 令 m = ,sup, | e 1 , 则 当 半 充分 大 时 有 


| ex | = 0 | 
<ml7Trl |xl < conste rt’, 
1 = Te ?et < mE | el 
< me | ez | < me?' el, 


ex =m x le. 

这 就 得 出 结论 : 当 t 一 % 时 , | ex | 依 指数 速度 趋 于 零 . 着 x, 和 0, 则 | ex | 
以 指数 速度 增长 至 无 穷 . 

两 种 极端 情况 是 : 若 o(4) 完全 位 于 左 半 平 面 , 则 co = 8,x = x1. 于 是 0(i,x) 
的 所 有 轨道 均 以 指数 速度 收敛 于 零 ,x = 0 称 为 4 的 稳定 点 .和 若 c(4) 完全 位 于 右 半 
平面 , 则 ogo， = 8,x = xs, 当 % 关 0 时 04(t,x) 以 指数 速度 离开 零点 ,x = 0 称 为 4 的 
不 稳定 点 . 蔡 oj 天 Gu = Xi +x,0 ZZ%x eX(j =1,2) , 则 当 1 一 w% 时 9(t,x) 同 
时 以 指数 速度 远离 x = 0 且 趋 近 于 空间 X,,x = 0 称 为 4 的 鞍点 . 

动力 系统 理论 的 一 个 基本 结果 是 :车 f :0Q2 CX 一 了 是 一 个 C 映射 ,x。e 上 2， 
几 xo) = 0,f (xo) 没有 纯 虚数 谱 值 , 则 方程 

%(t) = f(x(t)) 

在 x 邻近 具有 类 似 于 方程 (5.2. 12) 的 轨道 结构 . 


5.3 交换 B 代数 


本 节 中 设 4 是 给 定 的 交换 B 代数 , 它 有 单位 元 e 且 ‖el = 1 

连续 函数 代数 C(Q) ( 见 例 5.1.1(ii) ) 表 现 出 很 特殊 的 性 质 . 最 令 人 注意 的 是 
其 谱 性 质 : 任 给 ve C(02) ,有 (zz) = xCO2) ,re(uz) = jw 上。o. 当然 , 还 不 能 断定 
这 些 性 质 也 为 一 般 交 换 B 代数 4 所 具有 . 但 对 于 4 不 能 满足 于 前 两 节 所 提供 的 较 
一 般 化 的 结果 ,希望 获得 某 些 更 深入 的 结论 , 则 是 无 疑 的 . 4 与 一 般 B 代数 唯一 不 
同 之 处 在 于 其 交换 性 ,而 这 是 一 个 纯 代数 性 质 . 因此 ,本 节 的 讨论 就 是 从 代数 概念 
入 手 . 中 心 概念 是 极 大 理想 与 复 同 态 ,二 者 在 某 种 意义 上 的 等 价 性 及 与 谱 的 联系 ， 
是 本 节 中 最 为 引 人 的 内 容 , 它 们 引出 一 系列 深刻 的 结论 . 本 节 的 结果 主要 属于 Gel- 
fand ,因而 也 称 为 Gelfand 理论 , 它 以 其 浓厚 的 代数 色彩 而 有 别 于 前 两 节 中 那些 较 
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具 解 析 特 征 的 内 容 .本 节 的 主要 概念 极 大 理想 与 复 同 态 , 当然 也 可 用 于 非 交 换 B 
代数 ,但 得 不 出 太 好 的 结论 ( 非 交 换 B 代数 上 可 能 根本 不 存在 非 平 凡 复 同 态 ) , 因 
此 本 节 中 不 作 这 种 一 般 考虑 . 

对 任 给 U,V C 4, 约 定 自然 的 缩 记 号 

UV = {xy:x e U,y eV. 

记号 xV 或 Vx(x e 4) 的 意义 自明 . 注意 如 下 简单 事实 : 若 e e U, 则 VC UV. 7 含 
可 逆 元 全 ee UA. 此外, 仍 用 G 表示 4 中 可 道 元 之 全 体 ,注意 它 是 开 集 . 

定义 5.3.1 (i) 若 J 是 4 的 一 个 子 空间 且 4J C 几 , 则 称 / 为 4 中 的 一 个 理想 . 
若 m 是 4 的 一 个 真理 想 ( 即 m 为 理想 且 m 关 4) 目 除 m 与 4 之 外 ,m 不 含 于 4 中 其 
他 理想 , 则 称 m 为 4 的 极 大 理想 . 以 M 记 4 中 极 大 理想 之 全 体 . 

(ii) 任何 代数 同 态 pg : 4 一 C 称 为 4 上 的 复 同 态 . 以 A 或 A(4) 记 4 上 的 非 零 
( 即 不 恒 为 零 ) 的 复 同 态 之 全 体 ?. 

立即 就 用 连续 函数 代数 C(02) 来 解释 一 下 定义 5.3.1 所 给 出 的 概念 . 

例 5.3.1 设 4 = C(0) 依 例 5.1.1(i). 

(i) 取 定 x。e 0, 令 m = |u e 4A: u(xo) =0}. 直接 看 出 m 是 4 中 的 一 个 理想 . 
设 J C 4 是 一 个 理想 且 m C J 关 m, 则 存在 v e ,v(xo。) 关 0. 任 给 uw e 4, 有 

v(xo)u= uw+ulvxo) -7 euJ+umCJ+ Cy, 

这 推出 7 = 4. 可 见 m 是 4 中 的 极 大 理想 . 

(ii) 取 定 xo e 02, 令 g(u) = wu(%0), 则 显然 p e A 且 m = op (0) 正 是 (中 
所 界定 的 极 大 理想 . 

例 5.3.1 表明 , 极 大 理想 与 非 零 复 同 态 之 间 似 乎 有 某 种 联系 . 如 果 将 极 大 理想 
与 复 同 态 分 别 类 比 于 向 量 空间 中 的 极 大 子 空间 与 线性 泛 函 ( 见 定 义 1.4.3) ,自然 
会 指望 某 种 类 似 于 定理 1.4.4 的 结果 ,这 就 是 如 下 的 : 

定理 5.3.1 对 于 m C 4, 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(i )meM; 

(i) A/m = C (等 距 代数 同 构 ) ; 

(站) 存在 p s A, 使 得 m = Ker p(p 的 同 态 核 ). 

注意 ,与 定理 1.4.4 不同 ,此 处 既 未 设 普 是 闭 的 ,也 未 提 到 yp 的 连续 性 ,这 些 都 
将 是 推出 的 结论 . 

证 〈i) 一 (ii) ”这 是 证 明 的 主要 部 分 . 设 m e M 必定 e ¢ mm, 否则 4 =4eC 
m! 因 此 % 也 不 能 含 任何 可 道 元 ,于 是 m C 4A\G, 这 就 推出 元 CA\G. 而 元 也 是 理想 ， 
故 必 m = 元 , 即 m 是 闭 理想 ,当然 也 是 4 的 闭 子 空间 . 于 是 4/m 是 一 Banach 空间 
(由 定理 1.4.4) ,其 中 , 元 可 写成 X = x + m, 而 由 式 (1.4.10) 有 


@ 有 些 著作 (如 (Pederson, 1989) ) 记 4 为 4, 并 称 p e 4 为 特征 ,这 就 突出 了 与 6.6 节 中 6 的 类 比 . 
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|x = inf{ lx :x eS}. (5. 3.1) 
容易 验证 , A/m 依 乘法 区 = 他 是 一 交换 B 代数 ,其 单位 元 就 是 6 由 式 (5.3.1) 有 
el 和 lel = 1; 男 一 方面 有 el 宇 1, 故 ej = 1. 今 用 推论 5.1.1 证 
A/m 兰 C. 为 此 只 要 说 明 : 任 给 x e A\m,zx 必 可 道 . 令 J= m+ xh, 则 易 验 证 J 是 一 
个 理想 ,mm C J,m 关 (显然 x e J 八 m). 由 严 的 极 大 性 推出 7/ = 4, 因 此 e e m+x4. 
取 y ee 4, 使 e - xy e m, 则 必 6 = 条, 这 说 明 z% 可 道 ,如 所 要 证 . 
(ii) 一 (ii) 设 h: 4A/m = C,P: 4 一 A/m 是 投影 , 令 p =h。P. 则 pp eA， 
Kergp = m. 
( 诈 ) 一 (i) 设 p e A,m = Ker 9g, 则 mm 显然 是 4 中 的 理想 . 由 定理 1.4.4 的 
证 明 看 出 4 = m @ Cxo,x。e 4A,gp(xo) 关 0. 由 此 看 出 m 必 为 极 大 理想 . 口 
由 定理 的 证 明 看 出 , m e M 必 是 闭 的 ,p e 4 必 是 连续 的 ,因而 A C 4 .考虑 
到 极 大 理想 与 复 同 态 的 定义 都 是 纯 代 数 的 ,这 些 结论 很 不 寻常 , 它 反映 了 B 代数 
中 的 代数 结构 与 拓扑 结构 之 间 不 可 分 割 的 联系 . 
对 于 Banach 空间 X, 若 0 关 f eX; 则 除 和 常数 因子 的 差别 外 , /由 NCAP 唯一 决 
定 . 对 于 gp e A 有 比 这 更 好 的 结果 . 
推论 5.3.1 A 一 M,g 一 Ker 9 是 一 双 射 . 
证 定理 5.3.1 已 说 明 A 一 M,g 一 Ker 9 是 一 满 射 ,下 面 说明 它 也 是 单 射 . 设 
p Ee A,m = Kerp, 则 如 已 提 到 的 ,有 4 = mC xo,p(xo) 关 0, 不 妨 设 x。= e, 于 
是 g(x +Ae) = A(x e m,A e C), 这 正 表明 9 由 m 唯一 决定 . 国 | 
鉴于 以 上 结果 ,不 妨 等 同 A 与 ,二 者 都 称 为 4 的 结构 空间 . A 也 可 看 成 4 的 某 
种 对 偶 , 其 作用 相当 于 Banach 空间 理论 中 的 对 偶 空 间 . 抽象 空间 理论 的 一 般 经 验 
是 ,对 偶 总 可 用 来 阐明 空间 本 身 的 结构 ,基本 方法 就 是 利用 对 偶 定 义 出 某 种 表示 . 
对 于 赋 范 空间 式 而 言 , 用 式 ” 定义 的 表示 就 是 正则 共和 人 ( 见 式 (1.6.8) ) 
一 XX"*， Xx 一 人 和. (5. 3.2) 
对 于 B 代数 4 ,与 式 (5.3.2) 相 当 的 是 所 谓 Gelfand 表示 . 
定义 5.3.2 任 给 x e 4, 令 


A (5. 3.3) 
记 4 = {%:x eA],h4 依 自然 的 运算 成 为 一 个 交换 代数 ,使 映射 
T:A—A, x—>% (5. 3.4) 
为 代数 同 态 , 称 丁 为 4 的 Gelfand 表示 . 以 rad (4) 记 丁 的 同 态 核 , 即 
rad (A) = {x e A:2=0|}, (5. 3.5) 


你 它 为 4 的 根 . 若 rad(4) = {01 (二 厂 为 代数 同 构 ) , 则 称 4 为 半 单 代数 . 
结合 式 (5.3.5) 与 推论 5.3.1 得 出 
rad (A) =N {fm: me Mi}. (5. 3.6) 
Gelfand 表示 (5.3.4) 与 正则 和 能 入 (5.3.2) 的 类 似 是 明显 的 . 如 同 正则 租 入 使 
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向 量 x e X 获 得 双重 身份 一 样 , Gelfand 表示 也 使 x e 4 获得 双重 意义 :一 方面 是 作 
为 4 中 的 元 ,为 一 方面 是 作为 A 上 的 函数 %. 然而 ,与 正则 髋 入 比较 , Gelfand 表示 有 
一 些 明 显 的 不 足 . 首先 , 厂 并 非 同 构 , 除 非 4 是 半 单 代数 . 这 意味 着 ,即使 x 关 0, 亦 
可 能 p(x) = 0( Vp e 4) ,这 是 因为 ,对 于 4 缺少 一 个 与 Hahn-Banach 定理 相当 的 
结果 ,用 以 保证 A 中 的 元 素 足 够 多 ,以 使 它 能 分 离 4 中 的 点 ( 即 当 x 关 y 时 , 必 
有 9p e A 使 g(x) 关 p(y)). 这 一 缺陷 仅 对 半 单 代数 才 得 以 消除 . 另 一 缺陷 是 ,与 
X" 不 同 ,在 A 与 4 中 尚未 引进 任何 拓扑 ,因而 谈 不 上 4% 与 本 的 连续 性 . 后 一 缺陷 倒 
不 是 4 本 身 所 有 的 ,可 通过 采取 适当 措施 来 消除 .下面 就 来 做 这 件 事 .有趣 的 是 ,在 
这 件 事 上 起 关键 作用 的 是 谱 概 念 . 你 必定 注意 到 ,本 节 至 此 为 止 尚未 提 到 谱 , 就 好 
像 现在 所 关注 的 复 同 态 与 谱 毫 不 相干 似 的 . 而 前 两 节 的 经 验 则 恰恰 表明 , 谱 的 介入 
往往 导致 深刻 的 结论 ,对 于 Gelfand 表示 也 不 例外 . 下面 就 是 一 个 关键 结果 , 它 就 
是 属于 Gelfand 的 . 

定理 5.3.2 任 给 x e 4, 设 % 依 式 (5.3.3), 则 2%(A) = o(x). 因此 141。= 
r,(%) 和 | xx 可逆 会 Yo eA,p(x) 0. 

证 取 定 x*e 4.Vop eA, 由 gpg(g(x)e -x) =0 得 p(x)e -x € KerpcCc 
4\C( 见 定理 5. 3. 1 之 证 ) ,这 得 出 g(x) e o(x) ,因而 ,$(A) Cr(xz). 反 之 ,行人 Ae 
xx), 则 (Ae-x)4 是 4 中 的 真理 想 (注意 ee (Ae -x)41). 由 极 大 原理 ,存在 m e 
对 使 (Ae -x)4Cm. 设 站 =Kerp,pe4 则 p(AMe-x) = 0, 从 而 和 A = g(x) e 
s(A). 因此 有 4(A) = o(x). 口 

结合 等 式 14 |。= re(x) 与 式 (5. 3.5) 得 出 :rad(4) 即 为 4 中 广义 客 零 元 的 
全 体 ， Gelfand 表示 为 同 构 会 4 中 没有 非 平 凡 的 广义 者 零 元 . 等 式 ‖ 双 |。= r, (x) 
也 表明 r(x) 是 4 中 的 一 个 半 范 . 

推论 5.3.2 4 含 于 4” 中 的 单位 球面 . 

证 任 给 pg e A,x e 4, 由 定理 5.3.2 有 

| p(x)1 =1 (9)1ls |¢lo < jxl, 
这 推出 |g 志 1. 男 一 方面 有 1 = op(e) < 9 有, 故 得 pl =1. 口 

以 上 简单 结论 恰 是 为 达到 预定 目标 所 需要 的 . 以 B" 记 4* 的 闭 单位 球 , 则 易 直 
接 验 证 4 在 B* 中 是 弱 * 闭 的 ,因而 A 依 A* 中 的 弱 * 拓扑 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 (由 
定理 1.6.7). 今 后 在 A 上 总 使 用 弱 ” 拓扑, 并 称 其 为 Gelfand 拓扑 . 设 x e 4. 任 给 A 
中 的 网 1p,| 与 p.e 4, 若 wo: 一 p, 则 w:(x) 一 gp(%x) ,从 而 ?(q,) 一 人 9p). 这 表明 4 e 
C(A). 依 例 5.1.1(i)，C(A) 是 一 个 交换 B 代数 ;而 定理 5.3.2 所 得 的 不 等 式 

12los<1xl(x e 4) 则 得 出 映射 x 一 4% 的 连续 性 ,这 就 得 到 
定理 5.3.3 A 依 Gelfand 拓扑 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 ,Gelfand 表示 
T:A—C(A), x—? (5. 3.7) 
是 一 个 连续 的 代数 同 态 , 它 满足 14je 失 1xl(x € 4). 
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这 就 显著 拉 近 了 Gelfand 表示 与 正则 骨 和 人 (5.3.2) 之 间 的 距离 , 式 (5.3.7) 中 
的 C(A) 可 类 比 于 式 (5.3.2) 中 的 X“. 虽然 未 必 有 i。= x 中, 仍 可 将 式 
(5.3.7) 看 成 某 种 能 和 人 ,因而 在 一 定 程度 上 可 将 交换 B 代数 4 的 研究 转化 为 对 连 
续 函 数 代数 C(4) 的 研究 ,后 者 作为 一 种 标准 的 交换 B 代数 更 便于 处 理 , 而 且 在 直 
观 上 也 更 易 被 接受 . 从 根本 上 说 , Celfand 表示 的 意义 就 在 于 将 一 抽象 的 B 代数 4 
“表示 ”为 标准 的 B 代数 C(A). 当然 ,更 希望 有 | 2 |。= xz 外 (甚至 4 = C(4) ) ， 
但 这 就 需要 一 定 附 加 条 件 ,在 下 节 中 就 将 遇 到 这 种 理想 的 情况 . 

顺便 指出 ,对 于 赋 范 空间 XX 可 考虑 一 个 与 Gelfand 表示 更 贴近 的 类 比 

XC(B*), x—14, (5. 3.8) 
此 处 B* 记 X* 中 的 闭 单位 球 ,其 中 采用 弱 ” 拓扑 ,C(B* ) 作为 一 个 Banach 空间 依 
例 1.2.1(ii) ,4% 依 式 (1.6.7). 由 式 (1.6.9) 知 式 (5.3.8) 是 一 个 等 距 租 入 ,因而 不 
妨 认为 X 是 C(B" ) 的 子 空间 . 这 就 得 出 结论 : 紧 Hausdorff 空间 上 的 连续 函数 空间 
及 其 子 空间 ,已 穷尽 了 所 有 赋 范 空间 ! 

下 面 通过 一 些 具 体例 子 来 解释 结构 空间 与 Gelfand 表示 . 我 们 将 发 现 ,对 于 一 
些 常见 的 交换 B 代数 ,Gelfand 表示 具有 很 自然 的 形式 ,有 些 甚至 是 具有 重要 价值 
的 分 析 运 算 . 这 些 事实 都 有 利于 肯定 Gelfand 表示 的 坚实 背景 与 应 用 价值 . 不 过 ， 
本 节 考 虑 的 例子 是 初步 的 简单 的 ,一些 更 有 价值 的 例子 将 在 下 章 中 出 现 . 

例 5.3.2 (i) 设 4= CC2) ,CC2) 依 例 5.1.1(ii). 任 给 x e 02, 定 义 X(u) = 
u(x)(u e 4). 在 例 5.3.1(1i) 中 已 说 明了 Xe A =A(4). 若 x,yY e 02,x 关 YY, 则 由 
人 2 的 正规 性 (由 定理 1.3.5) , 必 存 在 u e 4 分 离 x 与 Y( 由 定理 1.3.1) ,因而 +(u) 天 
%(w). 这 表明 

h: 0—A, x—x (5. 3.9) 
是 一 单 射 .若非 满 秧 , 则 有 gp e A, Vx e ,ju eh4, 使 w(x) 关 p(wu,). 不 妨 
设 p(wu,) = 0( 否 则 以 ww - p(w) 取代 w). 由 连续 性 ,有 x 的 邻 域 V ,使 得 u(y) 天 
0( Vy e VV,). 取 介 的 有 限 窗 盖 [V.1 , 令 z = 了 1 1 , 则 we hsw > 0. 另 -方面 


pl(u) = YD plu)9() = 0， 


这 与 1 = p(1) = p(w)p(u”) 相 矛 盾 . 因此 ,h 是 一 双 射 . 因 h 显 然 是 连续 的 , 故 由 
命题 1. 4. 4 知 h 是 一 同 胚 .h 又 诱导 出 一 个 双 射 
h: C(4A) 一 4，7 一 0 六 
设 卫 : 4 一 C(A) 是 Gelfand 表示 , 记 
TAhoT:A—>A, ulioh. 

Vx e 人 2, 易 验证 (&。h)(x) = u(x), 即 4。h = 这 表明 大 竟然 是 恒 等 映 射 ! 这 就 
得 出 结论 : 若 等 同 x 与 二, 则 连续 函数 代数 C(O2) 以 2 为 其 结构 空间 ,2 上 的 拓扑 即 
为 Gelfand 拓扑 ，Gelfand 表示 就 是 C(02) 上 的 恒 等 映射 .对 于 已 经 是 标准 的 代数 
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C(O) ,Gelfand 表示 无 所 为 用 , 力 是 理所当然 的 . 

(i) 设 4 = 4(D) 依 例 5.1.1( 过 ). 类 似 于 上 段 中 的 作法 ,定义 2(f) = 

f(z)(z e D,f e 4), 令 A = A(4), 今 证 明 
h:D—A, z—2 (5. 3.10) 

是 一 同 胚 . 关键 是 说 明 h 为 满 射 . 取 定 pe A, 记 a(z) = z,p(e) = z, 则 1 zl 
elo= 1 可见 zo。e D. Vf e 4, 设 f(z) = Dez'(z eD). 令 f(z) = f(rz) = 
Der’z",0 < 7 < 1, 则 》 cr"z" 在 | zl 达 1 上 一 致 收敛 ,因此 

p0) =9( Bore ) = Dors =flrm). 
令 r 一 1 得 p(P = f(z) ,因此 yp = 元 ,hh 为 满 射 得 证 . 这 就 可 如 对 代数 C(2) 一 样 
作出 如 下 结论 : 若 等 同 z 与 2(z e D) , 则 圆 代数 4(D) 以 D 为 其 结构 空间 ,D 上 的 通 
常 拓扑 即 为 其 Gelfand 拓扑 ，Gelfand 表示 就 是 4(D) 上 的 恒 等 映 射 . 

以 上 结论 有 出 人 意料 的 应 用 . 设 f e 4(D) (1 <<j<n) 在 D 上 无 公共 零点 , 则 
必 有 {gj| C 4(D) ,使 得 2 jg = 1. 否则 ,1f} 生成 4(D) 的 一 个 真理 想 了 ,因而 必 
有 ze DD, 使 得 J 人 C Ker 和 ,而 这 推出 z 是 (1 大) < nn) 的 公共 零点 ! 

(让 ) 设 4 = 2(Z") 依 例 5.1.1(iv) , 令 A = A(4). 任 给 x e T", 令 (wu) = 
L(x) (wu e 4) ,tL 依 映射 (5.1.3). 今 指明 

h:T"—A, x—x (5. 3.11) 
是 一 同 胚 . 只 需 证 h 是 满 射 . 令 1(7) = 6i(k,l eZ), 则 {fm: keZ} Ch,|nl = 
1 ,ns * m1 = M46 = 和 是 4 的 单位 元 . 取 定 p e A, 则 显然 | p(T4)1 夺 1 其 次 由 
1 = 9(6) = pm *n) = pM) P(N) 
得 | p(m:)1 = 1 以 je} 记 R" 的 标准 基 , 令 p(n。) = e”,x = (%). 当 ke Z' 时 , 由 
ki 个 ,个 
UR a i PE te/ 

得 出 pg(m) = ex” = es(x). 对 ke Z"\Z' 类似 地 可 得 同样 结论 . 于 是 对 任 给 
weAhA 有 

pW = 9( Bun ) = Pukels) = 0x) = zu), 
故 得 p = %,h 是 满 射 得 证 . 因此 ,车 等 同 x 与 %, 则 2(Z") 以 T 为 其 结构 空间 ,T 中 
的 通常 拓扑 即 为 其 Gelfand 拓扑 ,Gelfand 表示 重合 于 代数 同 构 (5. 1.3). 

若 u ee 1(Z") ,h(x) 关 0(Vx eT'), 则 Vx e A,z(w) 关 0. 这 就 推出 可 道 
(由 定理 5.3.2) ,从 而 必 有 wv e 1(Z") 使 得 9 = 1 这 就 得 到 如 下 的 Wiener 
定理 : 

定理 5.3.4 设 f= 2》 arer, > 1al<wm,f(x) 关 0(Vx eT"), 则 必 存 
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在 {bi :ke Z|), 使 得 3》 1b1< wm 且 be = 1/f%. 

Gelfand 理论 的 以 上 应 用 的 特别 有 趣 之 处 在 于 ,Wiener 定理 的 表述 完全 不 涉及 
Banach 代数 概念 . 事实 上 ,Wiener 当初 是 从 完全 不 同 的 途径 得 到 上 述 结果 的 . 

在 5.1 节 中 曾 指出 ,不 失 一 般 性 ,总 可 设 所 考虑 的 B 代数 具有 单位 元 e 且 
le 有 =1. 不 过 ,实际 问题 中 出 现 的 B 代数 未 必 自 然 地 带 有 单位 元 . 例如 ，Co( 玉 ) 
就 是 如 此 ,下 章 中 考虑 的 卷 积 代数 二 (了 ") 也 是 这 样 . 当然 , 这 些 B 代数 都 可 在 补 
人 单位 元 后 再 考虑 其 Gelfand 表示 . 设 4 是 无 单位 元 的 交换 B 代数 ,4 = 4 个 Ce 是 
补 入 单位 元 e 的 扩张 . 我 们 关心 的 是 :4 上 的 Gelfand 表示 限制 在 4 上 时 有 具 何 种 形 
式 ? 分 别 以 A 与 4 记 4 与 4 的 结构 空间 . Vp e 4, 令 

P(xX +Ae) = p(x) +A, x eAAeC, 
则 Bp e A 且 z 由 gq 唯一 决定 .反之 , 任 给 5 e A, 令 pg =514, 则 当 p 夫 0 时 p e A. 
若 p =0, 则 这 样 的 5p 仅 有 一 个 ,将 其 记 作 % ,而 将 其 余 的 5 等 同 于 gp, 则 不 妨 认 为 A = 
A U foj1.4 依 其 Gelfand 拓扑 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , 它 可 看 成 4 的 一 点 紧 化 (由 
定理 1.3.8) ,而 A 作为 A 的 开 子 空间 是 一 个 LCH. 若 将 4 的 Gelfand 表示 
A—C(A), x—2 

限制 到 4 上 , 则 对 每 个 x e A, 有?%(%) = % (x) = 0, 因而 4 e Co(A). 这 就 得 到 

定理 5.3.5 设 4 是 一 个 无 单位 元 的 交换 BB 代数, A 是 4 上 的 非 零 复 同 态 之 全 
体 ,f(9) = p(x)(x e 4,p e A), 则 A 含 于 4” 的 单位 球面 ,A 依 4” 中 的 弱 ` 拓 
扑 是 一 个 LCH , Gelfand 表示 

A—C(A), YX 一 名 (5. 3. 12 ) 

是 一 个 连续 的 代数 同 态 , 它 满足 14lles< 1xl(x es4). 

本 节 至 此 为 止 的 内 容 主要 是 带 代数 色彩 的 . 最 后 看 一 个 涉及 解析 理论 的 结果 ， 
在 这 方面 ,交换 B 代数 亦 有 明显 特色 . 

定理 5.3.6 设 Q CC 是 一 非 空 开 集 , KA) es H(0),x e ho,f"™(x) 记 
了 "(A) 的 解析 扩张 (由 定理 5. 2. 1). 则 当 I 适当 小 时 , 成立 


汪汪 二 > i 的 (5.3. 13) 
证 取 2 中 的 围 道 过, 使 之 环绕 rx(x) 与 ol(x +h)( 见 定理 5.2.1 之 证 ), 则 
a 2 fA) RCO,s + h)dA 


= 二 | 7A) DR"" CAs) hdA 


@ 利用 6.4 节 中 的 术语 可 将 Wiener 定理 表述 为 :车 / e C(T") 有 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 , 0 & AT")， 
则 14f 亦 有 绝对 收敛 Fourier 级 数 . 这 一 结论 能 从 Gelfand 理论 推出 ,万 是 表明 Gelfand 理论 有 效 性 的 重要 例 
证 . 
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= > lash om 


-5 [7 ) (A)R(A, x) dA |” 


2 了 271 


= 5 a 
其 中 用 了 式 (5.2.6) , 式 (5.2.7) 与 等 式 
nl[ AOR CA,z)dA = | AD (CA)RCA,z)dA， 
后 者 可 由 分 部 积分 得 出 . 口 
注意 与 式 (4.3.7) 不 同 , 式 (5.3. 13 ) 右 端 是 一 个 真正 的 寡 级 数 . 而 且 , f(x) 


并 不 是 4" (x) , 需 知 ”(x) e 4, 而 A" (x) 是 一 个 算 子 ! 

在 4.1 节 的 结尾 处 曾 指出 , 复 分 析 中 的 以 下 事实 不 能 推广 到 向 量 值 解析 函数 : 
若 人 A) e H(Q) ,Ao e 02,f ‘(Ao) 关 0, 则 f(A) 在 A。 邻近 是 局 部 同 胚 . 利用 定理 
5. 3.6, 却 可 建立 以 下 结果 . 

推论 5.3.3 设 AA) e H(Q),xo e hp,f(A) 在 ol(xo) 上 无 零点 ,人 xz) 是 
fA) 的 解析 扩张 . 则 fx) 将 xo 的 某 个 开 邻 域 0 同 胚 地 映 为 4 的 某 个 开 子 集 . 

证 ”由 推论 5.2.1(i) ,了 (%o) 可 道 (由 定理 5.3.6 的 记号 ). 由 式 (5.3.13) 有 
(xo)h = 六 (xo)h, 因 而 f(xo) e GL(4). 于 是 可 用 反 函 数 定理 2.3.2 得 出 所 要 结 
论 . 口 
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在 5.3 节 中 我 们 看 到 , “交换 性 ”这 一 附加 条 件 的 加 入 ,使 Banach 代数 理论 获 
得 了 如 此 强劲 的 推动 ,涌现 出 许多 新 结果 . 现在 ,一 次 新 的 推动 又 出 现在 眼前 , 它 来 
自 一 个 似乎 不 起 眼 的 新 运算 , 即 所 谓 * 运算 . 这 种 运算 的 最 简单 的 原型 就 是 复 共 
斩 . 细心 的 观察 者 绝 不 会 忽略 共 示 运 算 在 复数 理论 中 的 作用 . 

以 下 仍 设 4 是 给 定 的 有 单位 元 e 的 B 代数 且 je = 1, 但 不 假定 4 是 交换 的 . 

定义 5.4.1 若 在 B 代数 4 上 定义 了 一 个 运算 x 一 x* ,使 得 以 下 条 件 满足 : 

(Si ) 共 氏 线 性 性 : (ax + y8)” = ax* +By; 

(S) (xy)”= yx 3; 

(S; ) 对 合 性 : x ”= x， 
其 中 , x,y e 4,a,B e C, 则 称 x 一 x ”为 一 个 * 运算 或 对 合 运算 , 称 4 为 一 个 ( * ) 
代数 , 称 x* 为 x 的 相伴 元 . 若 进而 设 以 下 条 件 满足 : 

(Ss) xl = llxx | (x e 4), 
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则 称 4 为 一 个 了 代数". 当 ( * ) 代 数 4 中 的 元 x 依次 满足 以 下 条 件 : 


水 本 * 1 
MXX =X° X, X=X , xX = 


时 ,分 别称 x 为 正规 元 、 自 伴 元 与 U 元 . 

从 一 般 B 代数 过 渡 到 (* ) 代数 之 后 ,关于 B 代数 的 概念 自然 地 经 历 某 种 
“(*) 化 ”例如 ,大 (* ) 代数 4 的 子 代 数 $ 对 于 * 运算 封闭 , 则 称 5 为 4 的 ( * ) 子 
代数 ; 若 4 与 妃 均 为 (* ) 代数 ,一 个 代数 同 态 ( 或 代数 同 构 )7: 4 一 8 满足 条 件 

Tx = (7Txz)”，xeE4， 


则 称 了 为 ( * ) 代 数 同 态 (或 ( * ) 代 数 同 构 ). 

一 些 常见 的 B 代数 可 以 定义 成 为 ( * ) 代 数 , 下 面 几 个 例子 是 典型 的 . 

例 5.4.1 (i) 算 子 代数 L(H). 设 五 是 一 个 复 Hilbert 空间 , 则 ZL(H) 是 一 个 B 
代数 ( 见 例 5.1.1(i) ). 任 给 Te LK(H), 设 7T* 是 了 的 相伴 算 子 ( 见 式 (1.7.16) ) , 则 
由 命题 1.7. 1 知 条 件 (S ) ~ (S4) (由 定义 5.4.1, 下 同 ) 满 足 ,因而 元 (五 ) 是 一 个 
B "代数 . L( 有 H) 中 的 正规 元 、 自 伴 元 与 UU 元 ,就 是 依 定义 1.7.3 的 正规 算 子 、 自 伴 
算 子 与 U 算 子 . 如 同 L(X) 是 典型 的 B 代数 一 样 , L( 有 五) 是 典型 的 B 代数 2. L( 有 H) 
的 有 限 维特 例 C” 是 线性 代数 的 对 象 ,但 它 对 于 展开 ( * ) 代数 理论 亦 有 某 种 参照 
作用 . C 作 为 C” 的 特例 当然 也 是 B' 代数 ,其 中 , 相伴 元 和 “ 就 是 共 轿 数 和 9. C 中 
的 自 伴 元 就 是 实数 , U 元 就 是 “ 么 模 " 复数 . 这 些 平凡 事实 初 看 起 来 似乎 不 足 挂 齿 ， 
但 对 于 展开 一 般 的 B 代数 理论 仍 有 启示 意义 ,值得 随时 联想 到 . 

(ii) 连续 函数 代数 C(0Q). 设 C(0Q) 依 例 5.1.1(ii) , 任 给 w e C(0) ,定义 
”= 元 , 则 直接 看 出 条 件 (S, ) ~ 《S, ) 满足 ,因而 C(2) 是 一 个 交换 B "代数 .今后 
当 将 C(0) 看 作 了 代数 时 ,其 中 ，* 运算 总 理解 为 取 共 轿 . C(02) 中 的 自 伴 元 与 U 
元 分 别 为 实 连续 函数 与 么 模 复 连续 函数 ,正规 元 概念 失去 意义 . 鉴于 C(0) 中 涉 
及 * 运算 的 概念 具有 很 直观 的 意义 , 因而 被 看 成 是 一 种 标准 的 交换 B "代数 . B 
代数 理论 的 一 个 基本 目标 就 是 ,将 一 般 交 换 B "代数 表示 为 某 个 连续 函数 代数 . 

(二 ) 圆 代数 4(D). 设 4(D) 依 例 5.1.1( 让 ) ,定义 广 (z) = f(z)(f € 4(D),ze 
D), 则 显然 条 件 (S, ) ~ (S; ) 满 足 ,因而 4( 了 ) 成 为 一 个 ( * ) 代数 ,但 它 不 是 C(D) 的 
(* ) 子 代数 .f e A(D) 是 自 伴 元 会 /有 在 z = 0 展开 的 实 系 数 Taylor 级 数 . 

(iv) Wiener 代数 1(Z"). 设 1 = 1(Z") 依 例 5.1.1(iv), 任 给 ww e 7, 定义 
u* (kk) = w( 一 上 ) , 则 可 验证 条 件 (S,) ~ (S;) 满 足 .例如 ,对 任 给 u,v e 7 ,k eZ" 有 


@ 有 些 著 作 称 为 C* 代数 . 

@ Gelfand 与 Naimark 于 1943 年 证 明了 以 下 结果 :每 个 B* 代数 等 距 ( * ) 代数 同 构 于 某 个 L(H) 的 闭 
(* ) 子 代数 , 见 文献 ( 刘 登 胜 等 , 1992). 

@ 有 文献 (如 (Beals, 1973)) 用 和 "表示 和 A. . 
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(ux0) (kh) = Cro) (A = 5 ey 


= Du (kD)o" (D) = (u” *v" )(k). 
因此 ,V7 是 一 个 ( * ) 代 数 . 设 w e V7,& 依 式 (5.1.3), 则 
下 二 > u(— kk)e, = 2 uk)e = 妈 


可 见 同 态 (5.1.3) 是 一 个 ( * ) 代 数 同 态 . 

再 回 到 一 般 的 B "代数 4 , 仍 以 C 记 4 中 可 逆 元 之 全 体 . 首先 ,以 一 个 命题 汇集 
那些 直接 由 定义 5.4.1 推出 的 简单 结论 . 

命题 5.4.1 对 于 了 B 代数 4,x e 4, 以 下 结论 成 立 : 

(车 zeC, 则 xseC 有 上 且 (z) = (x ) 

(ii)o(x*) =o(x) A {A:A eo(x)},r (x) = r(x" ); 

(ii) x’ | = xl， 因此 ”一 xx 人 xy 一 X 

(iv) 0,e 是 自 伴 元 . 4 中 自 伴 元 之 全 体 构 成 4 的 一 个 实 子 空间 (或 一 个 实 子 代 
数 , 行 4 是 交换 的 ). 每 个 x e 4 有 唯一 分 解 


: X 十 %” 
X = Q+ib， 4a = 一 ， = 


其 中 , a,b 是 自 伴 元 ; xx” 与 x*x 必 为 自 伴 元 ; 

(v)e 是 U 元 , 4 中 UU 元 之 全 体 构 成 G 的 一 个 子 群 且 对 * 运算 封闭 ; 

(vi) 自 伴 元 与 U 元 均 为 正规 元 . 

正规 元 、 自 伴 元 与 U 元 是 本 节 的 主要 考虑 对 象 ,它们 的 谱 有 一 些 很 特殊 的 性 
质 , 下 面 是 一 组 初步 结果 . 

定理 5.4.1 设 4 为 B* 代数 ,x e 4. 

(i) 若 x 是 正规 元 , 则 r(x) = 1x 1. 特别 地 ,交换 B* 代数 中 每 个 元 均 如 此 ; 

(ii) 若 x* 是 U 元 , 则 oc(x)CS A{AeC:lIAl=1}; 

(iii) 辕 x 是 自 伴 元 , 则 ao(x) CR. 

证 (i) 由 条 件 (S4) 与 xx*”= xx 推出 


(5.4.1) 


x = law ?= Ne) = el 
即 |x 1 = 中 省. 进而 归纳 地 有 x 上”= | x” 上 (n > 1). 于 是 由 谱 半 径 公 
(5.1.9) 得 出 
r(x) = im = sl. 
(ii) 由 由 x?= zx* 上 = lel =1 得 |x = 1, 因 而 由 已 证 的 (i) 有 


r,(x) = 1. 任 给 和 A e o(x), 有 1 和 A1<r,(x) = 1. 男 一 方面 ,由 和 A” eo(x ) = 
ol(x*) 有 IA1 "<r(x*) sx =1, 故 得 | 和 A1 =1, 即 A€S. 
(这 ) 易 直 接 验 知 y = exp (ix) 是 TU 元 , 于 是 由 ( 立 ) 与 谱 映 射 公式 有 ao(y) = 
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exp(io(x)) CS ,这 推出 o(x) C 了 R. 口 

5.3 节 中 已 看 到 交换 B 代数 有 一 系列 良好 性 质 ,但 有 关 的 主要 定理 (如 定理 
5.3.3) 并 未 达到 最 理想 的 结论 . 从 例 5.3.2(i) 来 看 ,定理 5.3.3 应 当 可 以 改进 . 并 
非 偶 然 的 是 , 例 5.3.2(i) 中 的 代数 为 交换 B 代数 ( 见 例 5.4.1). 现在 就 来 对 一 般 
交换 B" 代数 建立 定理 5.3.3 的 一 种 改进 形式 . 为 此 ,要 用 到 一 个 关键 结果 , 即 关 于 
连续 函数 代数 C(02) 的 Stone-Weiestrass 定理 , 它 可 看 成 经 典 Weierstrass 融 近 定 
理 的 某 种 推广 , 它 断 定 每 个 fe C(02) 可 用 适当 的 “多 项 式 ” 一 致 逼近. 注意 若 4 是 
由 某 个 集 5 生成 的 代数 , 则 4 就 是 5 中 元 的 多 项 式 之 全 体 . 

定理 5.4.2 设 C(0) 依 例 5.4.1(ii) ,4 是 C(0) 的 一 个 ( * ) 子 代 数 ,1 e 4. 
4 分 离 2 的 点 , 即 当 x,y e 02,x 关 y 时 有 gy e 4 使 p(x) 关 g(y), 则 4 在 C(0) 中 
稠密 ,因而 当 4 是 闭 子 代数 时 4 = C(0). | 

证 只 要 证 8 A 4 NN C(02,R) 在 C(0,R) 中 稠密 . 证 明 分 为 两 步 . 

(i) 在 B 对 格 运 算 封闭 的 假定 下 证 8B 在 C(0,R) 中 稠密 , 格 运算 V 与 A 依 式 
(3.1.1). 由 4 是 ( * ) 代数 推出 ,Vp e 4, 有 Reg,Im wp e B( 见 式 (5.4.1)): 因此 
B 亦 分 离 2 的 点 . 取 定 fe C(02,R) ,s > 0, 今 要 构成 p e B 使 得 上 f-p||。< ze. 
若 x,y e 人 2,x 关 y, 则 有 业 e B, 使 W(x) 关 业 (7Y). 令 

p52) = yO) + HDG) - AND], sen, 
则 py e B( 注 意 1 e B1) ,g(x) =f(x) ,gs(Y) = 所 7). 约定 pg。 = 大 固定 x € 2， 
Vy e 02, 取 y 的 邻 域 V, 使 得 在 V 内 gs <f+e. 取 人 2 的 有 限 履 盖 {V,:1<i< 
n| , 令 gp = py 人 … 人 giy 则 ge B,p.(x) =f(x), 在 上 gg。 <f+ .类似 
的 论证 得 出 = pg。 V … V yp。 e 了 ,使 得 在 2 上 pp >f- =, 显然 亦 有 p < f+e， 
因而 | /7-el。x< 2. 

(iiy) 证 下 对 格 运算 封闭 . 为 此 ,只 需 证 ps 有 一 1ple8 取 定 peB3, 不 妨 设 
lpgl<1 令 y=1-9, 则 ye B,0 ee 


ol 
由 寡 级 数理 论 易 知 ,上 式 右 i 1 p1 可 用 少 的 多 项 式 一 致 丙 近 . 
因 B 是 闭 集 , 故 1 1 s B, 如 所 要 证 . 口 
若 SC C(Q) 满足 条 件 
1 eS， 5 分 离 0 的 点 ， pgp eS 二 9 e 5, (5. 4.2) 


则 由 5 生成 的 子 代 数 4 必 满 足 定理 5. 4. 2 的 条 件 ,因而 每 个 /fe C(2) 均 可 用 5 中 
元 的 多 项 式 一 臻 逼近. 若 $ C C(0,RR) , 则 每 个 fe C(02,RR) 可 用 $ 中 元 的 实 系数 多 
项 式 一 致 逼近 . 为 使 以 上 结论 达到 尽 可 能 好 的 应 用 效果 ,在 满足 条 件 (5.4.2) 的 前 
提 下 ,5 自然 应 选 得 尽 可 能 小 ,而 且 $ 中 的 元 应 为 性 质 良 好 的 “标准 函数 ”. 下 面 就 
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是 两 个 典型 的 例子 . 
(i) 设 CC 了 BR 是 任 给 非 空 紧 集 ,$ = {1,91,… ,gn) ,p(X*) =%(x € 0,1 < 
] 志 n).5 显然 满足 条 件 (5.4.2). 由 5 的 元 作成 的 多 项 式 就 是 通常 的 nn 元 多 项 式 . 
(i) 设 02=T,S = [1,9 ,p81 Ba} ,p(X) = es,(xeT,ls<jis 
1). 和 在 xy e T",x 关 y, 则 对 某 个 ] 有 x 才 ymod(27) ,从 而 wx) 头 gp;(Y). 由 此 看 
出 5 满足 条 件 (5. 4.2). 由 5 的 元 作成 的 多 项 式 的 一 般 形式 是 mw = 亿 ote, 其 


中 , K C Z" 是 任 一 有 限 集 ,e,(x) =e“. 这 样 的 p 称 为 三 角 多 项 式 . 

基于 以 上 事实 ,从 定理 5.4.2 得 出 

推论 5.4.1 (i) 若 2CR 是 一 非 空 紧 集 , 则 每 个 fs C(02,R) 可 用 nn 元 实 多 
项 式 一 致 丙 近 . 特别 地 ,每 个 / s C([a,b],R) 可 用 实 多 项 式 一 臻 通 近 ; 

(ii) 每 个 fe C(T ) 可 用 三 角 多 项 式 一 致 丙 近 . 

这 样 ,经 典 的 Weiertrass 定理 已 经 包含 于 其 中 了 . 但 应 指出 ,推论 5.4.1(i) 的 
如 下 “ 复 形 式 ” 并 不 成 立 :“ 车 人 2C C" 是 一 非 空 紧 集 , 则 每 个 f e C(02) 可 用 nn 元 复 


多 项 式 一 致 逼近 ", 例如 , 设 人 = T' CC, fz) =z,P(z) = oz, 则 
2r= | Adg = ["(f-P)jd0 + { "Pao 


= [0 -Pjde <2751f-Plo, 

这 得 出 上 |f-Pl。 宇 1. 

若 人 2 是非 紧 的 LCH, 则 通过 考虑 2 的 一 点 紧 化 可 从 定理 5.4.2 得 出 

推论 5.4.2 设 Q2 是 非 紧 的 LCH, 4 是 C6(0) 的 (* ) 子 代数 ,4 分 离 介 的 点 . 
Vx e 人 存在 p e 4 使 p(x) 关 0, 则 4 在 Co(0) 中 稠密 . 

定理 5.4.2 还 有 许多 其 他 有 趣 的 推论 . 但 我 们 已 该 回 到 本 节 的 主题 了 . 以 下 就 
是 本 节 的 中 心 结果 , 它 是 Gelfand 和 Naimark 于 1943 年 证 明 的 . 

定理 5.4.3 设 4 是 交换 B*' 代数, A = A(4), 则 Gelfand 表示 

T:A—>C(A), x—% (5.4.3) 

是 一 个 等 距 的 ( * ) 代 数 同 构 . 

证 今 在 定理 5.3.3 的 基础 上 进而 说 明 以 下 几 点 : 


(i) 入 是 一 个 ( * ) 代数 同 态 , 即 介 = 到 事实 上 , 若 * e 4, 设 * = a + 让 依 式 
(5.4.1) ,wp e A, 则 由 定理 5.3.2 与 定理 5.4.1(ii) 有 ep(a),p(0) e R. 于 是 
x* (wp) = p(x ) = 9(a -ib) = op(a) - ipg(b) = ¢(9), 
这 说 明 x*” = 多 
(ii) 4%。= x(x e 4), 这 由 定理 5.3.2 与 定理 5.4.1(i) 推 出 . 
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(十) 4 = C(4). 因 已 指明 卫 : 4 一 4 是 一 个 等 距 的 ( * ) 代数 同 构 , 故 4 必 为 
C(4A) 的 闭 ( * ) 子 代数 . 显然 1 = es 4,4 分 离 4 的 点 . 因此 可 用 定理 5.4.2 得 出 
A = C(A). 

综 上 所 证 ,得 出 荆 : 4 一 C(4) 是 等 距 的 ( * ) 代数 同 构 . 口 

所 证 定理 表明 , 知 4 是 交换 B "代数 , 则 不 妨 将 它 完全 等 同 于 连续 函数 代数 
C(4). 进而 不 妨 说 ,实质 上 只 有 一 种 交换 B 代数 , 即 连续 函数 代数 C(02). 如 例 
5.4.1(ii) 已 指明 的 , C(02) 呈现 出 特别 直观 清晰 的 面 谣 , 用 其 作为 交换 B’ 代数 的 
标本 是 特别 有 利 的 . 或 许 会 认为 ,上 述 结果 固然 美妙 ,可 惜 只 能 用 于 交换 B "代数 . 
那么 可 以 指出 ,将 定理 5.4.3 用 于 一 般 B 代数 的 闭 交 换 ( * ) 子 代数 是 不 成 问题 
的 . 我 们 马上 就 要 看 到 , 沿 这 一 方向 将 获得 多 大 成 功 . 

为 达到 所 需要 的 结论 , 先 建立 两 个 预备 性 结果 . 

引 理 $5.4.1 设 B 是 B* 代数 4 的 闭 ( * ) 子 代数 ,e,x e B,o(x,B) 记 x 在 B 
中 的 谱 , 则 ogo(x,B) = o(x). 

证 令 Gs = |x eG:x ” eB), 则 显然 Gs C G6, 因而 o(x) C ol(x,B). 只 要 证 
o(x,B) Co(x); 为 此 又 只 要 证 B 站 GC Gs. 用 反 证 法 . 设 有 x€ (BN 
G)\Gsp, 则 e gg xB, 于 是 0 e go(xx' ,B). 因 co(xx”) CC 及 (由 和 定理 $.4.1(iii) ) , 故 
p(xx” ) 是 连通 集 . 可 验 知 p(xx" ,B) = C\o(xx* ,B) 在 p(xx” ) 中 既 为 开 集 又 为 闭 
集 , 因 此 p(xx* ,B) = p(xx” ) ,从 而 0 e o(xx*,B) = (xx ), 这 与 xx”e G 相 蔬 
盾 . 吕 ] 

引 理 5.4.2(Fuglede) 设 x 是 B* 代数 4 中 的 正规 元 ,y e 4,xy = yx, 则 x*y = 
yx”. 

证 由 xy = yx 推出 xy = yx”, 从 而 (exp x)y = y exp x. 于 是 
| (expx )yexp(-x ) | 
| exp (x*”-%)yexp (x—-x")| 
yl llexp (x* -x%) | lexp (x -x ) 
yl lexp (x” -%«) exp (x*-% ) | = yl. 


1 人 1 


以 Ax 取代 * 得 到 
IlKA) < yl, fA) =exp(Ax )y exp (— Ax”). 
由 Liouville 定理 (推论 4.1.1(iv)) 有 f(A) 三 f(0) = yy, 即 
y exp (A%*) = exp (Ax%°):y, AeC. 

上 式 两 边 对 A 求 导 后 置信 = 0, 即 得 yx” = x*y. 口 

作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 来 给 出 定理 5.4.3 的 如 下 主要 应 用 : 

定理 5.4.4 设 x 是 B' 代数 4 中 的 正规 元 ,B 是 由 {e,x,x” | 生成 的 闭 子 代数 . 
则 8B 是 交换 B' 代数 , 它 等 距 ( * ) 代 数 同 构 于 C(o(x) ). 若 y e 4 与 x 可 换 , 则 y 与 
每 个 b e B 可 换 . 

证 由 x 是 正规 元 推出 B 是 交换 代数 . 车 be B, 则 4b 可 用 (x,x”) 的 多 项 式 通 
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近 ; 显 然 b8” 有 同一 性 质 ,因此 b”e B. 可 见 B 是 4 的 闭 ( * ) 子 代 数 ,因而 是 B 代 
数 . 于 是 由 定理 5.4.3 有 等 距 的 ( * ) 代 数 同 构 
T:B—C(A), b—)6, (5. 4.4) 
其 中 , A = A(B). 由 引 理 5.4.1 有 oco(x,B) = o(x). Vp e A, 由 B 的 构成 知 g 由 
9(x) 唯一 决定 . 这 结合 定理 5. 3. 2 得 出 
££:A—>o(x), op—o9(x) (S. 4. 5) 
是 一 连续 双 射 ,因而 是 一 同 胚 (由 命题 1.4.4). 这 又 导出 一 个 双 射 
h: C(A)—C(o(x*)), pgp—9°4. 
于 是 
hoT:B—>C(o(x)), b—b。 4" (5.4.6) 
是 一 等 距 的 ( * ) 代数 同 构 ,其 中 ,6 与 4 分别 依 式 (5.4.4) 与 式 (5.4.5). 
若 xy = yy%, 则 由 引 理 5.4.2 有 yx”= x*y, 这 推出 yb = by( Vb e B). 口 
在 得 到 “等 距 的 ( * ) 代数 同 构 ” 这 一 点 上 ,定理 5.4.4 与 定理 5.4.3 并 无 不 
同 . 但 就 对 所 得 结论 的 用 法 而 言 , 两 者 颇 有 差别 . 对 于 定理 5.4.4, 所 需要 的 与 其 说 
是 同 构 (5.4.6) ,不 如 说 是 它 的 逆 


Cl(o(x)) =—=B, fAA)—f(%), (5.4.7) 
其 中 , f(A) 与 (x) 分 别 为 式 (5.4.6) 中 的 1。2 与 5, 因 此 f(A) = A(x)^。%”, 即 
f(x)*=f° 4, f=f/(A) e Cl(o(*)), (5.4.8) 


或 等 价 地 
pf(x)) = f(gp(x)), f(A) e Cl(o(x)),p eAh. (5. 4.9) 
注意 到 同 构 (5.4.7) 的 特点 ,不 妨 借用 5.2 节 中 的 处 理 模式 . 取 非 空 集 Q2 C C, 令 
As = {xeA:xx’=x'x,o(x) C0) (5.4. 10) 
(注意 与 式 (5.2.3) 有 别 !). 若 A 作 和 A) e CCD) ,x e ho, 则 依 同 构 (5.4.7)fA) 唯一 
地 对 应 一 个 正规 元 儿 x) e 4, 它 由 式 (5.4.8) 或 式 (5.4.9) 唯一 确定 . 这 样 , (入 ) 
就 唯一 地 对 应 一 个 4,。 上 的 4 值 函数 作 x). 有 趣 的 是 ,在 若干 主要 特征 上 , 由 式 
(5.4.7) 确定 的 对 应 成 A) 一 f(x) 具有 类 似 于 定理 5.2.1 意义 下 的 解析 扩张 的 性 
质 . 以 下 定理 可 与 定理 5.2.1 相对 照 , 它 给 出 连续 函数 的 “符号 演算 ”规则 . 
定理 5.4.5 设 QCC 是 任 一 非 空 集 ,4 为 B" 代数 ,42 依 式 (5.4.10) , 则 以 下 
结论 成 立 : 
(i) 任 给 AAA) e C(0) ,由 条 件 (5.4.8) 唯一 决定 一 个 定义 于 42 上 的 4 值 函 
数 .Kx) , 它 是 搬入) 的 扩张 , 即 岂 Ae) = A)e(A e 0). Vx e hn,f(x) 是 正规 元 ， 
xy = Jr 一 JKxz) = fx)y, f(A) = 人 之 7x) = x,f(A) aA/r) = 和 3; 
(ii) 所 入) 一 所 xz) 为 (* ) 代数 同 构 , | .Al = 上 f(x) 上 (x € 4o); 
(ii) 车 {f(A)} CCCOO) ,xz e hg, 在 ol(x) 上 万 (A) 一 成 A) , 则 六 (xz) 一 f/x); 
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(iv) 谱 映 射 公式 : 设 A(A) se C(0),x e hn, 则 f(g(x)) = o(f(x)); 

(Vv) 设 f(A) eC(0),g(7) e C(O) HNO) CO,h(A) = elf(A)) ,x e hy, 
则 h(x) = g(f(x)). 

证 结论 (i) 与 (ii) 是 定理 5.4.4 及 f(x) 定义 的 直接 推论 . ( 近 ) 由 (ii) 推出 . 
(iv) 取 定 x es 4,, 设 与 4 依 式 (5.4.5), 则 结合 式 (5.4.8) 与 定理 5.3.2 有 
flo(x)) =f(2(A)) = f(x)" (A) = ol(f(x)). 

(v) 因 儿 x) 是 正规 元 且 o(f(x)) =f(o(x)) C2, 故 g(f(x)) 有 定义 . 由 式 
(5.4.8) 有 

h(x)"=hox = gofo x"= go f(x)" = [ge(f(x))1", 
这 得 出 h(x) = g(f(%)). 口 

与 解析 扩张 的 一 个 明显 区 别 是 ,连续 函数 1A) 的 扩张 (x) 并 无 类 似 于 
式 (5.2.6) 的 解析 表示 ,因而 根本 不 知道 如 何 去 “ 计 算 ”" 它 , 对 函数 拟 x) 亦 未 确立 
任何 连续 性 结论 . 但 这 些 缺 陷 似 乎 并 不 妨碍 对 于 这 种 函数 的 运用 ,定理 5$.4.5 中 那 
么 多 结论 的 确立 及 相对 较 简单 的 论证 ,已 初步 证 明了 这 一 点 , 对 于 定理 5.4.5 的 
实际 应 用 将 进一步 证 明 这 一 点 . 

充分 注意 到 定理 5.4.5 与 定理 5.2.1 的 类 似 ,再 来 看 如 下 推论 就 十 分 自然 了 ， 
它 与 推论 5.2. 1 恰 相 对 应 . 

推论 5.4.3 设 QCC 是 一 非 空 集 ,4 为 B 代数 ,* e hn,f(A),g(A) eC(0)， 
则 以 下 结论 成 立 : 

(i) Kx) 与 g(x) 恒 可 交换 . 特别 地 , x 与 用 x) 恒 可 交换 ; 

(ii) f(x) 可 逆 司 fA) 在 o(x) 上 无 零点 司 0 gf(o(x)). 当 0 ¢ f(ao(x)) 
时 [f(x)]™ = h(x),h(A) = [f(A)1; 

(ii) 若 f(x) = 0, 则 ogo(x) C IA:AA) =0}; 

(iv) f(x) = f(x)", f(x) 是 自 伴 元 司 flo(x)) CR f(x) 是 U 元 局 
f(ao(x)) C S'. 特别 地 ,x 是 自 伴 元 人 ol(x) CR,x 是 U 元 舍 o(x) CS . 

其 中 唯一 值得 说 明 的 是 结论 (iv). f(x) =Ax)“ 直接 由 fA) 一 f(x) 的 “(*) 
代数 同 构 ”性 质 得 出 . f(x) 是 自 伴 元 会 Kx) = f(x) 对 fA) = f(A)(VA ee 
olx)) 台 Ke(xz)) C R. 类 似 地 可 推出 其 余 结论 . 

类 比 于 定理 $.2. 1 ,应 用 定理 $.4.5 的 基本 的 思想 是 :大 f(A) e C(02)(1 =< 
7 志 n) 满足 形 如 式 (5.2. 11) 的 关系 式 , 则 对 x e hs 亦 有 F(fi(x), 有 (x),…， 
f(x)) = 0, 后 者 很 可 能 是 一 个 有 价值 的 结论 . 此 处 仅 需 (入 ) 连续 ,对 2 亦 无 特殊 
要 求 , 因 而 应 用 定理 5. 4.5 较 之 用 定理 5.2.1 更 为 灵活 . 今 用 若干 例子 来 作 说 明 . 

例 5.4.2 以 下 设 4 是 B' 代 数 ,x e 4. 

(i) 若 x = x ,ao(x) C R,, 则 称 x 为 正 元 , 记 作 x > 0. 现在 证 明 : 正 元 必 有 正 
的 平方 根 . 设 x* 宇 0, 取 人 2 = RR,, 令 f(A) = VA( 算 术 根 ), 则 f(A) es C(0) ,x € ho， 
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于 是 y = 凡 x) e 4 有 定义 .由 . 广 (A) = 入 得 出 广 (*) = x, 即 y = x, 故 y 是 x 的 

平方 根 . 其 次 ,由 o(f(x)) =f(o(x)) = {VA: Aeo(x)} CR, 推 出 y 宇 0, 故 y 

是 x 的 正平 方 根 . 因 显 然 0 e o(x) 会 0 eo(y), 故 x 可 道 会 y 可 赣 . 
注意 与 例 5.2.1(i) 对 照 ,此 处 不 必 Q2 C C 是 开 集 及 VA 是 内 的 解析 函数 

(ii) 令 y = xx” , 今 说 明 y 宕 0. 以 B 记 由 |e,y| 生成 的 闭 子 代数 , 则 必 有 ze B， 
使 得 2 =1 ?1 -了 ,3 依 B 的 Gelfand 表示 . 令 w = zx = w+iv,u,v e 4 是 自 伴 元 . 直 
接 计 算得 

ww = Fy, Wwtww’ = 2 +2v. 
因 29 =-2 和 凡生 0, 故 -ww ”三 0, 从 而 
ww = 2 +2 +2 -0 三 0. 
这 结合 o(ww* ) Co(w*w) U 10}( 见 推论 5. 1.2 之 证 ) 推出 ww ”>0, 因 而 9 > 
0. 这 推出 2 = 0, 于 是 了 =1 ?1 宕 0, 因 而 y 宕 0. 

(让 ) 设 x 可 逆 , 今 证 有 极 分 解 z = wv, 其 中 , wu 为 U 元 ,v 宇 0. 由 (i) , 必 x*x% 宕 

0 且 x*x 可 道 . 由 (i) ,x*x 有 可 道 的 正平 方 根 v. 令 uw = wv , 则 x = ww， 
uu = Xx" = x(x°%) x = e. 
同 理 , xx = e, 故 为 U 元. 

(iv) 车 x =x*,y = exp (iw), 则 ol(y) CS , 故 y 是 U 元 (由 推论 5.4.3(iv)). 
反之 , 若 y 是 U 元 , o(y) 关 S,AA) = ln A, 则 可 适当 限定 arg 入 使 人 (A) e 
C(o(y)) 且 expf(A) =A. 令 x =-if(y), 则 y = expf(y) = exp (ix),o(x) C 
R,x 是 自 伴 元 . 因此 ,除了 ol(y) = S' 这 种 极端 情况 之 外 (这 种 情况 可 能 出 现 ) ,y = 
exp (ixz)(x = x”) 可 作为 U 元 的 通 式 . 

定义 5.4.2 设 f 是 ( * ) 代数 4 上 的 线性 泛 函 . 若 对 任 给 x% e 4, 有 f(xx") 二 
0 , 则 称 ,/ 为 4 上 的 正 泛 函 . 

设 4 = L(H) 如 例 5.4.1(i). 取 定 x e H, 令 f(T) =《Tx,x), 则 

fATT*) = (TT'*x,x) = | Trl =0, 
可 见 f 是 L(H) 上 的 正 泛 函 . 其 次 设 4 = C(0) 依 例 5.4.1(ii). 符 /是 4 上 的 一 个 
正 泛 函 , 则 当 0 < pg e C(O) 时 Ag) =f(Vp Vp) > 0, 可 见 / 就 是 Riesz 表示 定理 
3.4.3 所 说 的 正 线性 泛 函 ,因而 它 唯 一 决定 人 上 一 个 正 测度 jx. 因 不 难 指明 
fl = A1), 故 je M(0). 这 些 事实 启示 出 一 般 ( * ) 代数 上 的 某 些 类 似 结论 . 
定理 5.4.6 设 f 是 (*) 代数 4 上 的 正 泛 函 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 《x,y〉A f(y*x) 满足 内 积 公理 (I) 与 (I )( 依 定义 1.7.1) 且 (x,x) 宕 0; 

(ii) f(x ) = f(x); 

(iii) 若 4 满 足 x* | = |xl(Vxe4), 则 fe 4* 且 fl = fe). 

证 (i) 《x,y) 显然 满足 公理 (1 ) 且 〈x,x》> 0. 其 次 ,由 
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Ox+ty,x%+y) = (x,x) + X,Y) + yx) + (y,y) 

推出 Im(《x,y〉》+《Y,x)) = 0. 以 这 取代 y 得 Re(\x,y)》 -7Y,x)) = 0. 故 得 
《%,yY》=《yY,%) , 公理 (L ) 得 验 . 

(ii) f(x*) = (e,x) = (x,e) = f(x). 

(iii) 对 《x,y〉 亦 可 建立 Schwarz 不 等 式 ( 见 式 (1.7.1)) 

| (x,y) |* < (x,x)(y,y), 7%,y e 4. (5.4.11) 
若 xs4,1 xl <1, 则 
| f(x) |” =| (e,x) 1° < (e,e) (x,x) = f(e)f(y), 

其 中 ,y = x*x =y .必定 ol(y) C(-11). 令 p( = V1-t, 则 z = p(y) 有 
定义 且 z 宇 0,z =e -yy, 这 推出 f(e) -f(y) = f(zz" ) 0,f(y) < f(e). 因 
此 1 fx)1<fle), 从 而 fH 压 f(e) < fl el , 故 得 fe = fe). 口 

定理 5.4.7 设 4 是 有 单位 元 e 的 交换 B 代数 ,4 = A(4), 则 4 上 的 正 泛 函 
之 全 体 与 4 上 的 有 限 正 测度 之 全 体 成 一 一 对 应 . 

证 知人 s M(A) 是 一 正 测度 , 令 

f(x) = | say, XeE4， 
则 ££ 是 4 上 的 线性 泛 函 . 因 
f(xx” ) = | 121°d >0, 


故 f 是 4 上 的 正 泛 函 . 易 看 出 fh = 1 4 反之 ,者 /是 4 上 的 正 泛 郴 ,由 定理 
5. 4.3 ,不 妨 认为 /是 C(4) 上 的 正 线性 泛 函 ,因而 唯一 确定 一 个 正 测度 4, 使 得 


f(x) = [ay 
因而 f =f. 且 fl = pl =f(e), 故 je M(A). 口 
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本 节 中 设 五 是 给 定 的 复 Hilbert 空间 . 如 例 5.4. 1(i) 指 出 的 , 算 子 代数 L(H) 
是 一 个 B 代数 ,而 且 是 典型 的 B 代数. 对 于 LC(H) 当然 可 应 用 关于 B 代数 的 一 
般 结果 ,尤其 是 深刻 的 定理 5.4. 4 与 定理 5.4.5. 不 过 ,对 于 有 清晰 结构 的 算 子 代 
数 ,更 希望 得 到 一 些 便于 直接 应 用 的 结果 . 

本 节 的 主要 结果 是 关于 正规 算 子 的 谱 分 解 定理 , 它 是 线性 算 子 理论 的 最 重要 的 
成 果 之 一 . 简单 地 说 , 谱 分 解 定理 就 是 将 一 个 正规 算 子 了 表 成 一 族 正 投影 算 子 的 某 种 
“线性 组 合 ”, 而 这 一 想法 最 初 源 于 线性 代数 中 和 矩阵 的 对 角 化 . 对 角 和 矩阵 有 分 解 


diag(A ,AAA ) = 》 AP,, 
了 
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其 中 , P = diag(0,…,1,…,0) 可 看 成 正 投影 算 子 . 就 正规 算 子 7 e L(H) 的 谱 分 
解 而 言 , 正 投影 算 子 应 来 自 了 的 适当 函数 护 刀 . 若 KA) e Co(7)),P= 所 7) 是 
正 投影 算 子 , 则 由 忆 = P 及 谱 映 射 公式 有 f(o(7T)) = o(P) C {0,1}. 由 此 可 见 ， 
限于 使 用 连续 函数 将 难以 得 出 非 平凡 的 正 投影 . 因此 本 节 不 能 只 是 简单 地 应 用 定 
理 5.4.5, 而 应 对 它 作 实质 性 推广 ,使 得 对 某 些 不 连续 函数 儿 A) 也 能 定义 拟 刀 . 这 
件 事 做 起 来 颇具 技术 性 ,我 们 将 强调 主要 思路 ,适当 简化 某 些 烦琐 的 细节 . 

回忆 一 下 , P e L(H) 为 正 投影 算 子 意味 着 它 满足 忆 = P = P* (根据 定理 
1.7.6). 谱 分 解 定 理 基于 特定 的 正 投影 族 , 它 由 以 下 定义 给 出 : 

定义 5.5.1 设 人 是 一 个 LCH, .多 是 其 中 的 Borel 集 族 ,P= {P(B):Be 
.有 CL(H) 是 一 族 正 投影 . 若 P 满足 条 件 (以 下 4,B e . 允 ) 

(i) P(G) = 0, PCO) = 71; 

(ii) P(A NB) = P(A)P(B), ANB = 8=— P(A UB) = P(A) +P(B); 

(证) 存在 jy :x,y e HI} C M(0) ,使 ,,(B) =《P(B)x,Y)， 
则 称 P 为 一 个 谱 族 或 单位 分 解 . 

敬 P 是 一 个 谱 族 ,x e 瓦 , 则 直接 由 定义 5. 5. 1 推出 ,是 一 个 正 测度 , | 上 = 
lxl*,ANB= 6 二 RC(P(4)) 1 R(P(B)), B 一 P(B)x 是 一 个 是 值 测度 . 

任 给 拓扑 空间 02, 本 节 以 B(Q) 表示 2 上 的 有 界 Borel 可 测 复 值 函数 之 全 体 
(这 与 例 1.2.1(i) 的 规定 稍 异 ) ,其 中 采用 sup 范 数 . 依 通常 的 函数 运算 并 以 复 共 
罗 为 对 合 运 算 , B(0Q) 是 一 个 交换 B' 代数 . 

以 下 就 是 本 节 的 中 心 结果 ,通常 称 为 正规 算 子 的 谱 分 解 定理 . 

定理 5.5.1 设 TeL(H) 是 一 正规 算 子 ,2 = o(7T) ,. 罗 是 2 中 的 Borel 集 族 ， 
则 存在 ( * ) 代 数 同 态 

B(Q) —L(H), f(A) A(7) (5. 5. 1) 

与 唯一 的 谱 族 P = |P(B) :Be .全 ,使 得 以 下 结论 成 立 : 

(iD 任 给 A(A) eseBC2) ,有 1 AD 大 1 且 


IT,7) = | fA) dp «sy eH, (52) 


其 中 ,jy 依 定义 5.5.1. 若 FA) se C(0), 则 所 7T) 决定 于 式 (5.4.8)( 以 T 换 x)， 
AT = flo; 

(ii) 若 $ e L(H) 与 7 可 换 , KA) e B(Q), 则 5 与 用 7T) 可 换 . 特别 地 , 由 此 
推出 人 7T) 是 正规 算 子 ; 

(iii) 车 BC 2 是 非 空 相对 开 集 , 则 P(B) 关 0; 

(iv) 设 AA) e B(0) , 则 依 算 子 范 数 收敛 有 


AT) = | 7A)dP(A)， (5.5.3) 
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积分 的 准确 含义 在 定理 证 明 中 给 出 . 特别 地 ， 
T= AdaP(A)， (5. 5.4) 
任 给 x e 了 是, 有 


IAD NN? = IFA) ?dps = ARA)T2dallP(B)x12 (5.5.5) 


式 (5.5.4) 称 为 了 的 谱 分 解 . P 称 为 7 的 谱 族 ,,, 称 为 了 的 谱 测度 . 
证 设 .加 是 由 {1,7,7* | 生成 的 L(H) 的 闭 子 代数 . 由 定理 5.4.4, 存 在 等 距 
的 ( * ) 代数 同 构 ( 依 式 (5. 4.7)) 
C(O 一 .名 ，FA) SAT). (5.5.6) 
今 在 此 基础 上 构成 ( * ) 代 数 同 态 (5.5.1) 与 定理 所 要 求 的 谱 族 P. 
任 给 x,y e HH, 令 
L,,(f) = f(T)x,y), f(A) es COD)， (5. 5.7) 
其 中 , f(7) 依 同 构 (5.5.6). 固定 x,y e ,显然 有 有 上, e C(0)* 且 LL,| =< 
xy 上 .于 是 由 定理 3.5.3 有 HA es M(Q) ,使 得 式 (5.5.2) 对 任何 作 和 A) e 
CCO2) 成 立 且 py = 1 slx1 ly 由 式 (5.5.7) 看 出 2 对 * 与 y 分 
别 是 线性 的 与 共 示 线 性 的 , 于是,, 亦 有 此 性 质 . 现在 取 f 作 A) e B(02) ,显然 式 
(5. 5.2) 右 端 仍 有 意义 且 它 是 关于 (x,y) 的 一 个 Hermite 双 线 性 泛 函 . 当 | x = 
lyl = 1 时 , 有 


Aap |< hohe < fhe 


由 定理 1.7.5, 存 在 唯一 的 所 7) e L(H) ,使 得 式 (5.5.2) 成 立 且 |f(7)1 < 

fo 这 就 构成 了 映射 (5.5.1) 且 显然 它 已 满足 定理 之 结论 (i). 
现在 验证 映射 (5.5.1) 是 ( * ) 代 数 同 态 ,这 一 步 有 点 曲折 . 式 (5.5.1) 是 线性 

的 不 成 问题 . 若 拟 A) e C(0,R) , 则 大 7) 是 自 伴 算 子 (推论 5.4.3(iv)). 于 是 


Lf) dg, = FT)%,y) = (xf(T)y) 


= (TY,x) = | fA) dL,,, 
这 得 出 ,= 到 (x,y s 于 .于 是 ,对 任 给 人 A) e B(0) 有 
FT sy) = [fA) aps = AA) op,, 


= (f(T)y,x) = (x, f(T)yY), Vx,y eH, 
这 得 出 AT) = fT7T)“. 其 次 ,对 任 给 f(A) ,ge(A) e C(Q) ,有 


LF) gC) dy = FT)E(T) sx,y) = (g(T)x,2) 
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= [eC ds 2 = 所 TD y， 
这 推出 dys, = faps,(AA) e C(0) ,z = A(7T) 7). 于 是 对 8(A) e B(0) 有 
GTDg(mDx,y) = 《8(7)z,z》= | gC) dp, 


= | f(A) gCA) ds, = ((f8) (T)s,y), 

故 得 (fg)(T) =AT)g(7). 重复 以 上 论证 可 以 得 出 当 f(A) ,g(A) e B(0) 时 也 有 
(fg)(T) = A(T)g(7T); 因此 式 (5.5.1) 是 一 个 ( * ) 代数 同 态 . 

构成 谱 族 P. 任 给 B e . 罗 , 显 然 如 e B(0) , 故 P(B) 4A és(T) 有 定义 .由 如 = 
és = 名 知 P(B) 是 正 投影 . 直接 看 出 尸 满足 定义 5.5.1(i) 与 (ii) 且 

(P(B)z,7》= | 6odusy = pe,(B), 

可 见 P 是 一 个 谱 族 .P 由 jv,,(B) = 〈P(B)x,y》 唯一 决定 ,从 而 由 算 子 了 唯一 决定 . 

验证 结论 (ii). 设 S seLZ 工 (五 ) ,S7T = 75S. 任 给 x,y e H, 令 a = Sx,b = 7 知 
AA) e C(0) , 则 由 定理 5.4.4 有 SFCT) = f(T)5, 因 此 


[FO ) aps = FT)x,b) = (Sf(T)s,y) 


= (Ta,y) = | NA)quoy， 
这 推出 上 .= J。y. 于 是 ,对 任 给 f(A) e B(02) 有 
CSFT)# sy) = fA ds = | FC) dy, = F(T) Sx,y), 
这 得 出 SA7T) = fA 7)S. 
验证 结论 (过). 设 BC 0 是 非 空 相对 开 集 , 则 必 有 f(A) e C(0) ,使 得 f < B， 
ALA) 才 0( 由 定理 1.3.6) ,从 而 FT) 关 0. 取 x,y e 日 ,使 (7T)x,y) 0, 则 
0 # AA) ds = ésC AFA) dys, = (POB)A(T) sy), 
这 表明 P(B) 0. 
验证 结论 (iv). 设 f = w+ive B(02) ,可 设 a uu < b,c 志 v < d. 作 分 划 7 = 
{x; ,pj ,74 ,7 ! ?9 
a = xo pi rs pn < x, = 10， 
c= mEN < <n, <y,=d, 
令 1 71= max( Ax, V Ay,) ,Ax; 三 条 — Xi_1 ,AY = Yr 7 Ye-is 
A = {A e (2:u(A) e [x ,%;) ,2 A) E [ys 
S, = 2 (p; + im,) P(A;). 
因 f 为 Borel 可 测 , 必 A E€ .多 ,因而 P(A.) 有 定义 . 因 


.230 。 第 5 章 Banach 代数 


<2|171, 
0 


ID -So < |f- 2 Cp + im) és 
故 | 5; -AT) | 一 0(1 71 一 0). 今 定义 
[f(A) dP(A) = lim S。， (5. 5. 8) 


其 中 , 右 端 依 算 子 范 数 收敛 , 则 式 (5.5.3) 成 立 . 其 次 ，Vx e 卫 , 有 
FAT)x NN = CT)r, fT)x) = (f(T) “f(T)x,x) 


= (Lf1°(T)s,x) = | 1 fA) tdp,., 


这 与 1.(8) = 上 P(B)x (Be 多) 一 起 得 出 式 (5.5.5) 成 立 . 口 

与 定理 5.4.4 比较 ,定理 5.5.1 的 主要 改进 是 将 ( * ) 代 数 同 构 (5.5.6) 扩 张 
成 了 ( * ) 代 数 同 态 (5.5.1) ,因而 对 任何 FA) e B(o(7T)),f(7) 均 可 定义 . 这 一 
改进 意义 重大 , 舍 此 不 能 定义 正 投影 P(B) = és(7) ,也 就 更 谈 不 上 得 到 谱 分 解 式 
(5.5.4) 了 . 

如 同 从 定理 5.4.4 推出 定理 5.4.5 一 样 ,从 定理 5.5.1 推出 

定理 $5.5.2 设 0cCC 是 一 非 空 集 ， 

Ze = TT EL TT S77,g(T) CD, (5. 5.9) 
Bi.(02) 记 人 上 局 部 有 界 的 Borel 可 测 函 数 之 全 体 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 任 给 fA) e Bi.(02), 由 映射 (5.5.1) 唯 一 决定 一 个 定义 于 .多 上 的 
L(H) 值 函 数 拟 7) , f(T) 恒 为 正规 算 子 . f(T) 是 信和 ) 的 扩张 ,这 意味 着 f(AT) = 
fA)ICA e 0); 当 AA) = Ao,fAA) = 和 A 与 A) = 和 时 分 别 有 f(T) = Aol， 
f(T) = 7 与 f(T) = 了; 

(ii) 对 应 AA) 一 A(T) 为 (* ) 代数 同 态 , | KZ) 1 fn (T € .po); 

(证) 设 Te .如 ,CA) CBCD). 若 在 rc(C7) 上 f(A) 污 A(A), 则 f.(7) 
一 f(T). 若 x € H,f(A)— fA), | Wl -a.e., lf(A)1< const(A eo(7)),MN 
f(T)x— f(T)x. 

证 (i) 与 (i) 是 明显 的 . 

(十) 前 一 种 情况 是 明显 的 . 对 于 后 一 种 情况 ,应 用 式 (5.5.5) 有 

[CD AD = | 1) -HA ds 0 nm, 
最 后 一 步 依 据 控制 收敛 定理 . 口 

类 似 于 推论 5.4.3 ,可 写 出 定理 5.5.2 的 以 下 推论 : 

推论 5.5.1 设 4 e L(H) 是 正规 算 子 , f(A),g( 和 A) e B(o(7)), f(T) 与 
g(7) 依 定理 5.5.2( 或 定理 5.5.1). 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) AZ) 与 g(7) 可 交换 . 特别 地 ,7 与 有 7T) 可 交换 ; 

(ii) 车 1f(A)1 宇 ae( 和 A e o(7)),e 是 正常 数 , 则 f(T) 可 道 且 f(T)” =h(7)， 
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h(A) = 1/f(A); 
(十 ) 7T) = A7T)* ,fl(o(7T)) C R= 坊 A(7T) 是 自 伴 算 子 ,f(o(7T)) CS 一 
fA(7T) 是 U 算 子 ,f(A) = fA) e R(A e ol(7)) 一 几 7) 是 正 投影 算 子 . 
定理 5.5.1 中 的 谱 族 P 可 代 以 单 参数 族 | P(A) : 和 A e Cj} ,其 中 ， 
P(A) = P({reo(T):r7 < A}), (5. 5. 10) 
“7 过 入” 依 R? 中 的 标准 向 量 序 . 设 入 = a + 记 e C, 则 当 @ V2 充分 小 时 P(A) = 
0, 当 a 和 A 充 分 大 时 P(A)=7 rr 三 人 一 PIT) = P(7)P(A). 
你 可 能 不 太 看 好 积分 表示 (5.5.3). 它 虽 然 形 式 上 很 简洁 ,但 其 意义 似乎 仍 未 
被 清晰 表达 , 且 不 能 归 人 第 3 章 讨 论 过 的 任何 一 种 积分 之 内 . 对 此 可 作 如 下 说 明 : 
首先 , XKT) 实际 上 已 完全 由 式 (5.5.2) 确 定 , 式 (5.5.2) 中 的 积分 根据 式 (3.3. 15 ) 
有 完全 确定 的 意义 . 其 次 ,依据 式 (5.5.8), 式 (5.5.3) 中 的 积分 已 有 明确 的 意义 . 
如 果 和 希望 改换 成 更 方便 的 形式 ,有 多 种 方法 可 以 考虑 ,方法 的 选择 依赖 于 函数 
AA) 及 算 子 了 的 特殊 条 件 , 如 对 于 自 伴 算 子 与 U 算 子 就 可 得 到 很 清晰 的 谱 分 解 
式 ,分 别 考虑 如 下 : 
首先 设 7 = 7T” e LL(H), 则 o(7T) C (a,B],-%w <a<B<%. 设 P 是 7 的 
谱 族 (由 定理 5. 5. 1 ) , 令 
P(t) = P(go(T) N(-%,t]), teR. (5. 5.11) 
易 见 当 上 < a 时 P(t) =0, 当 tpB 时 P(t) =1t<s 一 PP =PP. 今 
Wy((- %,t]) = (P(t)x,y), x,y eH,t eR, (5. 5. 12) 
则 AN， e M(R). 任 给 f(:)e B[La,B], 结 合式 (5.5.2) 与 式 (3.7.24) 有 


Wisy)》 = [FOP sy), wry eH (5.5.13) 
其 中 , 右 端 是 LS 积分 .车 f(!) e C[a,B] ,给 定 [a,B8] 的 分 划 


T:QO=toT Sie7,t,= pb, 


则 
| BAAPG) -AD | < | Kneeneo -7 
当 max Ai 一 0 时 上 式 右 端 一 0. 这 就 得 到 


AT) = faadP(D， (5. 5. 14 ) 
其 中 , 右 端 积分 是 定义 3.7.2 意义 下 的 RS 积分 . 特别 地 ， 
T= fsaP(s). (5. 5. 15) 


式 (5.5.14) 与 式 (5.5.15) 都 是 足以 令 人 满意 的 积分 表示 , 式 (5.5.15) 也 称 为 自 伴 
算 子 了 的 谱 分 解 公式 ,而 1P(t) : e Ri 称 为 自 伴 算 子 了 的 谱 族 . 
其 次 设 Te L(H) 是 U 算 子 , 则 ol(7T) C S'. 令 
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P(9) = P(ler eo(T):0<o<0), 0<0<2n, (5.5.16) 
则 类 似 于 式 (5.5.13) ~ 式 (5.5.15) 可 建立 


AT)xs9) = {fer dP(O) sy), sy eH (5.5.17) 
AT)E [ Keo)aP(@)， (5. 5. 18) 


T= [ eraPpC0). (5. 5. 19) 


式 (5.5.17) 中 fA) e B(S ) ,其 右 端 为 LS 积分 , 式 (5.5.18) 与 式 (5.5.19) 右 端 
为 RS 积分 , f(A) se C(S ). 

必须 指出 , 谱 分 解 定 理 本 身 并 非 我 们 的 目的 , 它 不 过 是 用 来 深入 研究 正规 算 子 
的 一 个 工具 而 已 , 它 应 当 引 出 更 多 的 新 结果 来 . 可 惜 ,此 处 已 不 拟 充分 展开 了 . 不 
过 ,下 面 几 个 结果 还 是 很 说 明 问 题 的 . 

定理 5.5.3 (i) 若 Te L(H) 是 正规 算 子 , 则 

TH = ‘sup, | (Tx,x)| = | (Tx,x) | ， (5. 5. 20 ) 

存在 极 分 解 了 = RU,R > 0,U 是 U 算 子 (对 照例 5.4.2(iii)); 

(ii) 和 若 7 e L(H) 是 自 伴 算 子 , 则 


ES o(T) = nbs (Tx,x) ， (5. 5.21) 


min (7T) = (Tx ,x). 


证 (i) 以 B 记 式 (5.5.20) 右 端 .为 证 式 (5.5.20) ,只 要 证 Ye >0, 有 x se 
H,|x| =1, 使 7TH <l 《7x,x)1+e. 取 Ao。e o(7T) 使 上 TI =1 Xol1. 令 
B =o(7T) nmD.(Ao), 则 P(B) 和 关 0( 由 定理 5.5.1(iii) ) ,因而 有 x e R(P(B)) ,使 
lx =1 令 KA) = (A -Ao)és, 则 AT) = (T -ADP(B), f(T)x = Tx -Aox， 
| TD 下 < < 2. 于 是 

| CTx,x) | | (Aox,x) | -| (f(T)x,x) | 
>l Aol- AAT) = IT -e. 
7 的 极 分 解 由 入 的 极 分 解 和 =1 A1 ep(A) 得 出 ,约定 pg(0) = 1. 

(ii) 只 要 考虑 max o(7T) (否则 以 -7 了 取代 7). 可 设 (Tx,x》 宇 0( 否 则 以 T+ 8b 
取代 7,b > 0 适当 大 ) ,于 是 结论 直接 由 式 (5. 5. 20) 得 出 . 口 

定义 5.5.2 设计 是 一 复 Banach 空间 ,Te L(X),7T, = AT -也 

o.(T) = {A eC: NT) = {0} ,R(T) = 了 7T 无 办 |， (5. 5. 22) 
o,(T) = {A eC: NT) = {0},R(T R(T,) # X}, (5. 5. 23) 
二 者 分 别称 为 了 的 连续 谱 与 剩余 谱 . 若 7 es L(H) 是 正规 算 子 ,P 是 7 的 谱 族 , 令 
0o.(T) = IA e ol(7) : 任 给 和 在 ol(7T) 中 的 开 邻 域 
U, 有 dimR(P(U)) = w|, (5.5.24) 
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称 er.(7) 为 了 的 本 质谱 , 称 os(7T) A ol(7T)\o,(7) 为 了 的 离散 谱 . 

在 定义 5.2.1 中 已 定义 点 谱 o,(7T) = {A e C: N(T,) zz 10}}. 因 此 ,对 于 正 
规 算 子 7 e L(H) 有 分 解 

o(T) = o,(T) Uo.(T) Uo,(T) = o,(T) U oil DT). 

对 于 o,(7) ,co.(7T) 等 的 精细 描述 , 谱 分 解 定 理 能 发 挥 重要 作用 . 

定理 5.5.4 设 7T eI(H) 是 一 正规 算 子 , 已 是 其 谱 族 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) RCP( {X01)) = NAo-2). 因 此 ,Mo € o,(7T) 全 PCAol) 关 0 奉 Ao 
是 (7) 的 孤立 点 , 则 A。 es o,(7); 
(ii) o,(7) = 8; 
(二) 设 Ao。 es o(7T), 则 Ao es o.(7T) 全 Mo 是 zc(7) 是 聚 点 或 dim N(Aol -7) 
(iv) 若 o(7T) = {A,: ie N|} , 则 每 个 x e 妃 有 唯一 分 解 x = 2 xi,Tx; = 
Aixi(i e N), 且 {x,} 是 一 正 交 系 . 

证 为 记号 简便 ,以 下 约定 P。 去 P( {Ao} ) ,To = Aol -IT. 

(GD 令 KA) = (4 一 A0)& (4), 则 有 A) =0, 这 推出 TP = 0, 因 而 R(P。) C 
N(C7To). 另 一 方面 ,Vs > 0, 定 义 

f(A) = (人 -Aho) [1- 加 oo(A)]， 
则 当 e 一 0* 时 (A - Mo) 六 (A) 一 1 -44(4). 于 是 由 定理 5.5.2( 这 ) 有 
(7)7Tox 一 Pox -YX，2 一 0 ， 

这 推出 N(T,) C R(P0). 故 得 R(Po) = N(T,). 

(ii) 若 有 Ao E or(7) , 则 {0| x R(T,)- 三 N(Tw ) ,这 推出 和 A。 E or(7 ). 于 
是 由 已 证 的 (i) 有 Q( {Ao1) 关 0,O 是 7 的 谱 族 . 因 可 指明 Q( 和 {Ao} ) = P( {X01)， 
故 得 Po 关 0,A。e o,(7) ,得 出 矛盾 . 因此 o,(7) = 9. 

(十 ) 首先 设 和 A 是 ol(7T) 的 孤立 点 且 dim CT) < % , 则 U = {Ao] 就 是 和 在 
o(7T) 中 的 开 邻 域 , 由 (i) 有 dim RC(P(U)) = dim NTo) < % ,可 见 Ao。 ¢ o.(7). 

其 次 , 设 U 是 和 在 ol(7) 中 任 一 开 邻 域 . 若 Mo 是 ex(7) 的 聚 点 , 则 有 {A。} C 
o(7) ,使 人 ,一 Mo, 可 设 信 互 异 ,{A CU. 依次 取 和 ,在 ol(7T) 中 的 开 邻 域 凡 ,使 
V, CU 且 V 互 不 相交 . 令 P, = P(V,),P = P(D), 则 R(P,) C R(P) 且 当 m zn 
时 R(P,) 1 R(P,). 这 就 得 出 dim R(P(U)) > 2 dim R(P,) = % ,因而 A。 e 
o.(T). 

若 dim N(T。) = % , 则 直接 有 

dim R(P(U)) > dim R(P,) = dim N(T,) = o， 

故 同样 有 Ao e ce(7). 

(iv ) 令 尸 = P({A:}),x e H,x; = Pix, 则 {x;| 是 一 正 交 系 ; 由 B 一 P(B)x 为 H 


二 00 
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值 测度 推出 x = > x. 由 (i 推 出 Tx， = Aizi， 唯 一 性 由 {xi} 为 正 交 系 推出 . 口 

下 面 给 出 紧 正规 算 子 的 谱 分 解 , 它 具有 特别 简单 的 形式 . 首先 建立 某 些 预备 结 
果 , 其 中 , 第 一 个 就 是 虽然 简单 但 很 有 名 的 Riesz 引 理 . 

引 理 5.5.1 设 4 是 赋 范 空间 的 闭 子 空间 ,4 关 X, 则 存在 x e X, 使 得 ex = 
1,d(x,A) > 1/2. 

证 取 y e 4',a eh, 使 上 y-aj <2d(y,4), 则 x A (y-a)/ly-all 即 
符合 引 理 的 要 求 . . 口 

引 理 5.5.2 设 厂 是 一 Banach 空间 , Te CL(X),T| = 1-7, 则 R(T7T,) 是 闭 
的 ;R(T) = XON(T) = {0|} eT ee GL(X). 

证 (i) 证 R(T) 财 . 设 Tix, 一 x(n 一 %). 阁 {x,| 有 界 , 则 不 妨 设 Tx, 一 y， 
因而 x, 一 x +y, 这 推出 x = Ti(x +y) e R(T). 若 {x,| 无 界 , 取 y, e N(7) ,使 
p 全 d(x ,NOT )) < x -7 万 p,(1 +n ), 今 证 p, 有 界 (如 此 则 可 用 x, ->y 
代 %, 同样 得 出 x e R(7T,)). 反 设 p, 无 界 ,不 妨 设 p, 一 m. 令 z = (和 一 7,)/ xz 一 
7 有;, 则 Tz 一 0. 由 z, 有 界 与 7 的 紧 性 推出 有 子 列 {z, 1 ,使 得 z= (T +7)z, 一 
z e N(T7) ,但 这 矛盾 于 以 下 不 等 式 : 

pw < zs ~ yo +t x 7112) pll tn ) |z,, -zl. 

(i) 设 R(T) 二 五 ,证 N(T) 3 {0} .和 若 有 0 天 %l E N(7T) , 则 由 及 (7 ) =X 
有 xi = Tx = Tx 人 7 %, = …, 从 而 x, e N(T") \N(T.™ )(n > 1). 由 
引 理 5.5.1 ,有 y, e N(7.") ,使 得 y= 1,d(y,,N(T" )) 2 1/2(n > 1). 
设 m >n>1, 则 7 (Ty, + 7y,) = 0, 于 是 

[1 -Ty = 1 (Ty + Ty,) | > 
但 这 与 17y,] 有 收敛 子 列 巴 盾 . 故 必 N(7T,) = {01. 

(证 ) 设 N(TI) = {0} ,证 R(TI) = 不 因 R(T,) 闭 , 故 有 拓扑 同 构 7T,: X= 
R(T ) ,因而 R(T* ) = X* (由 定理 1.6.10). 因 7* e CL(X*) (由 定理 1.6.11)， 
故 由 第 () 步 有 N(7T* ) = {01 ,因而 R(T,) = XX( 由 命题 1.6.3). 口 

定理 $5.5.5 设 X 是 一 复 Banach 空间 , Te CL(T). 若 0 人 ec(7), 则 入 e 
o,(7T) ,dim NAT -7T) < %w ,o(7) 没有 非 零 聚 点 ,因此 必 为 可 数 集 . 

证 不 妨 设 1e o(7) (否则 以 X47T 代 7) , 则 1 e o,(7) ,否则 由 引 理 5. 5.2 推 
出 TI =1T-7Te GL(X). 因 B.(0) NN(T) = 7T(B,(0) 站 N(T)) 相对 紧 , 故 必 
dim N(T ) < om (由 定理 1.3.9). 

设 0 关 A, 一 和 A,A, e o(7T) 互 不 相同 , 令 7T, = A.1- 工 取 0 关 x, e N(7T,), 则 
可 归纳 地 证 明 |xi ,x,,…,%,| (n e N) 线性 无 关 . 令 筷 = span {x ,x2,…,%,|. 由 引 
理 5.5.1, 有 y, eX, ,使 得 | y, i = 1,d(y, ,Xi) 宇 1/2(n > 1). 于 是 当 m > nn 时, 有 
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| Al 
Ty — Ty = Asys (Tay 2 
因 {7y,] 含 收敛 子 列 , 故 必 入 = 0. 口 
作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 已 可 建立 如 下 基本 结果 : 
定理 5.5.6 设 0 关 7TeL(H),7 是 正规 的 . 
(i) 若 7 es CL(H), 则 
不 语 之 AP,， (5. 5. 25) 
| Tx | = 之 |， 121Pxl ，xe 瑟 ， (5. 5. 26 ) 


其 中 , {A.} = o(7)\1{0j ,P 是 正 投影 算 子 ,RCP,， = N(A.1-7T), 式 (5.5.25) 依 
算 子 范 数 收敛 ; 
(ii) 车 o(7) 无 非 零 极限 点 , 当 入 关 0 时 dim N(AT -7T) < om, 则 7 es CL(H). 
证 (i) 因 r,(7T) = TI >0, 故 o(7T)\10} 8. 由 定理 5.5.5, 可 设 
rr(7T)\{0 = {4,1, 不妨 设 1 A1 宇 | A, 1 三 …,A, 一 0. 设 P 是 7 的 谱 族 , 令 
P, = PCA ),， AA) = 和 ,9 是 |A1,As,… ,和 ,| 的 特征 函数 , f= fp。 则 由 
定理 5.5.1 有 


17- DAP = ID -FADE < Nf-hlo m0 nm, 
这 表明 式 (5.5.25) 成 立 . 因 m 关 n 时 R(P,) 与 R(P,) 互相 正 交 , 故 
1 Tz? = | APz| = 1a! Prl’, 


这 得 出 式 (5.5.26). 由 定理 5.5.4(i) 有 R(P,) = N(A,I -77). 
(ii) 设 和 A 与 P, 依 (i) 之 证 , 则 仍 有 式 (5.5.25). 由 dimR(P,) < % 推出 P, e 
CL( 有 H) ,因而 Te CL(H)( 由 定理 1.5.4). 口 
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在 微 积 分 学 中 ,Fourier 级 数 问题 构成 一 个 独 具 特 色 的 篇 章 . 一 方面 , 它 所 处 理 
的 问题 (如 Fourier 级 数 的 收敛 性 ) 已 经 如 此 复杂 ,仅仅 运用 传统 的 微 积 分 方法 难以 
获得 有 效 解决 ,对 于 新 分 析 工 具 的 需求 几乎 呼之欲出 . 另 一 方面 ,处 理 Fourier 级 数 
时 所 提出 的 一 些 概念 与 方法 (如 正 交 函数 系 概 念 ) ,有 力 地 催生 着 一 些 富 有 生命 力 
的 数学 理论 . 正 是 与 Fourier 级 数 问题 有 关 的 研究 的 需要 ,促成 了 Lebesgue 积分 论 
的 诞生 ,并 推动 了 整个 实 分 析 的 发 展 . 而 实 分 析 方 法 的 改进 与 成 熟 ,又 促成 了 包括 
Fourier 级 数 、Fourier 积分 问题 在 内 的 内 容 丰 富 的 近代 Fourier 分 析 理 论 的 形成 . 随 
着 抽象 空间 方法 在 近代 分 析 数 学 中 越 来 越 占 有 支配 地 位 ,Fourier 分 析 也 越 来 越 具 
有 更 一 般 的 空间 构架 与 理论 形式 ,以 至 发 展 成 抽象 群 上 的 调和 分 析 . Fourier 分 析 
被 公认 为 是 近代 分 析 数 学 中 最 优美 的 部 分 之 一 ,而 且 具 有 广泛 的 应 用 ,在 本 书 中 占 
有 一 章 的 篇 幅 是 理所当然 的 . 

与 前 面 几 章 比较 ,Fourier 分 析 的 论题 似乎 稍 欠 明晰 ,而 且 在 其 历史 演进 中 历 
经 剧烈 变动 . 不 过 ,还 是 可 以 说 出 一 个 大 致 线索 . 首先 , Fourier 分 析 力 图 求 得 一 定 
类 型 函数 按 某 个 标准 函数 系 {gp,: & e G1 的 分 解 , 而 Fourier 级 数 与 Fourier 积分 正 
是 这 种 分 解 的 原型 与 主要 样本 . 要 实现 上 述 分 解 ,就 不 能 不 研究 Fourier 变换 及 其 
种 种 推广 . 所 有 这 些 问题 都 需要 在 一 定 函数 空间 上 考虑 并 涉及 大 量 的 算 子 ,因而 
对 于 特定 函数 空间 与 算 子 的 研究 在 Fourier 分 析 中 占有 越 来 越 重要 的 地 位 . 而 以 上 
所 有 课题 都 有 赖 于 一 个 共同 的 工具 一 一 平移 不 变 积 分 . 借助 于 这 种 积分 而 进行 的 
种 种 移动 平均 , 乃 是 Fourier 分 析 中 达到 各 种 目的 的 有 效 手 段 ,也 是 充分 发 据 对 称 
性 的 种 种 优美 结果 的 源泉 . 

在 本 章 中 , C 总 表示 某 个 给 定 的 er 紧 的 局 部 紧 交 换 群 ,E 记 给 定 的 复 Banach 
空间 , T" 记 nn 重 环 面 , dx ,dy 等 均 表 示 n 维 Lebesgue 测度 . 如 在 第 3 章 一 样 ,对 任何 
EE 值 函数 ,以 1 fl 记 绝 对 值 函数 外 Kx) | . 

严格 地 说 , 唯 有 在 广义 函数 层次 上 ,Fourier 分 析 理 论 才 得 以 达到 应 有 的 完备 . 
但 广义 函数 这 一 课题 太 大 ,只 能 在 下 章 中 单独 处 理 . 


6.1 不 变 积 分 


“不 变 积分 ”这 一 标题 , 初 看 起 来 似乎 远离 Fourier 变换 一 类 的 问题 . 但 实际 上 ， 
Fourier 分 析 的 基本 结论 正 是 以 平移 不 变 积分 为 基础 的 . 说 到 “平移 不 变性 ” ,自然 
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离 不 开 一 定 的 群 结构 . 为 叙述 简便 ,不 能 不 限制 一 下 对 象 的 一 般 性 , 仅 考 虑 交换 群 
上 的 不 变 积分 ,有 关 它 的 结论 更 具 直 观 上 的 明晰 性 ,处 理 方法 也 不 至 于 过 繁 . 
首先 定义 拓扑 群 , 它 是 一 个 很 简单 的 概念 . 
定义 6.1.1 设 6 满 足以 下 条 件 : 
(i) G 是 一 个 加 群 ,这 意味 着 在 G 上 定义 了 一 个 加 法 运算 
GxG— CG, (x,y)—x+y, 
它 满足 结合 律 x + (y +z) = (x +y) +z 与 交换 律 x+y = y+x(%x,y,z e C). 存 
在 一 个 零 元 0 e G6, 使 得 x +0 = x( Vx e G). 每 个 元 x e G 有 一 负 元 - x, 使 得 
x+(-%) = 0, 因 而 在 G6 中 可 定义 减法 x -y= x+(-7Y)(x,y € G); 
(ii) G 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 ; 
(这 ) 群 运算 连续 , 即 C x C 一 C,(xz,y) 一 x -7 为 连续 映射 ， 
则 称 6 为 一 个 拓扑 加 群 ,简称 为 拓扑 群 . 
拓扑 群 中 的 唯一 运算 称 作 加 法 ,并 不 是 实质 问题 , 仅 为 了 习惯 与 方便 . 将 其 
改称 为 乘法 ,对 记号 与 术语 也 作 相 应 调整 ,拓扑 群 概念 依然 有 效 . 不 过 ,运算 的 交换 
性 是 一 个 本 质 性 条 件 . 非 交 换 拓扑 群 是 一 个 更 复杂 的 课题 ,本 书 并 不 涉及 . 
以 下 设 C 是 给 定 的 局 部 紧 拓 扑 加 群 . 任 给 4,B C C,a e C, 约 定 
A+B= {latb:aeh,be Bl, 
a+B= {iatb:beBl, -4=1-c: ae4. 
以 多 记 G 中 的 Borel 集 族 . G6 中 零 元 0 的 邻 域 称 为 0 邻 域 , 契 0 邻 域 了 满足 
V = -V, 则 称 V 为 对 称 0 邻 域 . 任 给 0 邻 域 U,V = UN ( -0) 就 是 一 个 对 称 
0 邻 域 . 定义 映射 
T,:G—G, x—x+ad, (6.1.1) 
J:G— 6G, x%——X, (6. 1.2) 
其 中 , a e G 是 给 定 的 . 二 者 分 别称 为 G 上 的 平移 与 反射 ,它们 都 是 C 到 自身 的 同 
胚 . 因此 , 若 4 C G 是 开 集 (或 闭 集 、 紧 集 ) , 则 a + 4 与 - 4 亦 为 开 集 (或 闭 集 、 紧 
集 ). 此 外 , 若 4,B C G 是 紧 集 , 则 A + B 必 为 紧 集 . 这 些 事实 是 基本 而 重要 的 . 
定义 6.1.2 设 风 是 6 上 的 一 个 正则 测度 (由 定义 3.4.1) ,mG > 0 且 风 平移 
不 变 , 即 (a +4) =4(a e G6G,4 ee 罗 , 则 称 凡 为 G 上 的 Haar 测度 . 
以 下 例子 虽 近 平凡 ,但 无 疑 是 最 常用 的 . 
例 6.1.1 (i) R" 依 通 常 的 向 量 加 法 与 通常 拓扑 是 一 个 拓扑 加 群 , 而且 是 ao 
紧 的 局 部 紧 群 . n 维 Lebesgue 测度 m 是 R" 上 的 Haar 测度 ( 见 定理 3.6.1). 
(ii) Z” 看 成 R" 的 子 群 是 一 个 拓扑 加 群 且 也 是 c 紧 的 局 部 紧 群 ,Z2” 上 的 计数 
测度 j 是 Haar 测度 . 


@ 有 些 著 作 规定 rox = x -a. 
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(十 ) T" 看 成 S' 的 nn 重 积 显然 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 . 至 于 T" 中 的 群 运算 ,可 
理解 为 R" 中 的 等 价 类 的 加 法 . 对 x,y e R" ,规定 
%*~yO%=y(mod2n), 1l <jsgn. 
于 是 T = R"/ ~ (由 定义 1.4.2) , T" 依 加 法 
元 + 六 = 和 十 7， x,y eR” 
是 一 紧 的 拓扑 加 群 . 直观 上 ,不 妨 就 将 T" 理解 为 R" 中 经 平移 可 与 [ - T,T] "相合 的 
任何 n 维 方 体 且 以 [ - 7",w]" 为 其 代表 ,[ - 7,m]" 上 的 Lebesgue 测度 m 就 是 T" 上 
的 Haar 测度 ,注意 mT" = (27)". 

再 回 到 一 般 的 拓扑 加 群 ,本 章 需 要 以 下 基本 结论 : 

定理 6.1.1 任何 局 部 紧 群 G 上 均 存 在 Haar 测度 , 且 如 不 计 常 数 因子 的 差别 
时 是 唯一 的 . 

这 一 意义 重大 的 结论 是 Haar 于 1933 年 发 现 的 , 它 为 现代 调和 分 析 的 诞生 葛 
定 了 基础 . 定理 的 证 明 与 本 章 内 容 无 直接 关联 ,可 参见 文献 (Folland，1984 ) . 本 章 
假定 C 是 ez 紧 的 ,以 确保 Haar 测度 为 oc 有 限 ,从 而 可 放心 地 引用 第 3 章 的 一 些 结 
果 ( 如 Fubini 定理 ) ,而 这 就 带 来 很 大 方便 . 在 本 章 中 ,只 要 提 到 某 个 局 部 紧 加 群 C 
及 其 上 的 测度 凡 , 总 无 例外 地 认定 凡 为 Haar 测度 .对 于 C = R",Z",T" 这 3 种 情况 ， 
选 定 的 Haar 测度 j 总 如 例 6.1.1 中 所 述 . 

G 上 的 Haar 测度 必定 密切 地 关联 着 6 的 拓扑 结构 ,以 下 结论 部 分 地 说 明了 这 
一 点 : 

命题 6.1.1 对 任何 非 空 开 集 U C C, 有 HU > 0;jG < om 司 CG 是 紧 的 . 

证 由 jG >0 与 正则 性 , 必 有 紧 集 KC GG, 使 得 KK > 0. 若 VCC 是 非 空 开 
集 , 则 {a + VU: a e G} 是 KK 的 开 覆 盖 . 取 有 限 子 覆盖 [ao + 7: 1 三 :大 nm , 则 

0<pyKs< Yula+U) = nu, 


这 得 出 jU > 0. 若 j.G < % , 则 有 最 大 的 ne NN, 使 得 存在 b; s 6G,b; + K(1 <i< 
n) 互 不 相交 . Vx e G,x + 天 必 与 某 个 六 + 天 有 公共 点 7 于 是 
xx Ey- 天 CD+ 天 一 天 ， 


这 推出 CG = U (5b; +K - 有). 因 天 -天 是 紧 集 , 故 6 是 紧 的 . 反之 , 若 6 是 紧 群 , 则 


由 的 正则 性 ,必定 以 6G < %. 口 
G 中 点 的 平移 与 反射 诱导 出 函数 的 平移 与 反射 . 约定 
fx) =fl(x+a), flx) =f(-x), a,x eG, (6. 1.3) 


其 中 , f 是 定义 在 G 上 的 函数 .f, 也 写作 7。f. 现在 考虑 本 节 的 中 心 问题 :在 由 式 
(6.1.3) 所 给 出 的 变量 代 换 下 ,关于 Haar 测度 的 积分 将 如 何 改变 ? 正如 本 节 标题 
所 预示 的 ,我 们 将 得 到 如 下 的 “不 变 积分 "结论 : 


6.1 不 变 积 分 "239 ， 


定理 6.1.2 设 f e L(G,E,u) ,a e C, 则 成 立 


[fen = [fp, (6.1.4) 
上 各 = | fap (6.1.5) 


证 (i) 证 式 (6.1.4). 直接 用 的 平移 不 变性 易 看 出 , 当 f 是 简单 函数 时 式 
(6.1.4) 成 立 .继而 用 Levi 定理 推出 , 当 f 是 非 负 可 测 函 数 时 式 (6. 1.4) 成 立 . 下 面 
考虑 一 般 情 况 . Ye > 0, 取 简单 函数 g, 使 1/ -gl < se (由 定理 3.5.1(i) ) , 则 


hf bia | 


< | fa- heal + | ed- lar 


< f=& |g =7 < Zs, 
其 中 , 对 非 负 函 数 1f - g1 用 了 积分 平移 不 变性 . 可 见 式 (6. 1.4) 成 立 . 
(ii) 证 式 (6. 1.5) ,这 基于 Riesz 表示 定理 3.4.3 与 定理 6.1.1. 定义 


LO) = | ja, fe C(O), 
直接 看 出 了 是 一 正 线性 泛 函 ,因而 有 C 上 的 正则 测度 ,使 得 
LO) = | fv, fe C.(6)， 
这 结合 (/.)" = (为 。 得 出 
| = | fdr, feC.(C),a ed, 


这 结合 式 (3.4.4) 与 式 (3.4.5) 得 出 v 为 Haar 测度 . 由 定理 6.1.1, 必 有 正常 数 ， 
使 > = ,因而 


| jay = ol fly, fe C.(0). 
利用 fr = f, 反 复 利 用 上 式 得 到 
| fay 3 ”| fay, feC(G),neN. 


若 c 六 1, 则 令 n 一 % 推出 | fdy = 0( Vf es C.(C)). 另 一 方面 ,由 定理 1.3.6 必 
有 非 空 的 相对 紧 开 集 U C G 及 0 < e C.(C) ,使 得 f1 U = 1. 于 是 

0= [fy > fi = pd, 
这 与 命题 6.1.1 矛盾 .因此 必 e = 1, 故 当 f e C.(G) 时 式 (6.1.5) 成 立 . 这 一 事实 


结合 式 (3.4.4), 式 (3.4.5) 得 出 kwK(-4) = 4A(4 e . 罗 ). 然 后 沿用 证 式 (6. 1.4) 
的 路 线 , 即 可 证 得 当 f e L(G,E,n) 时 式 (6.1.5) 成 立 . 口 
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综 上 所 述 ,对 于 局 部 紧 群 C, 在 平移 与 反射 变换 下 以 下 三 者 均 保持 不 变 :C 上 
的 拓扑 结构 、G 上 的 Haar 测度 及 C 上 关于 Haar 测度 的 积分 . 这 种 不 变性 使 得 群 结 
构 所 具有 的 对 称 性 优势 得 以 充分 发 挥 ,因而 导向 优美 而 深刻 的 分 析 理 论 . 能 畅通 无 
阻 地 运用 变量 代 换 公式 (6.1.4) 与 式 (6.1.5) 的 好 处 ,本 章 中 将 有 足够 多 的 体验 机 
会 . 不 过 也 应 注意 , 式 (6.1.4) 与 式 (6.1.5) 得 以 成 立 ,y 是 Haar 测度 与 积分 取 在 C 
上 (而 不 是 6 的 某 个 子 集 上 ) 这 两 者 都 是 重要 的 . 


以 下 定理 在 本 章 中 将 起 基本 作用 . 

定理 6.1.3 设 feC(G,E),g e L(G,E,n)(1l <p<%), 则 
lim | -flo =0, (6. 1.6) 
limllg. -el =0. (6.1.7) 


式 (6.1.6) 的 准确 含义 是 : Ve > 0, 存 在 6 的 0 邻 域 ,使 得 
| 六 -<e，Vaem， 
式 (6.1.7) 的 意义 类 似 .今后 用 到 类 似 极限 式 时 将 不 再 解释 .一般 地 , 若 KC C， 
lim|fs -flxrx=0 (6. 1.8) 
( 记 住 本 书 总 约定 上 fx = 上 fl 天。) , 则 说 f 在 K 上 一 致 连续 . 式 (6. 1.6) 正 表 明 
J 在 C 上 一 致 连续 ,这 相当 于 Ve > 0, 存 在 6 的 0 邻 域 V, 当 x -y e V(x,y € G6) 
时 |f(x) -fy) < e. 当 6 = R" 或 T" 时 ,这 就 是 通常 的 一 致 连续 . 
证 (i) 证 式 (6.1.6). 任 给 e > 0. 取 紧 集 KCGC, 使 fl x < se/2. 取 G 的 紧 
0 邻 域 4, 令 B = K+4, 则 B 是 紧 集 且 KCB. 令 
| W= {(a,x) e GxG: |f(x) -f(x) | < el, 
则 多 是 开 集 , {10| xBC 下 于 是 有 0 邻 域 U, 使 得 UxBC 吏 令 V=UN(-4)， 
则 V 是 一 个 0 邻 域 . 取 定 a e V. 若 x e B, 则 (a,x) e W, |f,(x) -f(x) < s. 若 x e 
B", 则 必 zx,a +x e K ,因而 f(x) -f(x) 21f lk < e. 综 上 得 ef, -fio <， 
这 表明 式 (6. 1.6) 成 立 . 
(ii) 证 式 (6.1.7). 任 给 s > 0. 取 f e C.(G,E) ,使 上 f-g 上 ,< e( 由 定理 3.5.1). 
令 K = suppf, 取 G 的 紧 0 邻 域 4, 令 B = 天 +4. 由 已 证 的 式 (6.1.6), 有 C 的 0 邻 域 ， 
使 得 Va e V 有 | A -FE < er/B, 可 设 V=-VC Ah. 取 定 a e V, 则 


DAA LAC 


于 是 
gs -gl, < le ~fol,+ lfe -fl,+ Nf-el, <3e, 
其 中 用 了 式 (6.1.4). 这 表明 式 (6.1.7) 成 立 . 口 


6.2 卷 积 


设 G 是 给 定 的 o 紧 的 局 部 紧 加 群 ,uw 是 G 上 的 Haar 测度 , E 是 一 个 给 定 的 复 
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Banach 空间 . 本 节 及 今后 都 记 了 PP(G,E,n) 为 PP(G,E), 令 L(G) = L(G,C)(1 =< 
p < %). 在 积分 记号 | 中 均 省 去 C. 
任 给 一 对 函数 /: 6 一 下 与 5: CG 一 C, 令 
Cxg)(x) = fx-y)e(y) dy). (6.2.1) 
若 以 上 积分 对 几乎 所 有 * e 6 存在 ,因而 函数 f* g 在 C 上 几乎 处 处 有 定义 , 则 称 
J*g 为 与 g 的 卷 积 . 利用 式 (6.1.4) 与 式 (6. 1.5) ,可 将 式 (6. 2. 1) 变换 为 
(sg)(z) = falx -7) dy), 
因而 不 妨 认 为 /*g = g *y 9 
若 取 6 = T',f 与 g 是 R 上 的 连续 2m 周期 函数 ,P = {y,| 是 区 间 [ - 7m,m] 的 
一 个 充分 细 的 分 划 , 则 
Ff*g) (x) ~ DP fyi) (TB8) (x) Ay:. 
可 见 f*g 是 一 个 加 权 的 移动 平均 . 任何 平均 都 倾向 于 改善 函数 ,而 这 正 是 卷 积 概 
念 的 本 质 优势 所 在 . 
对 于 确立 卷 积 的 存在 性 与 进行 估计 ,以 下 结果 是 基本 的 : 
定理 6.2.1 设 feL(G,E),g elL(€) ,r=p +g -lpqre[lo]， 
则 hh = fx*g 存 在 ,h e L(G,E) 且 成 立 如 下 Hausdorff-Young 不 等 式 : 


If*gl, < IF, Heels. (6.2.2) 
若 r = %w ( 属 p” ”+g ”= 1), 则 有 在 6G 上 一 致 连续 ,这 意味 着 
lim | h, -hl =0. (6. 2.3) 


证 (i) 首先 考虑 > = %. 取 定 x e GC, 由 推论 3.2.2(i) ,jg : CG 一 E 是 可 测 

函数 . 由 Hilder 不 等 式 及 定理 6.1.2 有 
[RAEAR EA 
这 推出 h(x) = (f*g)(x) 由 式 (6.2.1) 在 CG 上 处 处 有 定义 且 h(x) < 
fl lg, 这 表明 当 r = m 时 式 (6.2.2) 成 立 . 不 妨 设 p < m ,于 是 
Ia -hlo= I -ND*elo < lf -fl,lel,, 

这 就 可 用 式 (6.1.7) 推 出 式 (6.2.3) 成 立 . 由 h 连 续 推出 | 有 1 。= hl 

(ii) 设 r < %. 此 时 必 p,g < %m ,s A 1-p/r ee [0,1). 由 Hilder 不 等 式 有 


pC) A | Kx -7)g(7) 有 qu(y) 


@ 任 给 a e C,y e EE, 并 不 区 别 ay 与 ya, 因 而 也 不 区 别 gf 与 fg. 
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= [f(x -7) EAs -7) IgEOD)1]qe(y) 
< [fA -nD am) [ff nD te trp] 


= [ron) Cacy)] 


其 中 ， 
F:Go2L" (C6), YY 一 7 y fl | g(y)1’. 
利用 将 在 下 面 补 证 的 引 理 6.2.1 得 


WF fee) Ca) acy)] uC)} 


从 


| 2 | ， 


| eevee | 


从 


Ff FO) dC] 


= WA FO) G0) tg)] en] 


中 


{iA DD ec) ap] el)} 


= fF; fl el, = NF, lel,, 
这 推出 h = f*g 有 定义 且 hk, < pf, lg, 如 所 要 证 . 口 
要 补 证 的 引 理 如 下 : 
引 理 6.2.1 设 (2) 与 (T,v) 是 两 个 oc 有限 测度 空间 ,F e LL(T,L(0))， 
1<p<%, 则 


(fF(y) dv(y))(%) = [F(y) (x)dv(y) Ha e.. (6. 2.4) 
证 令 gqg = p/(p -1). 任 给 v e (0), 令 
Tu = fr)o(x) dp, pe H(Q), 
则 7,，e (0)” (由 定理 3.5.2). 于 是 
[oC®) (J Fy) dry) ) %) dnl) 
= 也 | F(y)dv(y) = [7,F(y) dv(y) 


一 fdv(y) FO) Cx) ox) d(x) 
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= fo() d(x) f FO) (4) dy(y), 


其 中 用 了 式 (3.2.4) 与 Fubini 定理 .由 > 的 任意 性 ,得 出 式 (6.2.4) 成 立 . 口 

卷 积 之 所 以 能 成 为 一 个 有 明显 优势 的 分 析 工 具 , 主 要 基于 以 下 事实 : f*g 往 
往 继 承 了 每 个 因子 的 “最 好 的 ”性 质 , 而 这 又 常常 表现 为 只 要 f 与 g 取 自 适 当 的 函 
数 类 ,f*g 就 属于 某 个 “充分 好 ”的 函数 类 ,有 映射 (f,g) 一 f*g (下 面 以 * 记 此 映 
射 ) 具 有 一 定 意义 的 连续 性 .下面 给 出 的 3 个 定理 分 别 表 明 , 映 射 * 在 一 定 意义 上 
能 保持 p 次 可 积 性 、 光 滑 性 与 有 界 变 差 性 ,这 些 结论 通常 为 应 用 所 需 又 难为 其 他 分 
析 运 算 所 具有 ,因而 特别 值得 重视 

定理 6.2.2 设 1<p < %, 则 有 连续 双 线 性 算 子 


* : LP(G,E) xL (CG) — L(G,E), (6.2. 5) 
* : D(CG,E) x L(G)— L(G,E), (6.2.6) 
* :LL”(G,E) xL'(G)—C,(G,E), (6. 2.7) 


其 中 , 上 L(G) 看 成 (G6G) 的 子 空间 . 
证 任 给 fs (CCc,E),g e L(G), 由 式 (6.2.2) 有 
|f*gel, < lf lel, (6. 2.8) 
这 得 出 算 子 (6.2.5) 的 连续 性 . 其 次 设 f es L(G,E),g e L(G), 令 4A = supp &. 
任 给 紧 集 K C G, 有 
| (fx*e)l KI, = (Kx *gl, < fl (K-A)l lel,, 
其 中 用 了 不 等 式 (6.2.8). 这 表明 f*g e L(G,E) 且 算 子 (6.2.6) 连续 (用 条 件 
(1.5.17)). 算 子 (6.2.7) 的 连续 性 直接 由 定理 6.2.1( 取 r = om ) 推 出 . 口 
在 算 子 (6.2.5) ~ 算 子 (6.2.7) 中 ,最 常用 的 是 算 子 (6.2.5) ,由 它 得 到 以 下 两 
个 结论 : 
(i) 取 定 p e L(G) ,yp 决定 一 有 界线 性 算 子 
T,: DGE) L(G,E), fo9*f. 
由 不 等 式 (6.2.8) 推 出 | 7, < pi; 
(ii) 取 p = 1,E = C 得 到 交换 的 “乘法 ” 
L(G) xL(G)—L (G6), (1g) 一 Fr*g， 
它 满足 |f*g||1 二 fllilgj 用 Pobini 定理 可 验证 卷 积 是 结合 的 . 因此 
L(G) 依 卷 积 是 一 个 交换 B 代数 , 称 为 卷 积 代数 ,或 称 为 G 上 的 群 代数 . 阁 令 f”= 
户 (对 复 值 函数 总 保持 此 约定 ) , 则 可 验证 运算 f 一 f° 满足 定义 5.4.1(Si) ~(S,)， 
因而 使 L(G) 成 为 一 个 ( * ) 代数 . 特别 地 , 卷 积 代数 也 (R") ,L(T") 与 六 (2 ) 都 
是 ( * ) 代数 , 后 者 正 是 例 5.1.1(iv)( 也 见 例 5.4.1(iii) ) 所 界定 的 Wiener 代数 . 
注意 , 式 (6.2.5) 中 (GC,E) 与 L(G) 可 以 易 位 ,得 到 有 界 双 线 性 算 子 
* :L(G,E) xL(G)— L(G,E). (6.2.5) 
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相应 地 ,不 等 式 (6.2.8) 应 修改 为 7*gl, 大 1 Asg1 对 算 子 (6.2.6), 算 
子 (6.2.7) 及 下 面 将 考虑 的 算 子 (6.2.9) ~ 算 子 (6.2.11), 算 子 (6.2.14) 均 可 作 
类 似 处 理 ,这 一 点 下 面 将 不 再 解释 . 

定理 6.2.3 设 0 <r<%, 则 有 连续 双 线 性 算 子 


* :DR",E) xC(R’)— S(R",E), (6.2.9) 
* :Li(R’,E) x SZ'(R’)— Z'(R",E), (6. 2. 10) 
* DT,E) x ST) — S(T,E), (6. 2. 11) 


其 中 , CA(R") 与 (R",E) 分 别 看 成 多 (R") 与 (R",E) 的 子 空间 . 在 以 上 3 种 
情况 下 有 等 式 
a°(f*#g) = frgg， lal<r+l. (6.2. 12) 
证 只 考虑 算 子 (6.2.9) ,其 余 是 类 似 的 . 设 fe LD,(R",E),g e Ci(R"), 令 
KK = supp g. 任 给 有 界 开 集 VC R",a eZ",lal<sk<r+1,x eV, 有 
f(y)ore(x -7) | < fy) | lellr, yeV-k, 
其 中 ,|j|g | x; 依 式 (2.2.11). 以 上 不 等 式 保 证 可 用 定理 3.2.4 得 出 
a°(f*g)(x) = (f*9o°g)(x), x eV,lal<k. 
这 就 得 出 (f*g)I1VeC' 且 
of*e)l Vos HAI (V-K) | lg lr, 
If*el ys < fi (V—-K)|ilel rr 
注意 V 与 VY- 相对 紧 ,因此 上 fl (V -KK) | ! < om. 以 上 不 等 式 推出 双 线性 算 子 
(6.2.9) 是 连续 的 (用 条 件 (1.5.17) ). 
算 子 (6.2.9) ~ 算 子 (6.2.11) 的 作用 都 是 通过 卷 积 将 其 中 的 非 光 滑 因 子 光 滑 
化 . 例如 , 由 算 子 (6.2.9) 得 出 : 若 p e C. (了 ') , 则 
TD (RE)—» SB'(R',E), f—>9*f 
是 一 个 连续 线性 算 子 . 因为 7, 将 “ 坏 函数 ”f 光 滑 化 了 ,故常 称 7, 为 光滑 化 算 子 . 卷 积 
在 应 用 上 的 巨大 价值 ,在 很 大 程度 上 有 赖 于 此 . 在 下 节 中 将 系统 地 发 展 这 一 思想 . 
任 给 f: T' 一 E, 记 V(f) = Vo"(J). 不 难 验 证 , BV(T ,E) (记号 见 定义 3.7.1) 
依 范 数 
filly = VA + flo (6.2. 13) 
是 一 个 Banach 空间 .约定 BV(T') = BV(T',C). 
定理 6.2.4 由 卷 积 决定 如 下 有 界 双 线 性 算 子 : 
* :Li(TI,E) x BV(T') — BV(T',E), (6. 2.14) 
If*xgllys |i lely. (6.2.15) 
证 设 fe 了 (T',E),g e BV(T'). 因 BV(T) CL*(T), 由 算 子 (6.2.7) 有 
h Afx*g eC,(G,E) . 任 给 [0,2m] 的 分 划 P = {x} ,有 
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2 lM 1 = The -ew -nlyy| 


TD 


< |filiV(e), 
这 推出 V(h) < fll1V(g). 于 是 
上 rs lfliVie) + hllo 
< fliVie) + flilelo = Abe lw 
这 得 出 式 (6.2.15) ,因而 算 子 (6.2.14) 是 有 界 的 . 口 

引 理 6.2.2 设 f: G 一 E,g: GCG 一 C,f*g 有 定义 ,suppf 与 supp 8 之 一 是 紧 

集 ( 支 集 定义 由 式 (3.5.22)), 则 
supp (f * 8) C supp f + supp &. 

证 令 4 = supp/,B = supp g, 不 妨 设 4 是 紧 集 .首先 指明 4 +B 是 闭 集 . 设 
fa} ChA,1b,] CB,a, +b 一 Xx. 不妨 设 a, 一 a e 4, 则 必 b, 一 x*-aAbeB,， 
因而 x =a+beA+B. 令 hh = f*g, 为 证 supp h C A +B, 只 要 对 任 给 开 集 VC 
(A4+B)°', 证 hl V=0.Vx eV, 易 看 出 4N (x -8B) = 6, 于 是 


h(x) = [f(y)e(x -ydu(y) 


人 LAY -y)du(y) = 0， 


故 hl 了 = 0, 如 所 要 证 . 口 

由 引 理 6. 2. 2 特别 推出 , 若 j 与 g 均 有 紧 支 集 ,f* g 存在 , 则 f* g 亦 有 紧 支 集 . 
这 就 从 算 子 (6. 2. 5 ) , 算 子 (6.2.6) 与 算 子 (6. 2.9) 得 出 

(PP(G,E) *L1'(G)) U (L(G,E) * L(G)) CL(G,E), (6.2.16) 
L(R',E) *C'(R) CC'(R’,E), (6.2. 17) 
其 中 ,FF* 瑟 记 {f*h:feF,h e Hi}. 不 那么 明显 的 另 一 个 推论 是 
推论 6.2.1 设 1 <p = gq/(g -1) < %, 则 有 连续 双 线 性 算 子 
* : LP(G,E) xL(G)—C(G,E). 

证 任 给 As PP(G,E),g e L(G), 由 定理 6.2.1 有 Jf*eg e C,(G,E) 且 
fxg|o lg 只 要 证 fx*g e Co. 由 定理 3.5.1 有 {fl C C.(G,E)， 
[eg C C.(G) ,使 得 一 >/,g， 一 > g, 因 而 *g, 地 f*g. 而 由 引 理 6.2.2 有 
所 *g,E C.(G,E), 故 得 f*g € Co. 口 

今 将 函数 之 间 的 卷 积 推广 到 测度 之 间 的 卷 积 . 任 给 7,v es M(G),p es 
Co(G) (下面 出 现 的 9 篆 如 此 ,不 再 注 明 ) , 令 


L(g) = [an(%) [p(x + 7) dv(y). 
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易 验 证 Le CoCc) 且 Ln 中 vl. 由 定理 3.5.3, 存 在 唯一 te M(G) 使 


得 L(p) = jpqt 且 4171 = Ll. 定义 6 = nm*v, 则 有 
[galn*v) = fanCs) [p(x + 7) dv(y). (6.2.18) 
类 似 地 ,由 等 式 
|pav* = Jog, pg” =9" (6.2.19) 


唯一 地 决定 一 个 v”e M(G). 依 以 上 定义 , 今 证 明 

定理 6.2.5 M(G) 由 式 (6.2.18) 所 界定 的 卷 积 及 式 (6.2.19) 界 定 的 对 合 
运算 是 一 个 交换 ( * ) 代 数 , 它 以 5 ( 零 元 处 的 Dirac 测度 ) 为 其 单位 元 ; 若 等 同 f e 
L(G) 与 fdy, 则 L(G) 是 M(G) 的 (* ) 子 代数 . 

证 今 依次 验 明 以 下 结论 : 

(i) M(G) 是 一 个 交换 的 卷 积 代数 . 用 Fubini 定理 易 验 证 卷 积 是 交换 的 与 结合 
的 .例如 ,对 7,v,t e M(G) 有 


[oan* (zx 的) = fancs) [p(x + 7y) dv #6) (7) 
= Jan)j&o)jeG +y +z)dz(z) 
= |&(y) fdn(x) [p(x +y +2)dv(z) 
= [a¢(y) [p(x +y)d(n*rv) (x) 


= [pd((n*v) *6), 


这 得 出 9* (v*6) = (mm*v) * 由 m9*v 的 定义 已 得 mn*v < nl vl ， 
故 MM(G) 是 一 个 卷 积 代数 . 

(ii) 验证 对 合 v 一 v” 满足 定义 5.4.1(S,) ~(S;). (5) 与 (5;) 是 明显 的 , 今 
验证 (S,). 设 n,v s M(G), 则 


[pan *»)° = [pd(n*r) = [an(x) fp* (x +y)dv(y) 
= jos) [p(y - #) dr" (7) 


= | (x) [p(x +7) dv" (7y) = [pd(n” *v°), 
可 见 (nm*v)” = 1  *v”. 
(这 ) 6 是 单位 元 . VYv e M(G) ,有 


jed(srm) = fa8Cx) fp + 7)dv(y) = Joar, 
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这 表明 6xv = v. 
(iv) 验证 上 (6) 是 M(G) 的 ( * ) 子 代数 . 设 f,g e L(G), 令 dy =fdu,dv = 
gdy, 则 


fpaCn*5) = fe) p(s) [ols + 7)e(7) ly) 
= [oC9) any) sx) gly — x) du(x) 


= [po Fg) (7 dnly), 
这 得 出 d(m*v) = (f*g) du 其 次 易 验 知 dn”= dp 
综 上 所 证 , 知 定理 结论 成 立 . 口 
今 以 一 个 新 的 表述 来 取代 上 面 用 积分 表达 的 事实 . 首先 约定 
Cv,9) = (v(x),9(%)) = fpdr. (6.2.20) 


其 次 注意 ,对 任 给 / e 忆 ( 6) ,结合 式 (6. 2. 18) 与 式 (6. 2. 20) 有 
CJip) #9) = [ple) pl) fl -7)dz(y)， 
这 表明 (an) *v = (f*v)dyf*v e L(G) 界定 为 


Fr) (x) = [fs -7 dv(9). (6.2.21) 
利用 式 (6.2.20) 与 式 (6.2.21) ,可 将 式 (6.2.18) 与 式 (6.2.19) 分 别 缩写 成 
(nN*v,p) = (NV*p), 《7 2》 = (vp "7. (6.2.22) 


式 (6.2.21) 表 明 (G) *M(G) CZL(G), 即 L(G) 是 M(G) 中 的 理想 . 

若 6 是 一 个 离散 群 (如 6G = Z"),n 是 6G 上 的 计数 测度 ,6 = <o, 则 Vep e 
L(G), 有 65*gp = 9g, 故 6 是 L(G) 的 单位 元 . 对 于 C = R",L(R") 没有 单位 元 . 实 
际 上 ,以 上 事实 包含 在 以 下 一 般 定 理 中 : 

定理 6.2.6 卷 积 代数 L(G) 有 单位 元 的 充 要 条 件 是 6 为 离散 群 . 

证 充分 性 是 明显 的 ,下 面 证 必要 性 . 设 L(G) 有 卷 积 单位 元 9. 令 

a = inflfjxV: V 是 6 的 紧 0 邻 域 }. 
车 a = 0, 则 必 有 紧 0 邻 域 Vv 使 kV 充分 小 ,使 得 /1 p1 dh < 1. 由 群 运算 的 连续 性 ， 
有 0 邻 域 U 使 U-UCTV 必 有 x e 了 ,使 得 
1= é,(x) = (9p *éy) (x) 
Lode hiol el 


得 出 矛盾 . 因此 a > 0. 于 是 有 紧 0 邻 域 了 使 AY < 2a. 必定 了 = {01 (因而 CG 是 离 
散 的 ). 否则 存在 0 关 x e WV, 取 紧 0 邻 域 U, 匈 ,使 得 UN (x+W) = ,UU (xt+ 
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下 ) CT 了 ,于 是 pwY 三 AU +(x + 有) 三 2a, 得 出 矛盾 . 口 
6.3 近似 单位 


6.2 节 说 到 ,一 个 “ 坏 函 数 ” 太 如 f e 忆 ) 经 与 某 个 光滑 函数 作 卷 积 后 可 实现 
光滑 化 . 但 若 f * p 与 1 相差 其 远 ,就 不 能 用 光滑 化 后 的 f * 9 替代 最 好 是 通过 不 断 
修改 9 而 得 到 一 个 序列 {p。} ,使 得 f* 9 能 在 一 定 意义 上 收敛 于 f, 而 且 f* p, 属于 
某 个 预定 的 “好 函数 ”类 . 若 如 上 的 序列 {8,1 存在 ,就 得 到 了 一 种 解 通 近 问题 的 系 
统 方法 ,而 这 正 是 运用 卷 积 所 要 达到 的 主要 目的 之 一 . 形式 上 看 , f* p, 一 /似乎 意 
味 着 {p。} 收敛 于 卷 积 单位 元 6( 或 者 说 卷 积 算 子 p* 逼近 单位 算 子 7) ,这 就 获得 
“近似 单位 ”这 一 名 称 . 下 面 是 它 的 准确 定义 . 

定义 6.3.1 设 序列 {9,} C L(G) 满足 条 件 


(A1) | esqu = 1, VmeN; 


(A,) 任 给 0 邻 域 7 C G, 有 lim| pqu = 1， 


则 称 fp。} 为 一 个 奇异 积分 核 . 
若 |p} 进而 满足 条 件 


(A3) sup 上 pa， < m ,对 任 给 0 令 域 VC CG, 有 lim|1 eol dy = 0， 


则 称 {e。} 为 一 个 近似 单位 2. 

为 简便 起 见 , 今 后 提 到 奇异 积分 核 或 近似 单位 {p。} 时 ,就 写作 9 

定义 6.3.1 虽然 并 不 复杂 ,但 还 是 值得 作 几 点 说 明 : 

(i) 定义 中 的 0 邻 域 V 可 限于 取 某 种 基 邻 域 . 例如 ,在 R" 中 取 V = 8B,(0). 

(ii) 若 pw = 0, 则 条 件 (Al) 与 (As)( 依 定义 6.3.1, 下 同 ) 蕴 涵 了 条 件 (A,). 
有 些 作 者 甚至 将 wp = 0 这 一 条 件 加 入 近似 单位 的 定义 . 本 章 中 用 到 的 大 多 数 近似 
单位 确实 是 非 负 的 ,但 无 需 作 此 一 般 要 求 . 若 p,, = 0 满足 条 件 (A, ) 且 supp gn 一 
101, 则 条 件 ( A,) 自动 满足 . 这 样 的 近似 单位 称 为 Dirac 序列 . 

(这 ) 设 定 p。 是 一 个 序列 ,只 是 为 了 表述 方便 . 实际 上 ,下 标 m 可 换 成 其 他 参 
数 ,只 要 其 极限 过 程 有 明确 表达 就 行 ,如 可 采用 w,, 极 限 是 对 于 * 一 0 取 的 . 在 这 种 
情况 下 ,就 说 近似 单位 p,(s 一 0' ) , 注 明 s 一 0' 是 必要 的 . 在 本 节 中 ,主要 定理 通常 
就 p。 为 序列 的 情况 表述 ,然后 自动 地 认定 该 定理 亦 可 用 于 m 换 成 其 他 参数 的 情 
况 . 这 种 变通 用 法 此 后 将 不 再 另 作 解 释 . 


Q@ 关于 近似 单位 这 一 概念 的 条 件 与 用 语 , 文 献 中 歧 见 颇 多 ,此 处 所 作 的 选择 似乎 能 合 于 通常 需要 . 
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若 gp。 是 G 上 的 奇异 积分 核 ,f e PP(G,E)(1<p<%w), 则 
Fx pn) (x) = [f(x -7) pay) p(y) (6.3.1) 

定义 出 一 个 函数 A f* gp, e L(G,E). 通常 以 核 p。 的 名 称 给 式 (6.3.1) 右 端的 
积分 命名 ,如 称 之 为 Dirichlet 积分 意味 着 它 由 Dirichlet 核定 义 ，Fejér 积分 .Poisson 
积分 等 类 似 ( 见 例 6.3.1). 

本 节 的 主要 课题 是 寻求 使 f, 一 f 的 各 种 条 件 . 在 作 这 件 事 之 前 ,首先 熟悉 若干 
具体 的 核 ,这 些 核 是 最 常用 的 ,特别 在 后 面 几 节 中 将 起 很 大 作用 . 

例 6.3.1 (i) Dirichlet 核 D,. 它 定义 于 T 上 


1 和 _ Sin (m + 1/2)x 
Se = 一 一 一 人 Z . 6.3.2 
De tw) i 2T sin (x/2) ” 0 ( ) 


直接 看 出 | Du(x)dx = 1. Y8 < (0,m) ,由 第 二 积分 中 值 定理 有 
27| D,(%) dx 一 TCD 和 十 郴 )zdz 十 [sin(n + 3)xdx—0, 
其 中 , 7,, e [8,T]. 这 就 验证 了 条 件 (A,) ,因而 D,, 是 一 奇异 积分 核 . 男 一 方面 ， 
27| | D, (x) | dx> [ sin 2 ls de 


2 nn : 2(T -6) 


三 一 一 一 | sin y | dy 一 一 一 一， 九 一 oo. 
”2 + lonti)s Ny 7 


这 表明 D; 不 满足 条 件 ( A; ) ,因而 不 是 近似 单位 . 
类 似 地 ,可 写 出 RR 上 的 Dirichlet 核 


1 本 让 基 区 (6.3.2)， 
TX 
(ii) Fejér 核 局 . 设 D, 依 式 (6.3.2), 令 


je LT Ds) = 3 |[ | ， meN. (6.3.3) 

由 也, 满足 条 件 (A ) 与 (A; ) 直接 推出 已, 满足 条 件 (Al) 与 (As) ,而 下, > 0, 因 而 

F, 是 Ti 上 的 近似 单位 . F(x) 如 D(x) 一 样 是 偶 函 数 ,F,(0) = m/27, 当 mm 很 大 

时 F(x) 在 x = 0 邻近 有 很 高 的 钟 形 隆起 . 这 可 以 说 是 近似 单位 的 典型 特征 . 
(这 ) Poisson 核 P,， 它 定义 于 T! 上 ， 


pn a ew = ee 0 <r<1 (6.3.4) 
P, 是 非 负 偶 函 数 ,在 [0,r] 上 单调 碱 . P, 显然 满足 条 件 (Al). V6 e (0,T), 有 
[P(x) dr < 0 r—l. 


。 250 ， 第 6 章 Fourier 分析 


可 见 P.(r 一 1 ) 满足 条 件 (A,) ,因而 是 T 上 的 近似 单位 . 
(iv) Fejér 型 核 . 设 p e L(R",R,), | 上 9 = 1( 这 样 的 9 可 看 成 某 个 n 维 随 
机 变量 的 概率 密度 ). 直接 看 出 ， 
pn(x) =mopo(mx), xeR’,meN (6.3.5) 
是 R*" 上 的 近似 单位 , 称 它 为 由 函数 wp 生成 的 Fejér 型 核 . 显然 p se C 一 on eC"， 
supp p C B (0) 二 supp pC Bu(0). 鉴于 Fejer 型 核 结构 清晰 ,条 件 易于 验证 ， 
因而 人 们 乐于 使 用 . 下 面 的 (v) ~ (vi) , (这 ) 是 Fejér 型 核 的 重要 例子 . 
(v) Gauss 核 厂 ,, 亦 称 Weierstrass 核 , ,(x) = m"y(mzx) ,其 中 ， 
y(x) = mexp( -| x|1’), x € R". (6.3.6) 
注意 y(x) 是 某 个 正 态 随 机 变量 的 概率 密度 . 
(vi) Poisson 核 P,( 注 意 区 别 于 P,) ,定义 为 P(x) = 1"P(x/i) 一 0 ) ,其 中 ， 
P(x) = miT (PE)(1 + el’), zeR,. C6. 3.7) 
注意 ,对 照 式 (6.3.5) ,此 处 以 上 取代 了 lm. 因 n 维 单位 球面 的 面积 为 
0, = 2m2AT( 二 ) 5 
故 


| ,P(x) dx =oom iT(® > [a +r) gy 


-1 ntlyp/l nr 
VaT(n/2) ( 2 ) 人 
(vii) Fejér 核 R (注意 区 别 于 (ii) ) ,定义 为 F(x) = mF(mzx) ,其 中 ， 
F(x) = Sx, xen, (6. 3.8) 
TX 


用 分 部 积分 易 验 证 [F(x) ds = 和 
(viii) 张 量 积 型 核 B,. 设 gp 是 T 或 R 上 的 非 负 近 似 单位 , 取 6G = T" 或 R", 邻 
Di (x) = p(X pn(X2) p(x), rEG. (6. 3.9) 
显然 【B,(*) ds =1 若 0 <8<b,6=7 或 w, 则 


[ff Bar = [psd] 1, nm 
可 见 B, 是 6G 上 的 近似 单位 . 注意 Gauss 核 也, 实际 上 是 个 一 维 Gauss 核 的 张 量 
积 . 此 外 , T 上 的 Fejér 核 , ,Poissan 核 P, 及 R 上 的 Fejér 核 局 ,, 均 可 通过 作 张 量 
积 过 渡 到 T" 与 R* 上 的 近似 单位 . 例如 ,IT 上 的 Poisson 核 可 写成 


J i (6. 3. 10) 
(2T) Zr 
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其 中 ,1 kl1= 2 1k1 (ke 2). 

(ix) 非 光滑 核 . 仅 看 一 例 : p(x) =r "p(x/7) ,其 中 , p = v 64,0, 是 n 维 单位 
球 的 体积 ,B 是 nn 维 单位 球 . p,(r 一 0 ) 就 是 R 上 的 近似 单位 ,supp p, C B,(0). 对 
任 给 f es Li.(R",E), 有 


1 
Ox) (%) = Tbs) dy = Af), 


其 中 , V(r) ,4Af(x) 依 式 (3.6.2). 

如 前 所 述 ,本 节 的 主要 任务 是 利用 近似 单位 来 建立 适当 的 通 近 定理 . 在 着 手 实 
现 这 一 设想 之 前 ,首先 粗略 地 描述 一 下 将 遵循 的 一 般 思路 . 设 w 是 C 上 的 一 个 近 
似 单位 ,f: 6G 一 使 得 f;, A4f* gp 有 定义 . 为 验证 在 某 种 意义 上 f 一 f, 常 不 免 要 信 
计 f(x) -A 用 x) (x e 0G). 任 取 G 的 0 邻 域 V, 有 


1 六 (9 -FN = | -7 -A pn) dy) | 


< [f(x-y) -fx) 1 only) 1 dy(y) 
< | fx-y) -fx) 1 poy) 1 dl9) 


+ Nf- pa Te) + NAO hl pn! dp 
和 (6. 3.11) 
注意 其 中 用 到 关键 条 件 (A, ). 因由 条 件 (A;) 有 五 一 0(m 一 om ) , 故 只 需 估计 1 与 
六 ,这 自然 要 用 到 /与 p。 的 一 定 条件 . 顺便 指出 ,使 用 某 种 类 似 于 式 (6.3. 11) 的 
“ 拆 项 估计 ”, 是 Fourier 分 析 中 的 一 个 基本 技巧 
定理 6.3.1(Fejér) 设 g 是 6 上 的 近似 单位 , 六 = f* pn 
(i) 设 /e L" (GC,E). 车 [KC G,f 在 K 上 一 致 连续 (由 式 (6.1.8)), 则 在 K 上 
f, 夸 f 因 此 ,车 /在 x 连续 , 则 f(x) 一 Kx). 车 fe Co(C,E) , 则 在 C 上 大王 及 
(i) 车 fe L(G,E)(1 <p < %), 则 f. 守 / 
证 (i) Ve > 0, 取 CG 的 对 称 0 邻 域 V, 使 |f, -flk < el( Va e 了 ). 设 x e 
K,1 ~ 卫 依 式 (6.3.11), 则 1 < ep li， 


bth <20fle hl pl m0 mo. 
综 上 , 知 在 K 上 f/f, 二/ 
(ii) 定义 映射 
BD,: GEL(G), yol 7 -fll op,.(y)1. 
任 取 C 的 0 邻 域 ,估计 
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DR EN 


ko- | < hl oddy) 
= [1 -fl pa -7) 1 dly) 


< | 6-fhol pa dy) +207l oh pa -nD 1 
人 jj +， 
其 中 用 了 引 理 6.2.1. 由 定理 6.1.3 有 lf -一 0(7 一 0).， 而 由 条 件 (A:) 有 
用 一 0(m 一 % ), 故 类 似 于 (i) 之 证 有 上/ -8 一 0(m 一 m ) ,如 所 要 证 口 
今 指 出 一 个 有 趣 的 事实 . 设 f e L(G)(1<p < %), 令 F(x) =f.(x ee 6), 则 
Fe Ci(6,P(C))( 由 定理 6.1.3). 于 是 取 E = L(G) 用 定理 6.3.1(i) 得 出 
(F* gn)(0) -一 F(O) = 及 而 由 引 理 6.2.1 有 


(Fxgpn) (0)(x) = |F(-y)pa(y) dy) (x) = Ff* pn) (x),a.e., 


故 得 f* p,, - 作 由 此 可 见 , 在 一 定 程度 上 ,定理 6.3.1 中 结论 (i) 蕴涵 了 结论 (ii). 
以 上 事实 也 说 明了 ,在 无 限 维 向 量 值 函数 的 层次 上 构建 Fourier 分 析 , 是 必要 而 有 
效 的 . 
就 一 致 收敛 与 5 收敛 而 言 ,似乎 已 不 必 指 望 比 定理 6.3. 1 更 好 的 结果 了 . 至 
于 点 态 收敛 ,情况 就 较 复 杂 ,不 能 指望 通过 一 个 定理 完全 解决 问题 . 下 面 给 出 几 个 
结果 ,它们 所 依据 的 条 件 与 处 理 方法 都 各 有 不 同 . 首先 看 一 个 较 一 般 的 结果 . 
定理 6.3.2 设 w, 是 6 上 的 近似 单位 , 它 满足 以 下 条 件 : 
(i) supp pn CK,K CG 是 与 m 无关 的 紧 集 ; 
(ii) 任 给 0 邻 域 VC G, 存 在 mo ,使 得 sup onl Vs, <%. 
设 fe L(G,E) ,f= f*9。,x 是 f 的 连续 点 , 则 f(x) 一 f(x). 
证 Ve > 0, 取 0 邻 域 VC GC, 使 得 
f(x-7y) -fx)) <e/supllpnll, ye 
设 1 ~ 五 依 式 (6.3.11) , 则 1 < &. 令 
As = {ye K\V: |f(x-y) =k, keN, 
则 {4} 是 一 降 列 , mn 4 = 8 ,wn 4 三 KK < % , 故 必 j 4 一 0( 上 一 % ). 取 充 分 大 
的 上 与 m 宇 mo ,使 


人 Xe -7) pal) 1 ply) 


< sup pa Ve f(x -7) lay) <e 
m> mo k 


6.3 近似 单位 . 253 ， 


固定 一 个 如 上 的 大 ,有 
hh<e+tk|.! panl di—e, m—o%. 


综 上 所 证 ,由 式 (6.3.11) 看 出 f(x) 一 f(x)(m 一 %). 口 

满足 定理 6.3.2 中 条 件 的 近似 单位 并 不 少见 . 例如 , T 上 的 Fejér 核 与 Poisson 
核 显然 均 满足 定理 6.3.2 中 的 条 件 . 其 次 , 设 p 是 Fejér 型 核 , p 有 紧 支 集 , 则 ww 
亦 满 足 定 理 6. 3. 2 的 条 件 . 因此 ,对 于 连续 性 较 好 的 函数 应 用 定理 6. 3. 2 是 值得 考 
虑 的 . 但 对 于 连续 性 很 差 的 函数 ,定理 6. 3. 2 就 没有 什么 意义 . 

如 果 不 对 了 作 任 何 连 续 性 假设 ,但 仍 希 望 使 用 类 似 于 证 定理 6. 3. 2 的 方法 ,就 
要 用 “ 工 点 ”条 件 ( 由 式 (3. 6.4) ) 来 代替 连续 性 条 件 , 而 这 就 只 能 在 R" 中 考虑 . 设 
pm 是 R" 上 的 一 个 近似 单位 ,fe L(R",E) ,f=f* px 是 /的 一 个 7 点 . 任 取 5 e 
(0,% ) ,类 似 于 式 (6. 3. 11) 可 建立 

[fn(x) -f(x) ls | f(x -7) -Ax) 1 pa.(y)! dy 


lyl <6 


+ | Kx -yon(0) dy + HAO [lpnl dy 


A (6. 3. 12) 
为 估计 五 , 令 
Fr) = | lz-y) -fx) ldy, r>0. 


ly <r 


Ve > 0, 由 4 为 上 点 推出 存在 8 > 0, 使 得 Vr e [0,6], 有 F(r) < er". 设 有 单调 
减 函数 ye LD (R,) ,使 得 | pa(x) 1 < yl1 x1), 则 
n< | 1Kz -7) -fx) yl y1)dy 


17yl <6 


= [yr dF) = ,C8)F(8) - [FOr) dpa?) 
< ey.) -ef ray,(r) 


n ef yan) rdr, (6. 3. 13) 
其 中 用 了 两 次 分 部 积分 . 以 上 分 析 引 出 如 下 结果 : 
定理 6.3.3 设 w, 是 R* 上 的 一 个 Fejer 型 核 (由 例 6.3.1(iv) 并 用 那里 的 记 
号 ), p(x) Ww(l x1),y(r) 是 R, 上 的 单调 减 函 数 , y(7)r ee L(R,),fe 
DL(R",E) (1 <p so ),f, =f*9p,, 则 以 下 结论 成 立 : 
(i)f.—/f,a.e.m—%,; 


(ii) 若 f/ 在 点 x 连续, 则 f(x) 一 (x); 
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(这 ) 车 /在 开 集 QC R" 内 连续 , 则 在 0 内 紧 一 致 收敛 于 了/ 

证 (i) 由 定理 3.6.3, 只 要 对 f 的 LL 点 x 证 f(x) 一 Ax)(m 一 %). 设 I ~ 
L 依 式 (6.3.12). 任 给 。 > 0, 设 已 取 6 > 0 使 式 (6.3.13) 满足 ,其 中 , y,(r) = 
mW(mr) ,显然 , pg, (Xx) 三 yw,(1 x1). 于 是 


Ln ef my mr) rdr =n ef ydr 
<n sf Yr) rdr 全 c 2， 
c 是 正常 数 . 令 g = p/(p -1), 则 由 Holder 不 等 式 有 


p< AE wy)ay] < Te 人 yd yt)ay] 
Iyl >6 17y| >6 


< const ys 8) [| por) rdr] ”= eonst yr C8) [ [wdr] 
由 水 (r) 单调 减 有 
[pr > y(5) [rdr 52， 
这 推出 
水。(G) = my (mo) < a rdr 
于 是 


el 


pa 中 ynDridr] 


cp pr)r! 


因此 ,对 固定 的 6 有 了 D 一 0(m 一 wm ). 显然 也 有 太一 0(m 一 om). 综 上 即 得 
f(x) f(x). 

(ii) 直接 由 (i) 的 证 明 看 出 . 

(让 ) 取 定 x。e 与 x 的 充分 小 的 邻 域 V, 只 要 证 对 x e V 有 f(x) 污 f(x) 
(m 一 % ). 任 给 es > 0. 类似 于 定理 6.3.1 之 证 ,可 取 85 > 0, 使 对 任何 x e V 有 I < 
zs. 固定 6, 由 (i) 的 证 明 看 出 当 m 一 o 时 与 x 无 关 地 7, 一 0. 显然 关于 x eV 一 致 
地 有 一 0(m 一 % ). 综 上 , 知 关于 x eV 一 致 地 有 f(x) 一 f(x). 口 

为 应 用 定理 6.3.3, 考 虑 如 下 3 个 Fejer 型 核 : 

(i) Gauss 核 I,(x). 设 y(x) 依 式 (6.3.6),y(r) =mT “Ye”, 则 y(x) = 
(1 x1),w(r) 显然 满足 定理 6.3.3 之 条 件 . 

(ii) Poisson 核 P,(x). 设 P(x) 依 式 (6.3.7), 则 P(x) = wy(l x1), 此 处 
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br) 到 二 人 二 72) -CrD42 ， mo 人 + 站 )， 


可 见 y(r) 满足 定理 6.3.3 之 条 件 . 

(ji) RR 上 的 Fejer 核 F(x). 设 F(x) 依 式 (6.3.8), wr) =4/[7(l1 +7r)]， 
则 yw(r) 满足 定理 6.3.3 之 条 件 ( 取 n = 1). F(x) < y(l x1) 基于 不 等 式 

sin x <4x/(1l +x), x eR. (6.3. 14) 

为 验证 式 (6.3.14) ,注意 | sinx1l<1Alxil<21x|l/(l +lx1), 由 此 有 
21x| ) < 
1 +| x| 1 +x’ 

基于 以 上 事实 ,从 定理 6.3.3 得 出 

定理 6.3.4 设 T 与 ,分 别 为 R* 上 的 Gauss 核 与 Poisson 核 , ,是 R 上 的 
Fejér 核 . As (RE)(l <p<%). 则 f*T,—f,a.e.(m— %).f*P,—/, 
a.e. (1 一 07). 当 m = 1 时 f* ,一 f,a.e.(m 一 %). 在 以 上 3 种 情况 下 ,收敛 点 
包括 f 的 连续 点 且 在 f 连续 的 开 集 内 紧 一 致 收敛 . 

将 以 上 方法 稍 作 变通 后 用 于 G = T 或 R, 可 得 

定理 6.3.5 设 C =T'( 或 R),b = mn( 或 w),fe L(G,E). 

(i) 设 gp 是 G 上 的 近似 单位 , 存在 函数 y,(x) ,使 得 | 9g, (x) | 专 y, (x)， 


ya(%) 在 ( -5,0) 与 (0.5) 内 分 别 单调 增 与 单调 碱 ,| ys | A W(x) dx 对 mm 有 


。 2 
sinx < ( 


界 . V6 e (0,6)， yn(x)dx 0C(m— %), 则 f* op, —f,a.e.(m— % ); 


(ii) 若 G = T',F 与 P, 分 别 为 T' 上 的 Fejér 核 与 Poisson 核 , 则 f* ,一 了 
a.e.(m—%),f*P,—/,a.e.(r—1 ); 

( 道 ) 在 以 上 所 有 情况 下 ,收敛 点 包括 f 的 连续 点 ,在 /连续 的 开 集 内 紧 一 
致 收敛 . 

证 (i) 取 定 f 的 L 点 x, 仍 可 用 式 (6.3.12) ,只 是 将 其 中 1y1 > 6 改 为 6 <171 < 


令 
FCy) = [sx -i) -Ka) de 
任 给 es > 0. 取 6 e (0,6) ,使 当 1y1s 和 5 时 ,1FGy)1 selyl,， 则 
n= [1 p(y) 1 dF(y) < 人 (7)dF(y) 


= ya Fy) | -Fy) dw,ly) 
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< eypal7) | , -ef yayn(y) 


= ef 和 0)dy < elysl, <es, 


c 是 正常 数 . 其 次 ， 
p< [fs = yaay < TFI 和 (-5) + wa(6)] 
2 
A dy DY 人 in(y) dy, 


可 见 对 固定 的 6 有 1, 一 0(m 一 % ). he ). 因此 (f* pw) (x) 一 
f(x)(m— %). 
(ii) 利用 不 等 式 (6.3.14) 及 熟知 的 不 等 式 sin x 宇 2x(0 < x 7/2) 得 
F (x) <2mm/(4+ mix) A yn (xX), 
直接 看 出 y,, (x) 满足 (i) 中 的 条 件 . 其 次 , 即 用 P,(x) 本 身 作 为 y,(x) 自动 满足 
(i) 中 的 条 件 . 因此 这 两 种 情况 均 可 应 用 (i) 的 结论 . 

(十 ) 成 立 的 理由 类 似 于 定理 6.3.3. 口 

定理 6.3.1 ~ 定理 6.3.5 有 和 多 种 多 样 的 应 用 ,其 中 一 些 应 用 将 在 本 章 后 面 几 
节 看 到 . 此 处 主要 强调 ,上 述 定 理 可 用 来 得 出 函数 空间 中 一 些 标准 的 台 近 结果 . 给 
定 函 数 空间 工 ,一 个 具有 基本 意义 的 问题 是 : 求 出 式 的 稠密 子 空间 或 子 集 了 ,使 得 了 
尽 可 能 的 “小 ”, 且 由 “充分 好 ”的 函数 组 成 . 在 这 样 做 时 通常 要 利用 以 下 简单 事实 : 
若 了 在 工 中 稠密 ,而 2 又 在 了 中 稠密 , 则 2 必 在 X 中 稠密 (稠密 的 传递 性 ). 

定理 6.3.6 设 0CR" 是 一 非 空 开 集 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) C? (0,E) 在 (0,E)(1 <p < om ) 中 稠密 ; 

(ii) C" (02,B) 在 多 (0,E)(0 <r< om ) 中 稠密 ; 

(过 ) 系数 在 E 中 的 多 项 式 之 全 体 在 多 (02,E) (0 <r < % ) 中 稠密 . 

证 (i) 由 定理 3.5.1, 只 需 证 C? (02,E) 在 C.(02,E) 中 依 5 收敛 稠密 , 取 R” 
上 的 C” 近 似 单位 gp, ,使 得 supp gp C By,(0)( 此 种 ww 的 存在 将 由 引 理 6. 3. 1 补 
证 ). 取 定 fe C.(0,E) ,自然 地 扩张 为 Fe C.(R",E). 令 / =f* pw, 则 庆生 /由 
定理 6.3.1) , 当 m 充分 大 时 由 引 理 6.2.2 有 

supp f», C suppf +B,,(0) CO 
这 结合 定理 6.2.3 得 fe C>(Q2,E). 这 正 表明 C? (02,E) 在 C.(Q2,E) 中 稠密 . 

(ii) 取 Q 中 紧 集 的 穷竭 序列 |K,} (由 定理 1.3.7), 取 h,e C”(R") ,使 得 
K, <h,< Kina( 由 引 理 6.3.1). 取 mi < m, <…, 使 得 Ki +Bun(0) CO 设 pn 
如 结论 (i) 之 证 ,fe "(0,E). 令 fi = hf,g; = fi* pm 由 引 理 6.2.2 有 

supp 8; C supp h, 十 B,.,.(0) CO 
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再 用 定理 6.2.3 得 g e Ce (02,E). 任 给 紧 集 KC QaeZ,lal<r+1, 取 i 充 
分 大 ,使 K+ Bn 0) C K°,, 则 
og -ofllxr= | ofitpn, -0fl|lr— 0 i>%. 

最 后 一 步 根 据 定理 6.3.1(i) ,注意 在 K,” 上 9"f 与 9" 一致 .这 就 表明 依 多 (02,E) 
中 的 拓扑 有 g; 一 f(i 一 %). 

(二 ) 只要 证 每 个 fe C* (02,E) 可 用 系数 在 E 中 的 多 项 式 依 多 "(0,E) 中 的 拓 
扑 有 逼近. 设 ,是 Gauss 核 , 令 f =f*T,, 则 Va e ZZ, 有 9 二 9f(m 一 wm, 由 
定理 6.3.1(i) 与 式 (6.2.12)). 因 


fl#) = (为 JpDeml -mY (5 -%)]dy 


可 扩张 为 x e C" 上 的 解析 函数 , 故 截取 其 Taylor 展开 式 ( 由 定理 4.2.2) 得 到 多 项 
式 hh ,使 得 
sup | oa) -oh (x) ‖ < lm, meZ 


由 此 可 见 在 多 (02,E) 中 hh, 一 f/f/(m—%). 口 

定理 6.3.6 有 广泛 的 应 用 ,此 处 仅 用 来 得 出 几 个 简单 而 有 趣 的 推论 . 首先 ,从 
定理 6.3.6( 过 ) 直接 推出 : 

推论 6.3.1 车 记 可 分 , 则 下 空间 多 "(02,E) (0 <r < %) 可 分 .特别 地 ,空间 
多 "(2) 必 可 分 . 

任 给 紧 集 KC R",f e C(K) ,总 可 将 扩张 为 fe C.(R") (由 定理 1.3.6 
(过 ) ). 于 是 可 应 用 定理 6.3.6( 这 ) 得 出 

推论 6.3.2 若 KC R" 是 紧 集 ,f e C(K) , 则 了 可 用 多 项 式 一 臻 晕 近 . 

这 就 重新 得 到 了 推论 5.4.1(i). 

现在 补 证 在 定理 6.3.6 证 明 中 用 到 的 引 理 . 

引 理 6.3.1 (i) 设 KCVC R",K 是 紧 集 ,V 是 开 集 , 则 存在 he C* (及 ,[0， 
1] ) ,使 得 K<h <V，; 

(ii) 存在 R" 上 的 C” 近似 单位 pm ,使 得 supp pn C B,..(0). 

其 中 , 结论 (i) 可 看 成 定理 1.3.6(ii) 的 一 个 加 强 , Folland(1984 ) 称 其 为 “C” 


Urysohn 引 理 ”. 
证 (iD) 设 ceBR,r>0. 今 
re 全 X 和 0， 
ex >0， 
r(2r -|x—-al) x eR"”, 


g(2r -lx-al)+g(|lx-al-r)’ 
则 用 初等 方法 可 验证 pg e C" (R",[0,1]),B,(a) < p < B,(a). 
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任 给 x e K, 取 r, > 0, 使 得 B,, (x) CV. 取 有 限 个 x; e K,r; = 7 ,使 得 KC 
U B, (xi). 由 已 证 结论 有 he C”(R",[0,1]) ,使 得 B(x;) <h, < B(xi). ~ 
h(x) =1- 1I[1 -h(x)], xx eR”, 


则 直接 看 出 he C”(R",[0,1]),K<h<tV. 

(ii) 由 已 证 的 (i)Y 有 8 es C2 (R",[0,1]) ,使 得 {0} <p <B(0). 令 gp,(x) = 
cn9p(mx) ,其 中 , c,, > 0 决定 于 | pu。 = 1, 则 supp wp。C Bm(0) ,pw 即 为 所 求 的 
近似 单位 . 口 

定理 6.3.1 ~ 定理 6.3.5 还 可 用 于 方程 问题 ,这 涉及 一 个 极 富有 内 容 的 专题 ， 
此 处 仅 举 一 例 作 点 说 明 . 设 fe L'(R"),P, 是 R 上 的 Poisson 核 . 令 

u(t,x) = (f *P,)(x) 


{1 n/a We) n 
OE Tr( 二 |。 (2 | 5 md, x eR, (6.3.15) 
则 由 直接 计算 可 验证 w + Au = 0,A 是 Laplace 算 子 . 由 定理 6.3.1 与 定理 6.3.3， 
当 t 一 0* 时 依 收敛 与 几乎 处 处 收 伊 有 xz(x) 一 A(x) (x e R"). 这 就 得 到 
推论 6.3.3 由 式 (6.3.15) 表 示 的 函数 u(t,x) 是 Laplace 方程 u, + Au = 0 在 
半空 间 (0,% ) x R" 内 的 解 , 当 i 一 -07 时 ,u(t,x) 几乎 处 处 收敛 与 亏 收敛 到 给 定 的 
边界 值 函 数 扩 xz)(x e R"). 
车 取 n = 1, 则 式 (6. 3. 15) 成 为 上 半 平 面 上 的 调和 函数 ( 以 y 换 i) 


u(%,yY) ee 1 人 xx ER,y >0. 


6.4 ”Fourier 级 数 


本 章 引言 中 提 到 ,Fourier 分 析 的 基本 课题 之 一 就 是 将 C 后 全 全 全 仙人 
某 个 标准 的 函数 系 分 解 .就 G = T" 的 情况 而 言 ,合适 的 标准 函数 系 就 是 ie : 
2Z"} ,et(x) = e*“. 选择 这 个 函数 系 的 较 传 统 的 理由 是 :es 
角 多 项 式 , 它 是 用 来 表达 周期 量 的 理想 工具 . 现在 要 进而 指出 的 一 个 理由 是 :在 函 
数 空 间 L(T") 中 ,函数 系 |e,} 有 很 特殊 的 “代数 性 质 ”. 首先 , 易 验 证 公式 

er:*e, = (27)"6,e,, (6.4.1) 

这 表明 { es} 依 卷 积 有 某 种 “ 正 交 性 ”. 而 利用 式 (6.4.1) 又 推出 一 个 重要 事实 : 若 / 
可 依 函 数 系 | es} 分 解 为 = 2 cie;, 则 


f*e, = Pore *e, = c.(2T7) "el (6.4.2) 
因此 , 若 以 4 表示 由 |e} 生成 的 向 量 空间 ( 它 就 是 三 角 多 项 式 之 全 体 ,下 面 保 持 A 
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这 一 记号 ) , 则 A 必 为 卷 积 代数 (T") 中 的 一 个 理想 :f e L(T") 与 任何 三 角 多 项 
式 的 卷 积 仍 为 三 角 多 项 式 . 由 式 (6. 4.2) 得 到 
cf = (2m) "(f *e;) (0). 
这 就 清楚 了 :分解 式 f = >, cres 中 的 系数 c; 依 上 式 唯 一 确定 . 下 面 的 讨论 就 从 一 个 
与 上 述 c 有 关 的 定义 开始 . 
定义 6.4.1 任 名 tt ,E),k E Zr ， 


FE) = 本 0 ee gx, (6. 4.3) 
称 J(Ek)(k e Z") 为 1 的 Fourier 系数 . 称 形式 和 
DF)e, (6.4.4) 


为 1 的 Fourier 级 数 , 其 中 , 求 和 指标 ke 2 (以 下 保持 此 约定 而 不 注 出 )， 
式 (6.4.3) 中 的 积分 显然 存在 且 上 7(k) 二 (25) 上 fDi. 者 关 0, 则 
217(k) | = (Ck) ~ ef(E) | 


-0 ee 


< Gr | -A ti) 


= (27) "|f-f£.l1— 0, a= nklkl™—0. 
最 后 一 步 用 了 定理 6.1.3. 可 见 头 &) 一 0(1k1 一 % ), 因 此 了 e Co(Z?,E) (记号 依 
式 (1.3.6) ,注意 Z" 是 一 个 LCH). 于 是 定义 6.4.1 实际 上 界定 出 以 下 映射 : 
F:L(T,E)—C(Z,E), f—7, (6. 4.5) 
称 之 为 人" 上 的 Fourier 变换 . 我 们 将 看 到 ,对 于 Fourier 系数 的 这 一 理解 具有 本 质 
意义 . 以 c= 了 (Ek) 代入 式 (6. 4.2) ,得 到 
f*e, = (27)"f(k)e,. (6.4.2)’ 
要 强调 指出 ,定义 6.4.1 中 真正 本 质 的 东西 是 给 出 变换 (6.4.5). 至 于 Fourier 
级 数 (6.4.4) ,在 目前 徒 具 形式 而 已 ,并 无 超出 Fourier 系数 之 外 的 实质 含义 . 与 传 
统 微 积 分 学 不 同 ,此 处 的 关注 点 不 是 个 别 函 数 的 Fourier 系数 , 而 是 施 于 整个 空间 
(T",E) 上 的 Fourier 变换 (6.4.5), 力 是 一 系列 重大 理论 演进 的 开端 ,其 丰富 结 
果 要 在 稍 后 的 讨论 中 才 得 以 充分 展开 . 即使 在 目前 ,变换 的 观点 也 有 助 于 形成 并 清 
晰 表述 一 些 初步 结果 . 在 以 下 命题 中 ,Fourier 系数 的 一 些 性 质 已 被 看 成 是 Fourier 
变换 的 运算 性 质 ,因而 获得 某 种 一 般 意义 . 
命题 6.4.1 Fourier 变换 (6.4.5) 有 以 下 性 质 : 
(i) 五 是 一 个 有 界线 性 算 子 且 DF 和 (27)”; 
(ii) 卷 积 公式 :车 fe L(T",E),g e L(T"), 则 
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(f*g)” = (27) "8. (6.4.6) 
这 加 上 易 验 证 的 公式 &g”= g 得 出 : 若 在 中 采用 正规 化 的 Haar 测度 dy = 
(27) “dx, 则 变换 也 (T") 一 Co(Z") ,f 一 了 是 一 个 ( * ) 代数 同 态 ( 见 5.4 节 ), 此 
处 L(T") 看 成 卷 积 代数 ; 
(这 ) 平移 规则 : (7. 有 站 ^ = er 六 = (ein (fF eT,E),a eR',k eZ); 
(iv) 微分 公式 : 设 P(x) 是 R" 上 的 一 个 r 次 多 项 式 ,D = -i9,9 = (61,0,,…， 
0. ) ,0; = 90/09%,;,f EC (T ,五 ) , 则 


(P(D)A)* = Pr， (6. 4.7) 
这 意味 着 (P(D) 有 )(k) = P(k) 了 (Ek)(k e Z"). 特别 地 ， 
(D°A) (Kk) = FFE), keZ,|lals<r. (6. 4. 8) 


以 上 结论 均 不 难 利用 定义 式 (6.4.3) 直接 验 证 . 例如 ， 
(DA (k) = (27)™"( (Df) *e,) (0) 
= (2m)“ (f* De,) (0) 
= (2mn) "(f* kre) (0) = pf(E), 
其 中 , D"e = ke; 是 明显 的 . 此 处 显示 出 以 DD 替代 3 的 好 处 . 


命题 6.4. 1 的 结论 下 面 将 反复 用 到 . 此 处 只 指出 式 (6.4.8) 的 以 下 推论 : 
者 fs CT ,BE)(O<r<o), 则 


17D 1 = od £17), 1 1->o. (6.4.9) 


粗略 地 说 ， 函 数 越 光滑 ,其 Fourier 系数 就 下 降 越 快 . 对 于 非 光滑 函数 的 Fourier 系 
数 ,也 可 能 由 其 他 条 件 得 出 某 种 ( 当然 较 粗 ) 估 计 , 下 面 就 是 一 例 . 
命题 6.4.2 设 fe BV(T' ,E), 则 


IFC(k) | = O00 k17), 1 kl—>%. (6.4.10) 
证 任 给 ke Z, 不 妨 设 k > 0(k < 0 可 类 似 处 理 ) , 则 


ark AON = 2 Fre wa | 
|B ee nee | 
< TEA)-Ae rt | <a, 


其 中 , VCP = Vi 有. 这 显然 得 出 式 (6. 4. 10). 口 
Fourier 级 数 的 收敛 性 ,无 疑 是 Fourier 级 数理 论 的 中 心 问题 . 如 已 指出 的 ,此 问 
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题 并 不 简单 . 不 过 ,对 于 “充分 好 ”的 函数 ,Fourier 级 数 的 收敛 性 倒 不 成 问题 . 

定理 6.4.1 设 /e CT ,本 mm <rso0, 则 /的 Fourer 级 数 在 空间 多 ”1(T"， 
E) 中 收敛 于 上 

关于 Banach 空间 多 (T",E)( 当 r = om 时 是 了 空间 ) 参 看 2.2 节 . 

证 只 需 考虑 r = n +1 的 情况 (反复 运用 已 得 结果 即 得 一 般 情况 ). 由 估计 式 
(6.4.9) 有 CE) =ollk1 下 1) (1k1 一 %), 这 推出 | KE) ‖ < wm. 因此 ， 
Fourier 级 数 (上 )e, 在 R" 上 的 绝对 并 一 致 收敛 于 某 个 函数 万 e C(T",E). 余下 
证 /= 及 .不 妨 设 忆 = C( 否 则 考虑 pg。f,p e E" ,然后 用 推论 1.6.1). 令 g =f-h， 
则 8&(k) = 0. 因 g e C(T'), 而 A 在 C(T") 中 稠密 (推论 5.4.1) , 故 Ve >0, 有 
h e A, 使 1g -hi。< s. 于 是 

lel3= fggdx = [ge(8 -h)dr 
<e | g | <e lg |.(27)™, 
其 中 用 到 | ghdx = 0 与 Holder 不 等 式 ,前 者 由 8(k) = 0 推出 . 由 以 上 不 等 式 推出 
lgl。= 0, 因 而 g = 0, 即 f = 有 ,如 所 要 证 . 口 

定理 6.4.1 并 不 能 完全 令 人 满意 : 它 要 求 的 条 件 太 强 了 . Fourier 级 数理 论 的 

开创 者 们 甚至 相信 ,只 和 需 f 连 续 就 够 了 . 下 面 对 f 不 作 任 何 可 微 性 假设 . 考虑 到 问题 


的 复杂 性 ,只 讨论 fe L(T ,E) 的 情况 . 沿用 微 积分 学 中 的 作法 , 构成 Fourier 级 数 
的 对 称 部 分 和 


fA Dfk)e, =f*D,, meN, (6.4.11) 
其 中 用 了 式 (6.4.2)', D, 是 Dirichlet 核 . 取 定 x eT , 设 f(x’*) 存在 , 令 
2s = f(x') +f(x-). (6. 4. 12) 


现在 的 任务 是 寻求 使 /.(*) 一 的 条 件 . 为 此 ,利用 式 (6.4. 11) 与 式 (6.3.2) 表 出 
fs(#) -s= | [fx -7) -sD,(y)dy 


a [IAs +y) +f(x -y) -2s] 2 (6.4. 13) 


为 估计 以 上 积分 , 需 用 到 下 面 将 建立 的 两 条 引 理 ,它们 亦 将 为 下 节 所 用 . 
引 理 6.4.1 若 g eL((a,b),E),-%m <a<b<w, 则 


6 
， pz] _ 
Jim [el*)e dx = 0. 


@ 一 个 稍 精细 的 分 析 可 显著 降低 r( 如 r+ > n/2) ,当然 也 要 相应 修改 多 一 . 
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证 ”由 定理 6.3.6(i) ,不 妨 设 g e C,((a,b) ,EE) ,因而 可 用 分 部 积分 得 出 . 口 
引 理 6.4.2 设 peL([0,b),E),0 <b 志 w, 存在 6,e (0,6), 使 po1 [0， 
56] e BV( 记 号 依 定义 3.7.1), 则 
lim[ ep(z) SE sd = Fp(0°). 
证 不 妨 设 pg(0) = pg(0'), 进而 可 设 wp(0) = 0( 否 则 以 g(x) - pg(0) 取代 
p(x) ,注意 | “sin x dx = 7/2). 令 F(x) = b'sing idt, 则 


| = | ea)Pce) - [FG ao) | 


< |Flol lg(6) | +VoCe)] 一 0，5 一 0. 

这 结合 应 用 引 理 6.4. 1 , 即 得 所 要 证 . 口 
作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 已 可 建立 关于 Fourier 级 数 点 态 收敛 的 以 下 基本 结果 : 
定理 6.4.2 设 fe LL(T ,E),x eT ,s 依 式 (6.4.12) 有 定义 ,f=f*D,, 则 

以 下 结论 成 立 : 

(i) 局 部 性 原理 : f,(x) 一 s 成 立 与 否 仅 决定 于 f 在 x 邻近 的 状态 ; 
(ii) Dini 判别 法 : 若 存 在 6 e (0,T) ,使 y f(x +y) +f(x-y) -2s1 e 

[0,6], 则 (x) 一 s. 特别 地 , 当 以 下 条 件 之 一 满足 时 , f(x) 一 s( 以 下 a > 1): 

Il Kx +y) +f(x -yy) -20 =O Inyk®), y—0*, (6.4.14a) 
| Kx +y) -fx’*) | = 0( Inyl™*), y—0°, (6.4. 14b) 
| Kx +y) -fx’*) | = 0 ), y—0", (6. 4. 14c) 
单 边 导 数 /.(x) = limy [f(x +y) -f(x’)] 存在 ; (6.4.14d) 
(二 ) Jordan 判别 法 : 若 存在 5 > 0, 使 f1 [x -6,x +6] e BV, 则 f(x) 一 s; 
(iv) 一 致 收敛 性 :车 fe C(T ,E) mn BV, 则 f.,. 污 f 
证 (i) 任 给 6 e (0,7), 由 式 (6.4.13) 有 


f(x) -3 = he)sin 0 


| 5eeoaron 


ydy 


= [+[ ah+h, (6.4.15) 
_ x+y)+ 帮 xx 一 YY) -2s 
S(7) =- 。 ee 
因 显 然 有 g e L([6,m],E) , 故 由 引 理 6.4.1 有 LL 一 0(m 一 %), 因 而 f(x) 一 s 
全 一 0(m 一 %), 后 者 仅 决定 于 f 在 [x -6,x +6] 上 的 性 质 . 
(ii) 设 1,L,g 依 式 (6.4.15), 则 在 Dini 判别 法 的 条 件 下 有 
fx +9) +f(x -y) -2 . pi 
y 


医 A 
(9) 27 sin (7y/2) 
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因而 由 引 理 6.4.1 用 一 0(m 一 % ) ,这 推出 f.(x) 一 5 
( 才 ) 将 式 (6.4.13) 改 写成 
sy, 


p(y) = [f(x +y) +f(x -7y) -2s] 二 


则 gpg(0*) = 0. 而 由 f1 [x -6,x+6] eBV 推 出 p1 [0,5] e BV. 于 是 可 用 引 理 
6.4.2 得 出 f(x) 一 s(m— % )， 
(iv) 任 给 x es [- T,T], 由 式 (6.4.13) 有 


f(x) -f(x) = [wy) Pgy + | gC9)sin Boydy 
全 I + 1,,， 
其 中 ,6 € (0,7),B, = m+1/2， 


YLf(x +7y) +f(x -7) -2f(x)] 
2T sin(y/2) 


p(yY) = yg.(7) = 


令 F,(y) = [sin Bardt, 则 F(y) 对 m,y 一 致 有 界 . 如 同 引 理 6. 4. 2 之 证 有 


上 到 const[ | ep:(5) | + Vo(e.)]. 
由 f 一 致 连续 推出 ; 当 6 一 0 时 关于 x 一 致 地 有 | wp:(5) | 一 0. 其 次 ， 
Vi(g,) < const Vi(f(x + ) +f(x -:)) < const V**(f) 
= const [v(x +6) -v(x -6)], 
其 中 , v(x) = V2,(f) 连续 (用 定理 3.7.1( 计 ) ) ,因此 当 6 一 0 时 关于 x e [-T， 
T] 一 致 地 有 Vo(ep:.) 一 0. 因 g,(y) 在 [6,m] 上 对 x 一 致 有 界 , 故 


1 i 
1P1 = | g.(y) cos By | i | eos Bnydg.(y) | 


< B- [const + Vi(g,)]. 

易 见 Vi(g,) 对 x e [ -m,n] 有 界 ,因此 对 % 一 致 地 有 1 一 0(m 一 %). 

综 上 , 知 f.(x) 污 f(x)(m 一 ,|x| < 7). 口 

在 定理 6.4.2 中 ,“ 局 部 性 原理 ”是 最 值得 注意 且 颇 令 人 惊异 的 . 只 要 想 想 ,如 
果 除 了 某 个 极 小 的 区 间 (x - 6,x + 6) 之 外 ,剧烈 地 改变 f( 当然 仍 保持 其 周期 性 及 
在 T 上 的 可 积 性 ) , 则 了 (k) 一 般 会 显著 改变 ,但 这 并 不 影响 Fourier 级 数 在 点 x 的 
收敛 性 ! 注意 这 与 解析 函数 的 性 质 恰 好 相反 :Js H(0) 在 任意 局 部 的 改变 (但 仍 
保持 解析 性 ) 必定 导致 在 整个 解析 区 域 Q 内 的 改变 ( 见 4.1 节 ). 

定理 6.4.2 的 收敛 性 条 件 固然 能 为 许多 常用 的 函数 (如 分 段 单 调 或 分 段 可 微 
函数 ) 所 满足 ,但 毕竟 不 能 为 一 般 的 可 积 函数 其 至 连续 函数 所 满足 . 而 且 , 对 于 连 
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续 周 期 函数 的 Fourier 级 数 的 收敛 性 ,从 定理 6.4.2 得 不 出 任何 结论 . 

认识 到 Fourier 级 数 收敛 并 不 平凡 ,经 历 了 长 期 的 探索 . Fourier 本 人 并 未 觉察 
到 Fourier 级 数 的 收敛 性 是 一 个 问题 . Fourier 之 后 很 多 年 ,人 们 至 少 不 怀 疑 连续 函 
数 的 Fourier 级 数 的 收敛 性 . 只 是 到 1873 年 ,Du Bois-Reymond 举 出 了 第 一 个 Fourier 
级 数 并 不 处 处 收敛 的 连续 函数 的 例子 之 后 ,人 们 才 开 始 意 识 到 连续 性 不 足以 保证 
Fourier 级 数 收敛 ,因而 探求 Fourier 级 数 收 敛 的 严格 条 件 成 为 必要 . 今天 ,我 们 知道 ， 
在 Fourier 级 数 收敛 性 这 一 点 上 ,连续 函数 远 比 人 们 所 想象 的 要 差 . 试看 下 面 这 个 否 
定性 结果 . 

定理 6.4.3 设 正 数列 {B,| 使 B, ln m 无 界 , 则 存在 第 一 岗 集 F C C(T ,E)， 
使 得 Vf e rr， 

4r A {x: sup|Bfn(x)) <o| (6. 4. 16) 

是 TT 中 的 第 一 纲 集 ,其 中 ,f= F* D。 

若 取 BpB,,，= 1, 则 定理 6.4.3 的 结论 可 粗略 地 表述 为 :几乎 每 个 连续 周期 函数 
的 Fourier 级 数 在 一 第 二 纲 集 上 发 散 . 这 就 表明 了 :连续 函数 的 Fourier 级 数 收敛 性 
差 并 非 病 态 ,而 是 常态 . 这 与 是 否 容易 构成 其 Fourier 级 数 在 一 稠 集 上 发 散 的 连续 
函数 例子 并 无 关系 . 

证 取 定 x eT. 定义 7,f =pB。f,(x), 则 直接 看 出 T, e L(C(T ,E),E). 取 a e 
,使 aj =1. 取 ecC(T), 使 得 pw(y) 一 sgn D(x 一 y),a.e. (KE 一 o) 且 
1 eu | 。= 1( 用 定理 3.4.2). 显然 a pn s C(T ,E), a pri 上。= 1. 于 是 


Tz limlT,(a gna) | = limpB,! (pn * Dn,) (x) | 
Bn (™ |sin (m + 1/2) 
-8 1D | =/ sn (m+1/2) 1d 


20。1 | sin y1 4 过 1 
之 -| : dy 宇 人 


Bn mn + 0(1)], 
Tm 
这 得 出 sup || 7 ‖| = %. 由 一 致 有 界 原理 ， 
FA {fecC(T,E): supl Tfl <o| 
是 第 一 纲 集 . 取 可 数 稠 集 [x,} CT', 则 = U F, 是 C(T',E) 中 的 第 一 纲 集 . 任 给 
fe 有 到, 设 47 依 式 (6. 4. 16) , 则 
A =U {x eT': supBa f(x) | <H ALU 


任 给 大 = 1,4/ 显然 为 闭 集 由 f e F" 推出 {x} N hr = 8, 因而 4r 必 无 内 点 , 故 为 
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必须 强调 的 是 ,断定 |f} 在 一 个 第 二 纲 集 上 发 散 , 并 不 意味 着 {| 的 收敛 点 
一 定 很 少 9. Caleson(1966 ) 证 明了 如 下 可 惊 结 果 : 若 Fe (T ), 则 必 f* D, 一 f,a. 
e.(m 一 % ). 这 一 结果 又 被 Hunt 于 1967 年 改进 成 对 fe LP(T )(P > 1) 成 立 . 由 
此 特别 推出 ,对 于 fe C(T ) 有 f*D 一 了 f,a.e.. 可 见 ,在 几乎 处 处 收敛 的 意义 上 ， 
连续 函数 的 Fourier 级 数 收 敛 性 其 实 并 不 差 . Hunt 的 深刻 结果 已 无 法 再 改进 了 , 因 
早 在 1926 年 ,Kolmogorov 即 已 举 出 Fourier 级 数 处 处 发 散 的 1 函数 的 例子 . 

定理 6.4.3 说 明了 ,即使 对 于 f e C(T!',E) ,f*D 也 表现 出 很 复杂 的 渐 近 行 
为 ,这 无 疑 与 核 忆 ,的 性 质 欠 佳 有 关 ( 了 ,不 是 近似 单位 1). 为 改进 Fourier 级 数 的 收 
敛 性 ,可 考虑 如 下 基本 策略 : 取 适 当 的 近似 单位 pw, 以 (f* pw)”(#) 取代 六 k). 因 
项 数 f* p 可 能 优 于 f, 故 可 以 期 望 


rp = Df*p,)” (k)e,. (6. 4. 17) 
然后 通过 一 个 极限 过 程 ,或 许可 以 得 出 
f(x) = 2 Hk) el%). (6. 4. 18) 


下 面 准确 地 描述 为 实现 上 述 设 想 所 需 之 条 件 . 

引 理 6.4,3 设 g。 是 T" 上 的 近似 单位 ,fe (TT",E) ,以 下 条 件 满足 : 

(i) pw 的 Fourier 级 数 处 处 绝对 收敛 于 pn; 

(ii)f* pn —f,a.e.(m— %), 
则 式 (6.4.17) 成 立 且 其 右 端 级 数 绝 对 收敛 ， 

f(x) = lim(2m) 9, Bn (kK) es) ,a e. . (6. 4. 19 ) 

若 进而 设 广 E 7 (2Z",E), 则 式 (6.4.18) 几 乎 处 处 成 立 . 车 f e L”(T") 六 2 宇 0, 则 
不 必 验 证 条 件 了 e 1 且 条 件 f e L” 可 代 以 条 件 (f* po。)(0) 一 (0). 

证 由 条 件 (i) 及 控制 收敛 定理 有 


(dr* pn) (x) = [f(9) 5 Gn)els -7)dy 
= 2 "lh) (f * e,) (%) 


= (2m) pn (Ffh) ex), 


这 表明 式 (6.4.17) 成 立 . 由 六 k) 有 界 及 条 件 (i) 知 上 式 右 端 级 数 绝对 收敛 , 然后 
用 条 件 (ii) 推 出 式 (6.4.19). 由 定理 6.3.1(i 有 

(2T) "Bn,(k) = (pn *er)(0) 一 et(0) =1, mo %. 
因 1 8.(4)1 < (27) "9! < const (用 定义 6.3.1(A,)), 故 当 了 eV 时 可 用 控 
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制 收 敛 定理 从 式 (6.4.19) 得 出 式 (6.4.18) 几 乎 处 处 成 立 . 
若 f e L*(T") ,fk) ,p(k) 三 0, 则 由 Fatou 定理 有 
0 < YAK) 一 (2m) 之 lim $C(k)f(k) 


<lim(25)" Sp) = lim(f* ¢») (0). 


由 式 (6.2.2) 有 (fx* 8。)(0) < fl 。 pn! < const, 故 得 Fe 工 . 口 
与 定理 6.4.2 比较 , 引 理 6.4.3 的 收敛 性 结论 有 两 大 优势 . 其 一 是 具有 整体 
性 ;断定 式 (6.4.18) 几乎 处 处 成 立 , 而 不 是 在 某 个 个 别 点 成 立 ;其 二 是 它 不 受 维 数 
n 的 限制 . 
今 取 T 上 的 Fejer 核 已 与 Poisson 核 P, 应 用 引 理 6.4.3. 首 先 由 定理 6.4.1 推 
出 二 者 都 满足 引 理 6.4.3 中 的 条 件 (i). 其 次 不 难 算出 
F_(k) = (1 -二 ， 有 (6. 4. 20) 


这 结合 定理 6.3.5 与 引 理 6.4.3 得 到 
定理 6.4.4 设 fe LL(T ,E), 则 对 几乎 所 有 < 成立 


Hz) = lim 3 (1 -er, (6.4.21) 
f(x) = lim Sr Ak)e™. (6. 4. 22) 


式 (6.4.21) , 式 (6.4.22) 在 /的 连续 点 x 必 成 立 , 在 f 连 续 的 开 集 内 任何 紧 集 上 一 
致 地 成 立 . 若 进而 设 广 s 三 (Z ,天 ) , 则 成 立 

f(x) = 2 fk)e ae. (6.4.23) 
当 f e L”(T'),f(k) 三 0 时 不 必 验 证 条 件 六 Es ,条 件 Fe L” 可 代 以 /在 x = 
0 连续 . 

以 f# p, 的 Fourier 级 数 取 代 j 的 Fourier 级 数 , 称 为 Fourier 级 数 的 ”op 平均 求 
和 法 ”, 可 以 认为 它 相 当 于 在 未 必 收 敛 的 Fourier 级 数 (6.4.4) 中 引进 收敛 因子 
(27) "p(k). 当 gp。 分 别 取 为 Fejér 核 与 Poisson 核 时 ,上 述 的 pu 平均 求 和 法 分 别 
称 为 Cesaro 求 和 法 与 Abel-Poisson 求 和 法 . 

取 n =1. 从 F。 = 记忆 DD, 看 出 f+ 实际 上 是 /*D(0 < 上 < m) 的 算术 平 


均 .f* 已 则 可 看 成 对 于 了 (k)e， 所 作 的 某 种 “Abel 平均 ”. 这 两 种 平均 求 和 法 都 可 
用 到 完全 与 Fourier 级 数 无 关 的 级 数 求 和 上 . 给 定 fa; :ke Z| CE, 分 别 令 

SS。 = 2》， Pe 153s, A, = Fa 
则 有 以 下 结果 : 


6.4 ”Fourier 级 数 .267 . 


定理 6.4.5 (i) 和 若 S, 一 $, 则 cu, 一 S(m 一 o); 

(ii) 若 o, 一 or(mm 一 o), 则 4 一 or 一 1 ). 

以 上 结论 表明 ,3 种 求 和 法 收敛 的 机 会 是 依次 增加 的 . 

证 (i) 是 明显 的 ,只 需 证 (i) . Ye > 0, 取 m e N, 使 当 k > m 时 o-ool < 


e. 利用 (1 -中 ”= 允 (k+1) 洲 估计 


0 


Il4 -ol= e+ 二 re- 
k=1 


= (1-7r)’ > (So + … 贡生 一 》 ur jir | 
pe pe 


<(1-7) Dklo -olr 
k=1 


<(1 -7) Zklo -ol +e， 

这 推出 4, 二 oo(r 一 1 ). 口 

从 定理 6.4.5 看 来 ,使 用 求 和 式 (6.4. 22) 似乎 强 于 式 (6.4.21). 但 这 只 是 考 
虑 了 收敛 性 一 个 方面 ,具体 的 选择 还 要 兼顾 其 他 因素 . 式 (6. 4. 21) 至 少 有 一 个 优 
势 :f* FE 是 一 个 三 角 多 项 式 , 而 .f* P, 则 不 是 这 样 . 实际 上 ,甚至 可 以 完全 不 必 提 
到 Fourier 级 数 ,只 要 直接 对 f* F, 应 用 定理 6.3.1 就 可 以 得 到 

定理 6.4.6 设 f =f*F 了 ,Ff, 是 T" 上 的 Fejér 核 ( 见 例 6.3.1(viii)). 若 f e 
CT",E) (0 <r < am), 则 在 空间 区 (和 ,有 ) 中 一 1m 一 %). 若 f e (TT'， 


E)(1 <p < %), 则 f, Sf(m— %). 

注意 到 所 是 (系数 在 E 中 的 ) 三 角 和 多项式, 从 定理 6.4.6 得 到 

推论 6.4.1 三 角 多 项 式 构成 空间 2 (T",E)(0 <r < %) 中 的 稠 集 特别 
地 ,每 个 fe C(T",E) 可 用 三 角 多 项 式 一 致 逼近 . 

当 五 =C 时 , 以 上 推论 中 的 最 后 一 个 结论 属于 Weierstrass. 这 就 重新 得 到 了 推 
论 5.4.1(ii). 


因 函 数 。 可 用 多 项 式 (让 x)’/j1 一 致 明 近 , 故 三 角 多 项 式 又 可 以 用 多 项 式 


(在 紧 集 上 ) 一 致 逼近 . 这 就 推出 ,每 个 fe C(T",E) 可 用 多 项 式 (在 紧 集 上 ) 一 致 
台 近 . 若 f e C(K) ,K C R" 为 紧 集 , 则 不 妨 设 天 含 于 T 之 内 部 (否则 作 适 当 变 量 代 
换 ) ,然后 用 定理 1.3.6 将 f 扩 张 为 fe C(T"). 这 就 得 出 :f 可 用 多 项 式 在 K 上 一 致 
逼近 . 于 是 再 次 得 到 了 推论 5.4.1(i) 的 结论 . 

若 f e (T",E) ,fk) = 0, 则 必 f* 了 ,= 0, 这 就 从 定理 6.4.6 推出 

推论 6.4.2( 唯 一 性 ) 若 f e Li(T*,E),f(k) =0, 则 f = 0,a.e.. 
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以 上 结论 相当 于 说 :Fourier 变换 (6.4.5) 是 一 单 射 . 另 一 方面 , Fourier 变 
换 (6.4.5) 却 远 非 满 射 . 今 以 n = 1,E = C 为 例 说 明 如 下 : 令 4(Z) = {7:fe 
1(T!')}. 直接 看 出 DD,(k) = 1/2w(l kl<m),D,(k) = 0(1k1 > m), 因 而 
1D, 1 。= 1/2"m. 另 一 方面 ,从 定理 6.4.3 之 证 可 以 看 出 ‖D。 , 无 界 . 这 就 表明 ， 
Fourier 变换 下 : L(T' ) 一 Co(Z) 必 非 拓扑 同 构 ,因而 由 开 映 射 定理 得 出 4(Z) 必 为 
Co(Z) 中 的 第 一 纲 集 . 这 就 表明 , 4(Z) 在 Co(Z) 中 仅 占 微不足道 的 一 部 分 . 因此 ， 
任 给 一 个 序列 | a, : ke Z| CC, 即 使 w 一 0(1 1 一 % ) ,三 角 级 数 》 axer 成 为 某 
个 了 函数 的 Fourier 级 数 的 机 会 亦 极其 稀少 ,因而 根本 不 能 将 三 角 级 数 与 Fourier 
级 数 相 提 并 论 ! 这 一 结论 是 深刻 而 重要 的 ,值得 留意 . 

一 般 地 , 若 令 A(Z”",E) = {ff: fe L(T",E)1, 则 由 推论 6.4.2 也 只 能 得 出 

F:L(T,E)—»A(Z,E), f—f 

是 一 个 连续 线性 同 构 而 非 拓扑 同 构 . 而 且 , 4(Z",E) 作为 Co(Z" ,E) 的 子 空间 是 结 
构 不 明 的 , 即 对 于 wp e Co(Z",E) ,我 们 不 知道 如 何 判定 是 否 p e 4(Z",E). 在 n = 
1,Ek = C 这 种 特殊 情况 下 ,有 一 些 已 知 的 结果 可 用 ,下 面 就 是 一 例 . 


m-l 
定理 6.4.7 设 [a,: heZ) CC,o, = 二 了 ae(m 之 1), 则 以 下 结论 成 
f=0 US 


LL: 
(i) 存在 fe DCT') 使 Kk) = 所 fc 在 L(T') 中 收敛 ; 
(ii) 存在 Fe 2(T')(1 <p < wa) 使 六 人) = mw 所 ic 在 L(T') 中 有 界 
证 (i) 车 m = 了 (k),f e, 则 og =f*F, 必 f 反 之 , 若 o, 心 f, 则 
2nf(k) = (f* ei) (0) = lim(o, *e,) (0) 


1 
=lim LY al(e*e,)(0) = 270,, 
isl 


m mMm 1=0 1 


其 中 , 用 到 式 (6.4.3) 与 式 (6.4.1). 因此 有 fk) = or 

(ii) 车 1o。| 在 PC(T') 中 有 界 , 因 (T') = (TT)*,1 <g=p/(p-1) < 
% , 故 由 定理 1. 6. 8,|o,} 有 子 列 fo 上 弱 " 收敛 于 某 个 fe LP(T ). 取 定 ke Z, 显 
然 & e L(T ) ,于 是 

2 k) [fa 二 lim| wwaidz 
= lim(o,, *e,)(0) = 27a,, 

故 得 六 k) = a. 逆 命题 由 不 等 式 fx* 下 ,| ,二 fF 得 出 . 口 

若 以 C”(T",E) 取代 LL(T",E) , 则 有 较 好 的 肯定 结果 . 


定理 6.4.8 Fourier 变换 界定 一 个 线性 同 构 
F: C*(T",E)—S(Z",E), f—7, (6. 4. 24) 


6.4 ”Fourier 级 数 。2069 . 


其 中 , S(Z",E) = fp e Co(Z",E) : p 是 速 降 的 } ,po 是 速 降 的 意味 着 任 给 r > 0, 当 
1 1 一 o 时 有 ep(c) | =o(l k17). 

证 若 fs C”"(T",E), 则 由 式 (6.4.9) 得 出 广 s S(2 , 玉 ). 反之 , 任 给 wp es 
S(Z",E), 令 f = 了》 p(k)ei, 则 形式 地 微分 得 出 

Dey = D> kv)e,, Va eZ'. 

由 于 p 是 速 降 的 ,上 式 右 端的 级 数 总 绝对 并 一 致 收敛 ,于 是 由 定理 2.2. 1 推出 逐 项 
微分 合理 ,因而 fe C”(T",E). 由 等 式 f = > p(k)es 直接 得 出 Ak) = p(k). 故 式 
(6. 4. 24) 是 一 个 满 射 ,因此 必 为 线性 同 构 . 图 

户 (T,E) 是 (T",E) 的 一 个 子 空间 ,现在 来 看 L(T",E) 上 的 Fourier 变换 有 
何 特点 . 如 通常 一 样 ,联系 于 Hilbert 空间 理论 的 结果 常 有 非 同 寻常 的 深刻 性 . 现在 
抱 着 同样 的 期 待 是 很 自然 的 . 

定理 6.4.9 (i) {1(27)“e:ke Z| 是 (T") 的 标准 正 交 基 ,Vf e 
户 (T") ,f 的 Fourier 级 数 均 方 收敛 于 廊 

(ii) 若 五 是 Hilbert 空间 ,fe (T",E) , 则 f 的 Fourier 级 数 均 方 收敛 于 /上 且 成 
立 Parseval 等 式 

Ifll; = (2m) 之 上 CE) | 7. 〈6. 4. 25 ) 

证 (i) 直接 计算 易 验证 |(2mr) ?es : ke 2"| 是 忆 (T") 中 的 标准 正 交 系 . 
由 定理 6.4.6 推出 [e,: ke Z"| 是 忆 (T") 的 基本 集 . 于 是 可 用 定理 1.7. 2 得 出 
{1(27) “es: ke 72" 是 (T") 的 标准 正 交 基 . Vf e L(T"), 有 


(f,e) = fendx = (27) "Fk), keZ’. (6. 4. 26) 


可 见 f 的 Fourier 级 数 正 是 f 按 标准 正 交 基 的 分 解 式 . 
(ii) 取 定 fe (T",E). 类 似 于 定理 1.7. 2 之 证 ,对 任 给 有 限 集 K C Z", 有 


(2m)" DF AA = | FH)e < 上， 


(6. 4. 27) 


1fl2 = (2m) 之 1 CE) | + 
这 就 推出 , 依 赤 收敛 有 


J fh)e 


g = 2 Hk)e eL(T,FE). 
Vp e E", 由 人 收敛 有 
p°f= 2 9 (k)e, = 2 ok) )er， 
这 就 推出 pg。f = p。g,a.e.(VPp eE'), 从 而 f = g,a.e.( 由 推论 3.2.1(iv)). 因 
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此 ,j 的 Fourier 级 数 均 方 收敛 于 等 式 (6.4.25) 由 式 (6.4.27) 推 出 . 口 
由 定理 6.4.9(ii) 推出 
LD(T,E) PP(Z,E), f— (27)"f 
是 一 等 距 同 构 . 这 又 推出 对 任 给 f,g e (T',E) ,有 
人 an sels) Yd = 2)" GK) ,Bh)). (6.4.28) 
式 (6.4.28) 也 称 为 Parseval 等 式 . 类 似 的 等 式 也 对 某 些 非 赤 函数 成 立 , 下 举 一 例 . 
定理 6.4.10 设 /e L(T ,E),g e BV(T ), 则 成 立 
「 Ka) g(x) ds = 2 SF) CE), (6.4.29) 
其 右 端 理解 为 对 称 部 分 和 的 极限 ( 它 未 必 绝 对 收敛 ). 
证 令 $S$， = > 8(k)e,, 则 由 定理 6.4.2(iii) 有 SS, 一 g,a.e. (有 见 一 o ). 于 是 


7 
= lim > B(E)| f(x)e wads 


m jk <m 


= lim2m DFE) 8(k) 


Ikl <m 


= 2™ DHE) Bk), 
其 中 , 关键 性 的 一 步 用 了 控制 收敛 定理 ,而 这 用 到 1 5,,(x) | < const, 其 理由 如 下 : 
由 g e BV 推出 g(k) = 0O(I 一 ) (命题 6.4.2). 令 go, = g* 了 ,了 ,是 Fejér 


1 m-l1 pe 
核 , 则 owlo < lelolF,l!<const 由 on = 一 了。S, 得 


Sn = mon — On1) + on: (6. 4. 30) 
由 式 (6.4.21) 有 


co = 了 (1 - 一)8(Dew (6.4. 31) 


Ik| <m 


综合 式 (6.4.30), 式 (6.4.31) 及 上 抬 (k) = 0(1) 即 推出 5;, 有 界 ,如 所 要 证 . 口 

如 在 1.7 节 中 提 到 的 ,Parseval 等 式 可 看 成 某 种 广义 的 勾 股 定理 ,是 抽象 空间 
中 难得 的 定量 关系 ,往往 导致 深刻 的 结果 . Parseval 等 式 (6.4.25), 式 (6.4.28) 以 
及 式 (6.4.29) 都 有 出 色 的 应 用 ,下 面 看 几 个 简单 例子 . 

推论 6.4.3 设 fe AC (T,E),f e LL(T ,E),E 为 Hilbert 空间 ,A = 
f*D., 则 

fs -flos lf Ns/ Ymr, meN. (6. 4. 32) 
证 用 分 部 积分 直接 得 出 六 (k) = 闻 (). 若 n > m 之 1, 则 
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| fs -fo = es f(k)e, < D> | 到 《今世 | 
1 和 ~ 
= Dp f(k) | 
<(53) (EI1FWL) 
< 127 -ZL 
m V2T Vmm 
其 中 用 了 式 (6.4.25). 由 定理 6.4.2(iv) 有 f 污 A(m 一 %), 于 是 上 面 得 到 的 不 等 
式 推出 式 (6.4.32). 国 
推论 6.4.4 设 fe L(T ,E) , 则 有 逐 项 积分 公式 
bf) ay S71) | erdy, pl (6. 4. 33) 


车 为 Hilbert 空间 ,fe 已 , 则 成 立 
| 2 1f 
dys £) | ewdy| =< 
We ;~ EHD ;| < Co 
因而 式 (6.4.33) 中 的 级 数 一 致 收敛. 
证 不 妨 设 0 < x < 7, 令 g = to0,); 则 
8(k) = 二 [ey, i 
对 f,g 应 用 式 (6.4. 29) 即 得 式 (6.4.33). 若 E 为 Hilbert 空间 ,fe 碾 , 则 


| [M700)ay - DFE) [ewdy | 


Ik <m 


FAL) [ewdy 


I >m | 


me N， (6. 4. 34) 


<25 DL 2 

ss 
最 后 一 步 的 论证 与 推论 6.4.3 一 样 口 
式 (6. 4. 33 ) 的 有 趣 之 外 在 于 它 与 Fourier 级 数 忆 包 ee 本 身 是 否 收敛 完 


全 无 关 ! 
推论 6.4.5 设 fe C'([a,b],E),E 为 Hilbert 空间 ,f(a) = 所 0) =0, 则 成 
立 如 下 Wirtinger 不 等 式 : 


[ao ra < (0) fF) Pa (6.4. 35) 
证 不 妨 设 [a,b] = [0,T], 进而 又 可 设 fe CT ,E) ,f(x) 是 奇 函 数 . 因 
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PC) = 放 ( 昌 (由 式 (6.4.8) ) , 故 广 0) = 0 = 了 (0). 于 是 由 Parseval 等 式 有 
Pf) d= 3 = wf < Fl? 


= = 人 Co ds. D 
取 f(x) = sin x(0 < x < 7) 说 明 式 (6.4.35) 右 端 系数 不 能 再 减 小 . 


6.5 Fourier 变换 


如 果 将 6.4 节 的 内 容 看 成 重 环 面 T* 上 的 Fourier 分 析 ,那么 ,以 及 取代 T 之 
后 ,就 进入 R" 上 的 Fourier 分 析 了 .有 了 6.4 节 的 经 验 之 后 ,似乎 能 预知 本 节 要 做 什 
么 :将 fe L(R",E) 依 标准 的 函数 族 {ee : & e R"| 分 解 ,此 处 ee(x) = es*. 但 现 
在 上 是 连续 参数 ,分解 式 不 再 是 级 数 而 是 积分 . 尽管 有 这 种 差别 ,我们 还 是 尽 可 能 
沿用 类 似 于 6. 4 节 的 思路 平行 地 展开 本 节 的 内 容 , 依次 考虑 Fourier 变换 及 其 基本 
性 质 、Fourier 积分 的 点 态 收 敛 “平均 求 和 法 ”、 乙 - Fourier 变换 等 .有 些 环节 进展 可 
称 顺畅 ,但 实质 性 的 差别 很 快 就 会 接 中 而 至 .与 T" 不 同 ,R" 是 非 紧 的 ,不 能 指望 在 
R" 上 会 得 到 一 个 与 6.4 节 完 全 对 应 的 理论 . 不 过 , R" 也 有 其 优势 :f(x) 与 六 &) 定 
义 在 同一 个 空间 R" 上 ,这 就 可 能 建立 一 个 更 显 对 称 的 优美 理论 . 


本 节 中 [f(x) dx 总 表示 f(x) 在 R" 上 的 Lebesgue 积分 . 
定义 6.5.1 任 给 fe L(R",E), 令 


NE) = Fee)(0) = [f(x)e "do, ¢£ eR", (6.5.1) 
称 函数 了 R" 一 为 的 Fourier 变 式 ,而 称 形式 积分 
1 er 
mar Oe (6.5.2) 


为 f(x) 的 Fourier 积分 . 

任 给 fe L(R",E) ,用 控制 收敛 定理 易 判 明 广 es C(R",E), 用 6.4 节 中 证 明 
Lk) 一 0(1 1 一 o ) 的 方法 同样 可 验 明 f(E) 一 0(1 1 一 %w), 从 而 fe Co(R"， 
E). 这 就 得 到 以 下 对 应 于 式 (6.4.5) 的 变换 : 

F:L(R,E)— CR',E), f—7, (6. 5.3) 
称 它 为 了" 上 的 Fourier 变换 , 亦 称 为 L- Fourier 变换 . 


Q@ 在 文献 中 可 看 到 FE) 的 多 种 不 同 定义 . 例如 ,可 用 (2w) ”了 (E) 取代 此 处 的 攻 &) ,或 者 以 f* ea 取 
代 _f* et. 这 两 种 定义 都 使 Fourier 变换 与 其 逆 变 换 几乎 用 同一 公式 ,是 一 个 很 大 优点 ,但 在 其 他 方面 则 并 不 尽 
如 入 意 , 故 不 为 本 书 所 用 . 总 之 各 种 定义 互 有 短 长 ,实质 上 并 无 差别 . 


6.5 Fourier 变换 ,273。 


易 验 证 与 式 (6.4.2)' 对 应 的 公式 
f* ee = f(é)e,, te R". (6.5.4) 
对 应 于 命题 6.4. 1 ,以 下 命题 汇集 了 直接 由 定义 6.5.1 推出 的 简单 结论 : 
命题 6.$.1 Fourier 变换 (6.5.3) 有 以 下 性 质 . 
(i) 下 是 一 个 有 界线 性 算 子 上 且 FI < 1; 
(ii) 卷 积 公式 : 任 给 fe L(R",E),g e L(R") ,成 立 
Ux*g)” =f8 (6. 5.5) 
此 外 有 g”= 8, 因 此 已 (R) 一 Co(R") ,g 一 人 是 一 个 ( * ) 代 数 同 态 9; 
(二) 平移 规则 : (7 = ef ,7 = (e_f) "(feL(R',E),a eR’); 
(iv) 微分 公式 : 设 fe L(R",E) ,P(x) 是 R* 上 的 r 次 多 项 式 , 则 
(P(D)A*= PP}, P(D)F = (BP'. (6. 5.6) 
前 者 要 求 9fe D(al<r) 且 9*f e C(I al <7), 后 者 要 求 x*f es 天 (al 大 站; 
(v) 变量 代 换 : 任 给 4 e GL(R"),fe LD(R",E), 有 
(Fr。4)^ =| det A1 7。 (AT). (6.5.7) 
特别 地 , (f(ax))^(€) =1 al "fH(é/a)(0 #4a eR),f =f; 
(vi) 任 给 f e 已 (RE) ,5 e 已 (RD) ,成 立 | 所 dr = fadx. 
唯一 值得 说 明 的 是 微分 公式 (6.5.6) ,其 中 , 前 一 式 由 反复 进行 分 部 积分 导 
出 ,后 者 则 基于 定理 3.2.4. 
下 一 个 目标 是 Fourier 积分 的 点 态 收敛 性 . 取 定 fe L(R,E) ,x e R, 依 式 
(6.4.12) 定 义 s. 完全 仿照 建立 定理 6.4.2 的 方法 ,考虑 对 称 的 积分 
f(x) 和 于 [Feat = | fx -7 dy, em 
汪 sin 
f(x) =s = [As +y) tA-y) -25] dy 


类 似 于 定理 6.4.2, 利 用 引 理 6.4.1 与 引 理 6.4.2 可 得 到 如 下 收敛 定理 : 

定理 6.5.1 设 /e LL(R,E),x e R,s 依据 式 (6.4.12) 有 定义 ,有 (x) 依 式 
(6.5.8)，, 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 局 部 性 原理 : 当 5 一 o 时 f(x) 一: 成立 与 否 仅 决 定 于 f 在 x 邻近 的 状态 ; 

(ii) Dini 判别 法 : 若 存 在 6 > 0, 使 y 1 f(x+y) +f(x-y) -2s 1 ee 六 [0,5]， 
则 有 (x) 一 5 一 om ). 特别 地 , 当 条 件 (6.4. 14a) ~ (6.4. 14d) 中 任 一 个 满足 时 
xz) 一 Sb 一 oo)i 

(这 ) Jordan 判别 法 : 若 存在 5 > 0, 使 站 [x -6,x +6] e BV, 则 f(x) 一 5. 


@ 此 为 卷 积 特别 受到 重视 的 重要 理由 之 一 . 


.274 ， 第 6 章 Fourier 分 析 


就 与 定理 6.4.2 形成 完美 对 应 这 一 点 来 看 ,定理 6.5. 1 的 确 不 失 为 一 个 有 趣 
的 结果 . 但 并 不 能 对 之 评价 过 高 , 它 同样 具有 定理 6.4.2 的 那些 缺点 . 特别 地 ,即使 
fe L(R,E) NC(R,E) , 亦 不 能 利用 定理 6. $. 1 得 出 关于 h(x) (由 式 (6.5.8) ) 
收敛 性 的 任何 结论 . 

更 有 意义 的 情况 是 六 e L ,此 时 Fourier 积分 (6.5.2) 作 为 通常 的 Lebesgue 积 
分 存在 . 若 进而 成 立 


f(x) = EE sé) edé,a.e., (6. 5.9) 


则 称 它 为 Fourier 反 演 公 式 , 或 简称 为 反 演 公式 . 反 演 公式 的 特别 有 趣 之 处 在 于 它 
非常 接近 于 Fourier 变换 的 定义 式 . 实际 上 , 式 (6.5. Ue 
f°^ = (2n)"},a.e. (6. 5.9) 
这 表明 运算 1 一 了 几乎 成 了 一 个 “对 合 ”. 这 一 事实 是 Fourier 变换 理论 中 种 种 优美 
论证 的 根源 . 
现在 来 解决 关键 问题 ;在 什么 条 件 下 反 演 公式 (6.5.9) 成 立 ? 借鉴 6.4 节 中 
的 方法 ,也 用 某 种 ”gp 平均 求 和 法 ”, p 是 R" 上 的 某 个 近似 单位 ,对 于 它 有 


3 1 A e™ 
Vr pn)(%) = raryr) df * pn)" (b)o dE (6. 5. 10) 


一 个 类 似 于 引 理 6.4.3 的 结果 是 
引 理 6.5.1 设 w, 是 R" 上 的 近似 单位 ,f e L(R",E), 以 下 条 件 满足 2; 


pn EL Ep." = (27)"%,, meN, (6. 5.11) 
f*+pn fae., m—>%, (6. 5. 12) 

则 式 (6.5.10) 与 下 式 成 立 : 
f(x) = ps ;Bn EE) eede ae (6. 5. 13) 


车 进而 设 je  , 则 式 (6. 5.9) 成 立 . 若 f e L(R”) 由 L*(R"),f,@, 宇 0(m e N)， 
则 不 必 验 证 条 件 六 < 工 , 条件 f es L”* 可 代 以 (f* pw)(0) 一 (0). 

证 明 类 似 于 引 理 6.4.3 ,基于 控制 收敛 定理 与 Fubini 定理 ,不 必 细 述 . 

应 强调 的 是 ,只 要 找到 一 个 满足 条 件 (6.5. 11) 的 近似 单位 8;, 它 对 任何 f e 
L(R",E) 有 f* gp 一 f,a.e. , 则 在 f,f e L 时 就 能 确立 反 演 公式 (6. 5.9). 当然 , 式 
(6.5.13) 亦 有 其 用 处 且 可 以 选择 不 同 的 ,下面 看 几 个 例子 . 

例 6.5.1 (i) 设 太 (xz) = (m/ Vn)exp( -mx ) 是 一 维 Gauss 核 , 则 


@ 在 Fourier 变换 定义 中 适当 添加 系数 可 消去 此 处 的 (27)”. 
@ 若 p。 是 如 例 6.3.1(iy) 的 Fejér 型 核 , p e 2 ,0 宇 0, 则 条 件 (6.5.11) 必 自动 满足 . 
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-Ee ( -加 oo[- (me +) | 
a 2 Vetifm 3 a 
-| | ee dA = ee". 
计算 上 述 积分 时 ,在 矩形 [ - a,a] x [0,é/2m] 的 周 界 上 用 了 Cauchy 定理 ,其 
中 , a > 0 充分 大 . 因 n 维 Gauss 核 生 。 是 一 维 Gauss 核 的 张 量 积 ,这 就 得 到 
fF (€) = Gn < eR". 
进而 可 验证 古 ,^” = (2m)"T,, 故 条 件 (6.5. 11) 满 足 . 
(ii) 设 Poisson 核 P, 依 例 6.3.1(vi) , 则 有 
P(E) =e"s, P(x) = (27)"P,(x), t >0. 
可 由 直接 计算 得 (e“”)^(&) = (2mw)"P,(é) ,然后 由 式 (6.5.9)' 得 出 以 上 结果 : 
(这 ) 设 ,是 R 上 的 Fejer 核 ( 见 例 6.3.1(vii) ) , 则 可 算出 
有 = (1- 5) , Pa" "(x) = 2 (x). 


可 见 条 件 (6.5.11) 满 足 . 
于 是 ,结合 引 理 6.5.1, 定理 6.3.4 与 例 6.5.1 得 出 
定理 6.5.2 设 /e L(R",E) , 则 以 下 等 式 几 乎 处 处 成 立 : 


X) = lim L GA es 
fx) = lim Te HE) dé, (6.5.14) 
X) = lim 1 ele et 
f(x) = lim rz) Fé) edt (6.5.15) 
当 = 1 时 还 有 以 下 等 式 几 乎 处 处 成 立 : 
1 | &| | 
fl4) = lm 元 (1- eed. (6.5.16) 


式 (6.5.14) ~ (6.5.16) 在 f 的 连续 点 * 必 成 立 ,在 /连续 的 开 集 内 任何 紧 集 上 一 至 
地 成 立 . 若 7 e 已, 则 反 演 公式 (6. 5.9) 成 立 且 当 了 连续 时 反 演 公式 处 处 成 立 . 若 
feL(R") NL*(R") ,了 >>0, 则 不 必 验 证 条 件 F e 忆 ;条件 f e 六 可 代 以 f 在 x = 
0 连续 . 

式 (6.5.14) ~ (6.5.16) 可 与 式 (6.4.21), 式 (6.4.22) 对 照 , 都 属于 某 种 “ 平 
均 求 和 法 ”. 这 些 公式 固然 有 用 ,但 首先 关注 的 还 是 更 简单 的 反 演 公式 (6.5.9) , 它 
使 得 Fourier 变换 与 反 变换 显得 对 等 了 ,因而 可 依据 需要 在 /与 ?之 间 灵 活 地 互相 转 
换 , 如 此 带 来 的 好 处 是 难以 估量 的 . 下 面 就 用 几 个 例子 来 说 明 . 首先 由 反 演 公式 推 
出 车 f, 了 e 忆 , 则 f = 所 ,a.e. ,有 e Co. 可 见 仅 对 性 质 足够 好 的 一 部 分 L! 函数 可 用 
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反 演 公式 . 其 次 ,类 似 于 推论 6.4.2 有 
推论 6.5.1( 唯 一 性 ) 车 f e L(R",E),f(E) =0, 则 f = 0,a.e.. 由 此 可 见 
Fourier 变换 (6.5.3) 是 一 单 射 . 
如 同 变换 (6.4.5) 一 样 ,Fourier 变换 (6.5.3) 也 非 满 射 , 而且 也 没有 一 个 简单 
的 条 件 用 来 刻画 pg e Co(R") 是 否 为 某 个 fe L(R") 的 Fourier 变换 . 
其 次 ,应 用 反 演 公式 可 建立 一 些 涉及 Fourier 变换 的 等 式 . 
推论 6.5.2 设 fh e (RE),g ECR") , 则 
7*8 = (27)" (fg) , (6. 5.17) 
| RE) ae = C2)" fx) ,h(x)) dz, (6.5.18) 
其 中 , 式 (6.5.17) 要 求 je LL! 或 8 e 万 , 式 (6.5.18) 要 求 正 是 Hilbert 空间 , 广 e 
或 helL. 
式 (6.5.17), 式 (6.5.18) 的 证 明 都 基于 反 演 公式 与 Fubini 定理 , 今 以 证 
式 (6.5.18) 为 例 说 明 如 下 :不 妨 设 }e ,因而 Fl 。< (2m) 了 上， 
UORIONE LORLONE CO 
这 推出 式 (6.5. 18) 右 端 积 分 存在 .于 是 


(2m "Ja) h(x) Yar = (PE) eag, hs) )ds 
= [dz 6) ,h(x)e ”a 
= [大 | Ke ,hls)e st) dr 
= (18), fhCr)e td) 


= {0(é) ,h(E)) dt 

从 理论 上 说 , 反 演 公式 的 最 大 意义 或 许 在 于 : 它 使 得 Fourier 变换 限制 在 
L(R",E) 的 某 些 子 空间 上 成 为 拓扑 同 构 , 而 这 一 性 质 并 不 为 变换 (6. 5.3) 所 具 

引 理 6.5.2 设 X 是 一 空间 ,XC LI(R",E) 是 包含 映射 连续 ，VF e X, 有 
?je X, 则 :XX 一 Xf 一 了 是 一 个 拓扑 同 构 . 

证 VfeX, 有 f= (27w) "A ^^( 依 式 (6.5.9)), 故 $ 是 双 射 且 B f= 
(27) Gf" , 故 只 要 证 B 连续 ,为 此 用 闭 图 像 定 理 . 设 在 XY 中 f. 一 f,f, 一 g, 今 
证 g = 7,a.e.. 由 六 一 5 推出 记性 g, 因 而 (2m) 宛 = 太志 &( 由 反 演 公式 


及 命题 6.5.1(i) ) . 另 一 方面 ,由 太一 /推出 上 二 记 因 而 有 { 太 | 的 某 个 子 列 
,1 ,使 /,, 一 f,a.e. (由 命题 3.5.1). 于 是 (25)"f = g^v ,ae. ,这 推出 了 = 
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g,a. e. ,如 所 要 证 . 口 

以 上 结果 表明 , 若 限制 在 子 空 间 下 上 , 则 不 仅 运用 反 演 公式 畅通 无 阻 ,而且 
Fourier 变换 与 其 反 变 换 完全 对 等 ,此 中 之 方便 , 自 不 待 言 . 现在 的 问题 是 应 如 何 挑 
选 空间 X? 因 在 X 中 可 无 限制 地 作 Fourier 变换 , 闭 必 由 充分 好 的 函数 组 成 . 今 就 取 
XCC”(R",E) 且 设 X 对 微分 运算 封闭 . 任 给 f e 和 ,由 Der e X 推 出 Er7(E) e 
Co(R",EE) ,因而 多 从 而 有 万 在 m 点 近 处 是 “ 速 降 ”的 . 于 是 作 以 下 定义 ; 

定义 6.5.2 车 f e C"(R",E),Va,B es 四 ,xcssKx) 在 R 上 有 界 , 则 称 f 为 
速 降 函 数 . 这 种 函数 的 全 体 记 为 (R",E), 令 多 (R") = (R", C), 也 将 
F(R",E) 简写 作 .多 

任 给 m,k e 2 ,定义 

[fl = ,max ,laflo, fe (6. 5. 19) 
则 {flaw: m,k e Z,} 是 .FZ 上 的 一 个 分 离 半 范 族 , 它 将 .9 定义 为 一 个 下 空间 , 称 
为 速 降 函数 空间 或 Schwartz 空间 ,在 .9 中 上 一 0 所 Va,B e Z', 有 x*3f.(x) 去 
0(k 一 ,x e R"). 注意 半 范 是 ，; 对 m,k 都 是 增加 的 ,因此 它 构 成 一 个 基本 
半 范 族 .空间 .有 一 系列 良好 的 性 质 ,在 近代 分 析 中 是 被 特别 看 好 的 一 个 空间 . 下 
面 列 出 空间 .多 的 几 个 最 基本 的 性 质 . 

命题 6.5.2 空间 .F(R",E) 有 如 下 性 质 : 

(i) C*(R",E) CF(R',E) 且 C?(R",E) 在 .>(R",E) 中 稠密 , 存在 连续 的 
包含 .j(R" ,BE) CL(R",E)(1<p<%) 且 .(R",E) 在 LP(R",E) 中 稠密 , 存 
在 连续 的 包含 (R",E) C 久 R",E) 且 .(R",E) 在 久 R",E) 中 稠密 ; 

(ii) F(R",E) 一 .F(R",E),f 一 了 为 拓扑 同 构 ; 

(证 ) Ya e 于 ,9 : .F(R',E) 一 .F(R",E) 是 连续 线性 算 子 . 

综合 起 来 可 以 说 ,在 空间 .中 可 畅通 无 阻 地 进行 Fourier 变换 与 微分 运算 , 且 
这 些 运算 不 改变 .多 中 的 极限 关系 . 对 je .也 可 求 其 “p 次 积分 "(1 <p < %)， 
且 . 多 中 的 收敛 推出 P 次 平均 收敛 . 

证 (i) 显然 C”C .FC 区 Vfe .有 


p 2 \n+1 P-1 dx 
有 有 < 和 GE 


这 表明 .FC 45 而 且 包含 是 连续 的 . 依据 定理 6. 3. 6 ,其 余 结论 是 明显 的 . 

(让) 由 引 理 6.5.2, 只 要 对 任 给 fe 说 明了 六 e .> 为 此 又 只 要 说 明 ,对 及 上 的 
任何 多 项 式 P,0 ,说 明 P(#)Q(D) 了 (E) 有 界 . 畴 ee FP(D) (Wf) e 宛 故 可 用 式 
(6.5.6) 得 出 

P(é)Q(D)¥(E) = (P(D) (0 ) (€) e Co(R',E). 
(二) 是 显然 的 . 口 


< o. (6.5.20) 


。278 . 第 6 章 Fourier 分 析 


空间 的 多 方面 的 应 用 都 不 是 目下 考虑 的 问题 . 本 节 引 入 空间 .有 的 主要 目 
的 是 用 它 来 定义 “L? -Fourier 变换 ”. 在 6.4 节 中 , 因 志 (TT") CL(T") ,定义 函 
数 的 Fourier 系数 并 无 任何 问题 . 但 现在 情况 有 所 不 同 :空间 元 (了 ,Z) 与 天 (了 R"， 
五) 互 不 包含 ,因而 L- Fourier 变换 并 不 能 直接 转移 到 性 (R ,E) 上 . 解决 这 一 困难 
的 办 法 其 实 很 简单 :选取 XCL NA, 使 得 在 中 稠密 ,于 是 上 的 Fourier 变 
换 自然 就 扩张 到 二 中 了 .不 消 说 ,正当 其 任 的 空间 就 是 . 灾 利 用 .扩张 Fourier 变 
换 的 结果 ,就 是 如 下 著名 的 Plancherel 定理 : 
定理 6.5.3 设 E 是 一 个 Hilbert 空间 , 则 存在 唯一 自 同 构 
F: DL(R’,E)— LL(R,E), f—7, 
使 得 以 下 结论 成 立 : 
(i) 反 演 公式 :f= (2m) 六 ，; 
(ii) Parsevel 等 式 : 上 了 2 = (2m) ”12 (对 照 式 (6.4.25) ) ,因此 (2m) ”下 
是 Hilbert 空间 疡 (了 " ,Z) 上 的 一 个 U 算 子 ; 
(iii) 任 给 f,g e (R",E)，, 成 立 一 般 Parseval 等 式 
| ,8(8)) a = 2)" {x) ,ex)) dr; (6. 5.21) 
(iv) 对 于 fe LN ,了 与 定义 6.5.1 一致; 
(v) 设 Fe 忆 (RE),D = [-rr ,lim 表 均 方 收敛 极限 , 则 
Fé) =1im [ f(x)e ™dx, (6. 5. 22) 


flx) = Lim | Jé) ed. (6. 5.23) 


式 (6.5.23) 也 称 为 [ 反 演 公式 . 

证 Ye . 史 由 推论 6.5.2 有 7 了? = (2w)" 上 12. 因 多 在 了 中 稠密 , 故 
多 f 一 了 可 唯一 地 扩张 为 [上 的 自 同 构 , 且 保持 Parseval 等 式 成 立 . 由 一 极限 
过 程 推出 反 演 公式 成 立 . 由 Parseval 等 式 与 极 化 恒等式 (1.7.4) , 式 (6.5.21) 亦 必 
成 立 . 这 样 ,已 确立 结论 (i) ~ (十 ) 

(iv) 设 fe DN 分 别 以 了 与 f 记 f 的 L -Fourier 变换 与 “ 天 -Fourier 变换 ”， 
今 要 证 了 = 地 不妨 设 E = C( 否 则 考虑 pg。f,p e 五 ). 取 |f.| C 多 使 六 二 / 访 生 
了 ,只 要 证 天 竹 让 为 此 又 只 要 证 | 加 -了 = (2m)" 由 -3. 这 就 转化 为 证 

1912 =(2m) ol2, 其 中 ,p e LND. 令 g =p*x9', 则 geLNC(R")( 由 
定理 6.2.1) ,8 =191 (由 命题 6.5.1(ii) ). 于 是 由 定理 6.5.2 可 对 g 用 反 演 公 式 


1913 = fa(é)aé = (2m)"g(0) = (2m)" pl?, 
如 所 要 证 . 
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(v) 只 要 证 式 (6.5.22). 令 /= j 名 , 则 必定 Fe 已 m 忆 且 F 二 Kr 一 o)， 
因而 了 乡 包 这 正 表明 式 (6. 5. 22) 成 立 . 口 
定理 中 确立 的 世上 的 Fourier 变换 称 为 Fourier-Plancherel 变换 ,通常 就 简称 
为 二 - Fourier 变换 . 这 样 ,在 了 上 就 有 了 两 种 Fourier 变换 理论 ,它们 在 二 NM 上 
重合 ,但 互 不 涵盖 ,两 者 各 有 优势 . 产 - Fourier 变换 的 最 大 优势 是 它 几 乎 是 一 个 等 
距 同 构 ( 适 当 调 整定 义 ,很 容易 使 它 变 成 一 个 真正 的 等 距 同 构 ) ,因而 在 其 中 运用 
反 演 公式 畅通 无 阻 .但 与 - Fourier 不 同 , 上 - Fourier 变换 并 非 用 一 个 Lebesgue 积 
分 直接 定义 的 ,这 可 能 有 所 不 便 . 但 在 理论 分 析 中 这 未 必 是 一 个 真正 的 缺陷 . 至 于 
攻 - Fourier 变换 ,毕竟 有 直观 方便 的 好 处 ,因而 首先 受到 重视 , 它 也 占 去 了 本 节 的 
主要 篇 幅 . 但 反 演 公式 只 能 有 条 件 地 使 用 , 则 是 其 缺点 . 只 有 在 广义 函数 的 框架 下 ， 
这 些 缺 点 才 得 以 消除 ,而 且 , 己 与 性 两 种 Fourier 变换 也 将 归于 一 统 . 
鉴于 在 广义 函数 论 中 将 一 般 地 推广 产 - Fourier 变换 的 大 部 分 结果 ,此 处 并 无 
必要 去 系统 地 讨论 如 何 将 某 个 L- Fourier 变换 的 结论 过 渡 到 产 - Fourier 变换 . 不 
过 ,以 一 个 例子 作为 说 明 还 是 值得 的 . 今 建 立 
(f#g)*= fj, fe DL(R',E),g el(R"). (6. 5. 24) 
因 f*g e (由 定理 6.2.2) , 故 式 (6. 5. 24) 两 边 均 有 定义 . 取 |f| C 多 使 六 性 
f(k—%), 则 
Ox*e) -fl2s Oe)’- i*e)”" | + 118 -18 1, 
< (27)™ | -fh)*el, + NF -fl 18 lo 
< 25) |f-fls Celi+ Helo)—0, ko%. 
这 正 表 明 式 (6.5.24) 成 立 . 
在 Fourier 变换 的 多 方面 的 应 用 中 ,对 于 微分 方程 问题 的 应 用 或 许 是 最 典型 
的 . 简单 地 说 ,用 Fourier 变换 可 将 一 个 微分 方程 转化 成 另 一 个 较 易 解 出 的 方程 ( 代 
数 方程 或 层次 较 低 的 微分 方程 ). 例如 ,为 解 线 性 偏 微分 方程 
P(D)u = 
两 端 作 Fourier 变换 并 用 式 (6.5.6) ,得 到 关于 的 代数 方程 
Pn = 
解 出 2 = P-, 然 后 用 反 演 公式 (6.5.9) ' 与 式 (6. 5.17) 得 
u = (2m) -xz (PAY. (6. 5.25) 
以 上 运算 所 需 条 件 未 必 都 满足 ,因而 所 得 的 w 还 只 是 一 种 “形式 解 ”. 但 一 旦 有 了 
形式 解 (6. 2. 25) ,在 f 与 P 的 一 定 条 件 下 就 可 能 利用 式 (6.2.25) 直接 验证 “ 确 为 
原 方程 的 解 . 看 如 下 简单 例子 : 
例 6.5.2 (i) 考虑 二 阶 常 微分 方程 
u" -uu+f=0. (6. 5. 26) 
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以 n = 1,P(x) = 1 +x 代入 式 (6.5.25) 得 
) 人 = 于 Fe 


0 
= 3 | fe dy 


= ze” [ Anedyt+ Fe [ fly) edy, 


当 f e C(R) NL(R) 时 ,可 验证 如 上 的 w 确 是 方程 (6. 5. 26) 的 解 . 
(ii) 考虑 以 下 线性 侦 微 分 方程 : 


上’. = Au, :>0,x ee 有， (6. 5.27) 
u(0,x) = f(x), x ER ， 
对 x 作 Fourier 变换 得 
和 = -| £1°0(1,€), 
a(0,€£) = f(é). 
由 此 解 出 


A(t,€) = f(é)exp( -itl £1°). 
于 是 由 反 演 公 式 及 式 (6.5.17) 有 
u(t,x) = (27) "(fe ) ‘V(x) 
= (2m) (PAY # (eH ),)(x) 


= (27) (Ar ( 工 0) 


| pf 0)e dy 


= (f*T,)(x), m = 1/2%. (6. 5.28) 
只 要 fe L(R") ,就 可 直接 验证 ,用 式 (6. 5.28) 表示 的 函数 wu(1,x) 在 ! > 0 时 满足 
方程 w= Au.， 当 1 一 0+ 时 w(t,x) 几乎 处 处 收敛 且 LL 收敛 于 fx) (分 别 由 定 
理 6.3.4 与 定理 6.3.1). 
(证 ) 考虑 与 方程 (6.5.27) 稍 不 同 的 问题 
(es = 0， t>0,x ee R", 
u(0,x) = f(x), x ER 
如 同 在 (ii) 中 一 样 作 Fourier 变换 后 解 出 
A(t,€) = fH(é)e™®. 


(6. 5. 29) 


于 是 用 反 演 公 式 得 
u(t,x) = (2T) "(fe ) (x) 
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= (2mr) "(f* (es )”)(x) 
= (f*P,)(x), 
其 中 , 已 是 Poisson 核 . 上 式 正 好 与 式 (6.3. 15) 一 致 ,这 就 重新 得 到 了 推论 6.3.3. 


6.6 局 部 紧 群 上 的 Fourier 变换 


我 们 从 以 上 两 节 看 到 , T" 与 R* 上 的 Fourier 分 析 表 现 出 令 人 注目 的 类 似 性 . 这 就 
不 禁 让 人 设想 ,也 许 这 两 者 原 不 过 是 一 个 更 一 般 理 论 的 特殊 情形 . 这 样 ,我 们 就 来 到 
了 一 个 高 度 诱 人 的 理论 一 一 抽象 群 上 的 Fourier 分 析 ( 或 称 为 调和 分 析 ) 的 和 人口 处 . 
不 过 ,本 书 并 无 足够 的 篇 幅 深 入 这 一 内 容 宏 富 的 领域 了 . 仅 限 于 考虑 局 部 紧 加 群 上 的 
Fourier 变换 且 只 涉及 最 基本 的 概念 与 结论 , 但 即使 如 此 有 限 的 材料 ,也 足以 明确 显 
示 这 一 理论 的 基本 特色 . 进 到 这 一 步 ,除了 为 深入 该 领域 的 读者 提供 初步 导 引 之 外 ， 
更 主要 的 或 许 是 这 将 有 助 于 获得 对 前 几 节 内 容 的 更 好 理解 . 

以 下 设 6 是 给 定 的 o 紧 的 局 部 紧 加 群 ,是 G 上 的 Haar 测度 ,5 是 给 定 的 复 
Banach 空间 , (G6,E) = L(G,E,n). 沿用 6.1 节 ~6.3 节 中 的 记号 与 约定 . 

如 我 们 已 多 次 提 到 的 ,Fourier 分 析 的 基本 课题 就 是 要 寻求 一 定 函 数 关 于 某 个 
标准 函数 系 { pe} 的 适当 分 解 , 这 种 分 解 表 为 某 个 积分 (如 在 3.1 节 中 已 强调 的 ， 
级 数 原 不 过 是 积分 的 特例 ). 所 说 的 标准 函数 系 在 T" 与 R" 上 分 别 为 ee: ke "i 
与 {es :ee R"|. 那么 在 抽象 的 群 G 上 又 是 什么 呢 ? 不 妨 注意 一 下 指数 函数 e,(t e 
R" ) 的 两 个 最 起 作用 的 性 质 : 加 法 公式 es(x +y) = ec(x)ec(Y) 与 1e:(x)1 三 1. 有 
经 验 的 读者 马上 意识 到 :这 是 一 个 群 同 态 ! 这 一 观察 启示 出 如 下 定义 : 

定义 6.6.1 任何 连续 群 同 态 p: C 一 S 称 为 G 上 的 特征 . 以 C 记 C 上 特征 的 
全 体 , 它 依 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 C 的 对 偶 群 . 任 给 f e L(G,E), 令 


Hp) = Urp)(0) = | 六 ti，pee， (6.6.1) 


则 得 到 一 个 函数 6 一, 称 它 为 1 的 Fourier 变 式 , 而 称 映 射 f 一 了 为 Fourier 
变换 . 
立刻 看 几 个 具体 例子 . 


例 6.6.1 (i) R* = {ee:éte R"|. 显然 |e::E € R"} C Ri. 任 取 w% E Ri*. 首 
先 设 n =1. 必 有 be RR, 使 BA [p(x)dx z*0. Vx eR, 有 


p(z) = 中 [Cap(7)dr = | oo) 


这 推出 pg'(x) = cp(x) ,c = B™"[g(5) - 1. 由 此 解 出 p(x) = p(0)e ”= e“*. 然 
后 由 1 p(x) 1 三 1 得 c = 过 ,eeR. 因 此 wp = ec. 其 次 设 n > 1, 以 {| 记 R" 的 标准 
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基 , 则 Vx e R", 有 
ep(z) = p(ws) = IIe(xse) = Te = ecx), 
其 中 ,& = (6) < R", 可 见 p = er 
设 R" 与 RR 分 别 看 成 加 群 与 乘法 群 , 则 
R"— Ri, ¢—e, 
显然 是 一 群 同 构 . 以 了 "取代 使 ,不 妨 就 说 R" 的 对 侦 群 就 是 R". 但 应 注意 , 当 将 R" 看 
成 R* 时 ,& e R" 应 理解 为 eo. 任 给 fe L(R",E) ,é e R", 由 式 (6.6.1) 有 


f(€) = (f * es) (0), 
这 恰 与 定义 6.5. 1 一致. 


(i)T" = fe, :ke Z|. 注意 9p e Te E R* 目 p 对 每 变 元 是 以 2 为 周期 
的 函数 . 这 就 用 (i) 得 出 pg = ei,k e Z". 类 似 于 对 仿 的 讨论 ,不 妨 以 Z" 取代 T" 作 为 
T 的 对 侦 群 ,但 将 Z" 看 成 和 时兴 e Z" 应 理解 为 es. 任 给 fe L'(T",E) ,依据 式 
{6.6.1) 有 
fk) = (Ff*e) (0), 
这 与 定义 6. 4. 1 相差 因子 (2r)-. 但 若 在 中 上 采用 正规 化 Haar 测度 du = 
(2r) -"dx, 这 一 差别 就 消失 了 . 
(ii 人 = [ey: eT}. Ve e 分 ,有 
p(k) = o (5 he; ) = TILEIe(e)]， 
二 Te 人 二 ec(k) 9 
其 中 , te)} 仍 为 R" 的 标准 基 , = (&,) e R". 注意 当 & =0(mod 2m)(1 <j<n) 
时 @.(k) = 1, 故 上 应 理解 为 上 e T". 同样 可 认为 2 = T", 只 是 将 T" 看 成 Z" 时 ,# e 
T" 应 理解 为 e。 0. 任 给 / e 1(Z",E) , 依 式 (6.6.1) 有 
Fé) = Ff#es)(0) = Df(k) e's. (6. 6.2) 


k 


因 式 (6. 6. 2) 中 的 级 数 绝对 并 一 致 收 伍 , 故 记 s C(T",E). 这 种 形式 的 了 已 在 
例 5.1.1(iv) 中 提 到 了 ,只 是 未 将 其 称 为 Fourier 变换 罢了 . 
再 回 到 一 般 群 C 上 的 Fourier 变换 . 命题 6.4. 1 的 那些 性 质 , 仍 有 一 部 分 可 扒 


“@ 这 里 用 了 群 同 构 一 Zr,€ 一 ee. 用 e_s 取代 似乎 更 自然 的 ee , 意 在 使 式 (6. 6.2) 右 端 恰 为 妨 #) 的 
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广 到 现在 的 一 般 情 况 . 
命题 6.6.1 群 G 上 的 Fourier 变换 有 以 下 性 质 : 
(i) 卷 积 公式 : 若 e L(G,E),g e L(G), 则 
(f*g)”=f8. (6. 6.3) 


此 外 亦 有 g”= & 因此 g 一 & 是 卷 积 代数 L(GC) 上 的 一 个 ( * ) 代数 同 态 ; 

(ii) 平移 规则 : (7 人 (gp) = op(o)f (pg), (WD ' (9) = fp)(f e L(G, 
FE),p,Y e G,a e C). 

证 证 明 是 直接 的 , 仅 以 证 式 (6.6.3) 为 例 作 说 明 . Vp e @, 有 


Gxe)" (pg)= [p(s) dx) | flx -7)e(y) dy) 


|e oe - 7)qu(7) 人 Kx -7)p(7 -xz)du(x) 


= 8(9)f(9). 口 
若 令 5(P = 了 (9) , 则 从 式 (6.6.3) 推出 :给 定 p e C, Vf,g e L(G), 有 
pf*g) =f(p)8(9) = 5) (8), 
因而 8 是 上 L(G) 上 的 复 同 态 . 这 就 预示 着 可 建立 Fourier 变换 与 Banach 代数 的 
Gelfand 表示 的 联系 ,这 一 点 似乎 已 早 显 端倪 了 . 
定理 6.6.1 设 A =A(L(C)),80) = 了 (9)(p e CG,fe LL(C)) ,NB: C6— 
A,p 一 8 是 一 双 射 . 
证 给 定 p e C, 已 说 明 5p 是 (GC) 上 的 复 同 态 . Vf e L'(C) ,有 
Bfl op) = (Fo (pv) = | 17! ood = fl 
可 见 585 才 0, 因 此 jp e 4. 
其 次 证 p 一 5 是 单 射 . 设 p e C, 取 f e L(C) 使 5CP = 1, 则 
p(x) = p(x)f(9) = (7 "(9) = 850,), x eC, (*) 
其 中 用 了 命题 6.6. 1(ii) . 这 表明 p 由 5 唯一 决定 . 
最 后 证 p 一 5 是 满 射 . 取 定 he A. 取 / e (C6), 使 h(f) = 1. 令 p(x) = 
h(f,) (如 此 定义 乃 受 式 ( * ) 之 启发 ) , 则 
p(x +7y) = hf*f.,,) = h(f.*f,) = p(x) p(y). 
由 1 p(x)1” = p(nx)1< fs = ICVne2Z) 推 出 | p(x)1=1, 因 此 
p: 6 一 S! 是 一 群 同 态 . 由 连续 及 x 一 .连续 (由 定理 6.1.3) 得 出 p 连续 ,因此 
p e CG. 余下 证 h = 8B. 因 h e L(G)' , 故 由 定理 3.5.2 有 we 三 (C) ,使 得 


h(g) = evi, g e LOC). 
于 是 , Vg e L(G) 有 
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h(g) = h(f*g) = [wx) dn) | fx _y)g(y) du(y) 
= [gy) dy) [fx -y) wl) du() 


= [gC7) 9( -7) dy) = &Cp) = p(8), 


这 得 出 h = $》, 如 所 要 证 . 口 

一 旦 确定 了 6 一 A,p 一 5 为 双 射 ,两 个 自然 的 推论 即 随 之 而 出 . 其 一 是 正好 将 
4 上 的 Gelfand 拓扑 转移 至 6, 使 成 为 同 胚 于 A 的 LCH. 其 二 是 如 同 在 第 5 章 于 类 
似 情 况 下 总 要 作 的 ,用 双 射 6: 6 一 A 诱导 出 一 个 双 射 C0(A) 一 Co(C) ,wu 一 uo pp. 
而 这 就 将 Gelfand 表示 丁 : L(G) 一 Co(4A) 过 渡 到 

T:L(G)—C(6€), f—(17) 。p. 
由 TY 及 有 的 定义 , Ve e C, 有 
((Tn。B)(p) = (TH (5) =5D =f(9), 
这 就 表明 站 不 是 别 的 , 正 是 Fourier 变换 ! 或 者 反 过 来 说 ， 
F:L(G)—C(6), f—f 

恰 是 卷 积 代数 L(G) 的 Gelfand 表示 ,而 6 上 的 拓扑 就 是 Gelfand 拓扑 , 它 是 使 每 
个 了 在 6 上 连续 的 最 弱 拓 扑 ,o(f) = AG) U 101( 当 C 紧 时 wx(P = 六 C6) , 见 定理 
5. 3.2 与 定理 5. 3.5). 这 就 将 看 来 似乎 相距 甚 远 的 两 个 领域 一 一 交换 B 代数 与 群 
上 的 Fourier 分 析 联 系 起 来 了 . 通常 Fourier 分 析 中 所 说 的 谱 也 获得 了 合理 的 解释 . 
仅 此 一 端 ,就 很 难 抵挡 抽象 Fourier 分 析 理 论 的 强烈 诱惑 . 

由 于 已 建立 起 6 与 4 之 间 的 自然 联系 , 往 下 就 直接 认定 对 偶 群 6 就 是 卷 积 代 
数 L (CG) 的 结构 空间 ,而 且 直接 将 pw e 6 认 作 L(G) 上 的 复 同 态 :pg(f) = 了 (p). 联 
系 到 例 6. 6. 1, 立 即 得 出 :LD (R") ,L(T") 与 上 (2 ) 的 结构 空间 分 别 为 R",Z" 与 T"， 
这 些 空间 上 的 通常 拓扑 就 是 其 Gelfand 拓扑 ,而 Fourier 变换 

7 (BR ) 一 Co(R ) ， 丰 一 六 
L(T)—C(Z), f—7, 
(2Z")— CT), f—f 
都 是 Gelfand 表示 , 因 之 也 是 ( * ) 代 数 同 态 . 

将 有 关 Gelfand 表示 的 种 种 结果 用 于 Fourier 变换 ,可 轻而易举 地 得 出 一 些 深 
刻 而 有 趣 的 结论 ,它们 的 直接 证 明 未 必 容 易 . 以 下 就 是 一 个 典型 例子 . 

定理 6.6.2 设 g(z)(1zl < RRR) 为 复 解析 函数 fe L(G), | 了 lo < R, 当 1G = 
o 时 g(0) = 0. 则 存在 h e L(G) ,使 得 hh = g。 庆 


证 设 g(z) = Pel! zl < R) , 当 jG = wm 时 c。= 0. 因 了 可 看 成 的 Gel- 
fand 表示 , 故 由 上 7。< RR 与 定理 5.3.2 得 r,(Y) < R. 于 是 ,由 定理 5.1.2(iv) 知 
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级 数 》 cs Fo (Fo 记 f 的 k 重 卷 积 )L! 收敛 于 某 个 六 e L'(G). 由 Gelfand 表示 为 
连续 同 态 , 有 
h = > = > =g°f 口 

由 定理 6.6.2 特别 推出 : 设 g(0) = 0; 若 Fe L(R") ,7 咱 。< R, 则 存在 h e 
DD(R") ,使 六 = g。f; 若 fe C(T") ,fe 1(Z"), | 上 fl。 < R, 则 (go。 "ee 7(Z"). 
后 一 结果 ( 取 n = 1) 就 是 所 谓 Lévy 定理 . 

如 同 在 R" 中 一 样 ,Fourier 变换 的 反 演 是 需要 解决 的 基本 问题 . 因 在 5 中 缺少 
具体 的 结构 可 用 ,不 得 不 发 展 出 一 些 可 用 作 替 代 的 抽象 概念 ,这 就 使 得 下 面 的 讨论 
略 显 隐 了 星 与 曲折 . 

首先 引进 一 个 基本 结果 而 略 去 其 证 明 . 

定理 6.6.3 避 依 Gelfand 拓扑 是 一 个 交换 的 局 部 紧 拓 扑 群 . 

回忆 一 下 , ( * ) 代数 4 上 的 线性 泛 函 f 称 为 正 泛 函 意 指 它 满足 f(xx* ) > 
0(Vx e 4, 由 定义 5.4.2). 

定义 6.6.2 设 p se C(G)，, 若 对 任 给 有 限 组 {a} CC,{x|} C G, 有 

90 aep(xi — x) > 0, (6. 6.4) 


则 称 wp 为 G 上 的 正定 函数 . 

式 (6.6.4) 是 一 个 颇 强 的 条 件 , 它 有 多 种 未 必 显 然 的 推论 . 

命题 6.6.2 (i) 正定 函数 p 有 以 下 性 质 :p = 9 ,19p(x)1<p(0),p(xz) 一 
致 连续 ; 

(i) p e C 必 正定 . 车 f e (6) , 则 F* 正定 . 

其 中 (ii) 的 验证 是 直接 的 . (i) 的 验证 依赖 于 选取 适当 的 ,ww 应 用 条 件 
(6.6.4). 例 如 , 取 0 关 a eC,x =0 即 得 | al2p(0) =0, 从 而 pw(0) = 0. 其 次 ， 
取 x; =0,x, =x%,al = a = 工 得 

2p(0) +p(x) +P(-x) 三 0， 
这 得 出 Im [g(x) +p(-x)] = 0. 改 令 o = i 得 Re[ p(x) -o(-x*)] =0, 因 而 
p(x) = go(-x), 即 p = gp". 其 余 性 质 可 类 似 得 出 . 

对 于 反 演 公式 的 建立 ,以 下 结果 是 关键 的 ; 

定理 6.6.4(Bochner) f: G 一 C 是 正定 函数 的 充 要 条 件 是 存在 正 测度 > e 
M(C) ,使 得 


f(x) = ex)dz(p)， x e 6C， (6. 6. 5) 
证 充分 性 是 明显 的 ,只 要 证 必要 性 . 设 f 是 正定 函数 ,不 妨 设 A0) = 1. 定义 
L(g) = [fedx, g e L(O), (6.6.6) 
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则 Le L(G)* 且 LI = 上 fl。= 1( 由 定理 3.5.2 与 命题 6.6.2(i)). 令 4(6) = 
8: g e L(G)| ,定义 

T: A(G6)—C, B&B—L(g). 
如 果 能 证 | L(g)1 < 8 。, 则 7T 是 单 值 的 且 是 一 有 界线 性 泛 函 ,因而 由 Hahn-Ba- 
nach 定理 可 设 Te Co(C) ,于 是 由 定理 3.5.3 有 wv e M(C) ,使 得 


L(g) = FE(p)dz(p)，g e L'(C). 
因此 


L(g) = dz(e) Fevdy = [gop hoary), 
这 与 式 (6.6.6) 对 照 得 出 式 (6.6.5) (注意 连续 ). 由 lvl = TI <1=f0) = 
v(C) 得 出 v(C) = jv|. 令 dy =hdlivl,1h|=1, 则 必 = 1,1vl -a.e. ,因而 
v =| v1 是 正 测 度 . 

现在 证 1 L(g) 1 < 8 o. 取 定 g e L(G), 令 h=g*g*. 约定 hr = 

hh*h*… h(n 重 积 ). 若 能 证 1 L(g)1”< LL(h), 则 类 似 于 定理 5.4.1(i) 之 证 可 
归纳 地 得 出 1 L(g) 1” < L(h”). 于 是 

lL(a) <lim [LW)] <limlh la 


=7,(h) = ||hlo = |8lo, 
其 中 , 用 到 谱 半 径 公式 与 定理 5.3.2. 由 以 上 结果 得 出 1 L(g) 1 < 181。 
余下 证 1 L(g) 1” < L(g *g").L 显 然 是 L(G) 上 的 正 泛 函 . 由 定理 5.4.6， 
《g,h〉A L(g *h") 满足 内 积 公理 (I),(I,)( 由 定义 1.7.1), (g,g》 宇 0 且 满 足 
Schwarz 不 等 式 (5.4. 11). 只 要 证 1 L(g) 1 < Vlg,8). 为 此 注意 ,对 任 给 g,h e 
L(G) 有 
| L(g) | <| L(g) - ‘g,h) | + Vv \g,8) \h,h) 
<Il L(g) - (g,h)l+ Vg,8) | VAh,h) -1l+ vg,8) 
al+ht+ Vg,8)-. 
固定 g e L(G) ,只 要 说 明 适 当选 取 h e L(G) 可 使 五 到 任意 小 Ye > 0, 取 6 的 
紧邻 域 了 ,使 得 } 
| f(x -7y) -f(x) lVIfl(y-z)-l1ll<e, reGC,y,zerV. 
令 h =éy/V, 则 可 直接 验证 1 a 上 gi,1 《h,h》-11 < se, 从 而 J, < ev (g,8)， 
如 所 要 证 . 口 
作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 已 可 建立 本 节 的 主要 结果 . 
定理 6.6.5 设 P 是 L(G) 中 的 正定 函数 生成 的 子 空间 , 则 存在 6 上 的 Haar 测 
度 ,使 得 对 任 给 g e P, 有 8 e L(G6)( = L(G,m) ,下 同 ) 且 成 立 反 演 公式 
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g(x) = FE(e)ep(z)dn(p)，x eG. (6.6.7) 


证 ”关键 是 构成 所 需 的 测度 7, 为 此 用 Riesz 表示 定理 . Yg e P, 由 定理 6.6.4 
有 zy e M(C) ,使 得 


g(x%) = Lol) dv(9), X E C. (6. 6. 8) 
任 给 f s C.(6) ,选取 g e P, 使 在 supp f 上 & > 0( 可 说 明 这 样 的 g 必 存 在 ) ,然后 令 
L(f) = 人 CO) 人 rw (6. 6.9) 


若 有 h e P,A e M(C) 使 得 

h(x) = fe(s)dA(e)， x E C， 
则 对 任 给 v e L(G) 可 验证 

80d = (g*h*#v)(0) = iedr 


用 推论 5.4.2 可 说 明 4(C) 在 Co(C) 中 稠密 , 故 由 以 上 等 式 得 出 &dA = hdv. 这 表 
明 由 式 (6. 6.9) 定义 的 Z(P) 与 8 的 选择 无 关 .ZCP 是 C.(C) 上 的 正 线性 泛 函 ,因而 
唯一 决定 上 一 正 测度 7, 显然 7(C) > 0. 

平移 不 变性 : 设 po e Cs C.(C), 令 f(g) = 几 pop),go = 9og, 则 8o(p) = 


&(Cpop) ,go(x) = els) dv( yop), 


LN) = F/B0) dgop) = FB) dy = ZJ 


因此 , nn 是 6 上 的 Haar 测度 . 

证 式 (6.6.7). Vf es C.(e) ,有 

kf8dn = LUO8) = 上 ja 

(其 中 用 了 式 (6.6.9)) ,这 得 出 dv = &dn, 因 而 8 < L (6). 然后 以 dv = 8&dn 代入 
式 (6. 6.8) , 即 得 式 (6. 6.7) ,如 所 要 证 . 口 

将 反 演 公式 (6.6.7) 与 反 演 公式 (6.5.9) 比 较 , 自 然 提 出 一 个 问题 : 式 (6.6.7) 
可 看 成 G6 上 的 Fourier 变换 吗 ? 而 这 首先 又 取决 于 C 是 6 的 对 偶 群 吗 ? 对 此 , 俄 罗 
斯 数学 家 Pontryagin 给 出 了 肯定 回答 . 下 面 不 加 证 明 地 引述 他 的 结果 ( 刘 登 胜 等 ， 
1992 ) . 

定理 6.6.6 设 5(p) = p(x)(x e G,p e C) , 则 

C 一 CAA，Y 一 元 

是 一 个 拓扑 同 构 . 

以 上 结果 表明 ,局 部 紧 交 换 群 总 是 自 反 的 . 这 意味 着 , 6 与 C 在 相互 关系 上 完 
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全 对 等 ,对 C 适用 的 结论 经 适当 解释 后 亦 可 用 于 6, 反 之 亦 然 . 如 此 带 来 的 好 处 有 
多 大 是 不 言 而 喻 的 . 下 面 就 是 一 个 例子 . 任 给 v e M(C) , 定义 其 Fourier 变换 为 


Dop) = (zkxkp)(0) = [5 (6. 6. 10 ) 


也 称 为 v 的 Fourier-Stieltjes 变换 . 
定理 6.6.7( 唯 一 性 ) 设 v ee M(G),? = 0, 则 vv = 0. 
证 以 CC 代 G 来 证 明 . 设 v e M(C),Dz =0, 则 VfeL(G), 有 
blav = bev (9) | ip 
= [ap hdr y) 
= fon = 0. 
因 4(C) 在 Co(6) 中 稠密 , 故 得 > = 0. 口 
除了 所 需 条 件 比 较 强 之 外 , 式 (6.6.7) 已 是 完全 与 式 (6.5.9) 相 当 的 反 演 公式 
了 . 因此 凡 能 从 (6.5.9) 推 出 的 结论 ,自然 可 期 待 能 用 式 (6. 6.7) 类 似 地 推出 . 这 些 
都 可 逐一 进行 讨论 ,不 再 详 述 . 
最 后 指出 ,在 群 G 上 也 可 考虑 上- Fourier 变换 ,这 就 是 一 般 的 Plancherel 定理 
(对 照 定 理 6.5.3)， 
定理 6.6.8 存在 唯一 等 距 同 构 : L(G) 一 (6) ,使 得 对 fe L(G) mn 
(CG) 有 Ff = 六 
上 述 的 五 就 称 为 G 上 的 忆 - Fourier 变换 . 
证 若 fe L(G) NL(G), 则 g 4A4f*f”e P( 记 号 依 定理 6.6.5), 于 是 


lz = 8(0) = [ECe)w(0)dn(e) = HFS, 


其 中 用 了 式 (6.6.7) , n 是 6 上 的 Haar 测度 .可见 

F:L(G) NL(GO DOL(C), fo7 
是 一 个 等 距 线 性 算 子 . 因 L ND 在世 中 称 密 , 故 F 必 可 唯一 地 扩张 为 (CG) 上 的 等 距 
线性 算 子 . 余下 只 要 证 是 满 射 . 为 此 只 要 证 R(F)* = {01. 设 ge R(F)*,fe 
L(G) ND(C), 令 dv = fgdn, 则 v e M(G),Vx e 6G, 有 


p(x) = 上 ep(z)dy(p) = ho)7 9)e(v) dn(p) 


= Fel(p) (7 ’ (9)dn(g) = 0， 
其 中 , 用 到 命题 6.6.1(ii) 与 (7_, 有 ^e R(F). 由 唯一 性 得 vw = 0, 从 而 各 = 0,7n 
“a.€.,， 这 又 推出 8 = 0 ,7 -3.6. ,如 所 要 证 . 口 
紧 群 上 的 Fourier 分 析 , 可 看 成 抽象 形式 的 Fourier 级 数理 论 . 
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定理 6.6.9 设 C6 是 紧 的 ,u G = 1,6 是 o 紧 的 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(iD 6 = {p41 是 可 数 的 离散 群 ; 

(ii) C 是 C(C) 与 (CG)(1 <p < om ) 的 基本 集 ; 

(十 ) fei 是 己 (G) 的 标准 正 交 基 , 每 个 Fe (GC) 可 展开 为 产 收敛 的 Fourier 
级 数 fpi)91; D(CG) 一 了 (GC),f 一 了 为 等 距 同 构 . 


证 (i) 以 1 记 G 上 便 等 于 1 的 函数 , 则 1 是 正定 函数 . 令 8 = 1, 则 1 = 8( 由 
定理 6.6.5). 任 给 he (GC), 由 (hx*6)^= 有 8 = 所 推出 h*65 = 久 ,a.e.( 由 定理 
6. 6.7) ,可 见 6 是 L(G) 的 卷 积 单位 元 ,因此 如 是 离散 的 (由 定理 6. 2. 6) ,因而 是 可 
数 的 . 

(ii) 由 定理 6.6.6, 当 0 关 x e CG 时 必 z(g) 才 1, 即 有 gp e 6 使 p(x) 关 1. 这 
推出 若 x,y e G,x 关 y, 则 有 wp e 6 使 p(x -y) = p(x)/p(yY) 关 1, 从 而 g(x) 天 
p(y). 可 见 怠 分 离 6 中 的 点 . 其 次 显然 1 e Cip e 6 寺 5 = 9p”e 6. 于 是 由 定理 
5.4.2 推出 6 是 C(G) 的 基本 集 ,从 而 也 是 (G)(1 <p < % ) 的 基本 集 ( 由 定理 
3.5.1(ii) ). 

(iii) 任 给 w e 6,x e G, 有 


Le = [pp = p(x) pd, 
这 推出 [ep = 0 或 者 p(x) = 1, 从 而 [pdp = 1. 以 gj/9p; 代 % 得 


(pj, pr) 二 人 eve 人 rn 至 Ox- 


可 见 [ex 是 标准 正 交 系 . 其 次 有 了 ( 9;) = (f ,p10 (f E L(G) Pk E 6). 余下 结论 
由 定理 1.7.2 与 推论 1.7.1 得 出 . 口 
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Laplace 变换 可 看 成 Fourier 变换 的 某 种 变种 , 它 在 某 些 方面 有 明显 优势 ,因而 
值得 重视 . 本 节 主 要 是 从 应 用 Fourier 分 析 的 结果 与 思想 的 角度 展开 讨论 ,并 不 追 
求 完 备 性 ,对 于 所 用 的 概念 与 条 件 都 作 了 适当 简化 . 

任 给 可 测 函 数 /: R, 一 E,f 的 Laplace 变换 定义 为 复 变量 函数 


FA) = [ fx)e dr, (6.7.1) 


只 要 大) 至少 在 某 个 半 平 面 Re 和 > we 上 有 定义 . 对 于 矿 和 人 ) 首先 易 注意 到 的 关 
键 事实 是 : 若 儿 A) 有 定义 ,入 = go + 送 e C, 约 定 fl (-%,0) = 0, 则 
f(A) = (f(x)e™*)" (é). (6.7.2) 
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可 见 只 要 f(x)e-” e L'(RR,,E) (a + 这) 就 存在 . 因此 约定 
D(oo,E) 二 {f: Kx)e E L(R, ,E), Vo > Oo | 9 (6.7.3) 
Hf = [ lf) edx, fe D(owE),o >oo (6.7.4) 
显然 上 | 。 对 o 是 单调 减 的 . 任 给 < D(o6,E) (和) 在 半 平面 


(oo) A lIAeC:ReA>o,| (6.7.5) 
内 有 定义 , 且 易 由 定理 3.2.4 推出 fA) 在 Q2(o。) 内 处 处 可 微 . 这 就 得 到 映射 
L: D(oo, E) — H(Q( oo) ,E), f—f, (6.7.6) 


自然 称 工 为 Laplace 变换 . 约定 D( oo) = D(oo, C). 任 给 f E D(oo,E) EC 三 
Doo) ,定义 与 g 的 卷 积 为 


Fxg)(x) = [f(x -ye(y)dy, «>0. (6.7.7) 


易 直 接 验 证 /*g e D(ao,E). D(oo) 依 如 上 定义 的 卷 积 是 一 个 交换 代数 . 对 于 
fe D(oo,E) ,下 面 将 总 约定 月 (-o ,0) =0. 在 此 约定 下 ,如 上 的 f*g 可 看 成 式 
(6.2.1) 意义 下 的 卷 积 . 

对 于 Laplace 变换 有 对 应 于 命题 6.5.1 的 如 下 命题 : 

命题 6.7.1 Laplace 变换 (6.7.6) 有 以 下 性 质 : 

(i) 工 是 一 个 线性 算 子 ,对 任 给 /es D(oo,E)，, 成立 


IF A sip FO < Mf, o> mu (6.7.8) 
(ii) 卷 积 公式 : 任 给 fe D(oo,E),g e 了 D(Coo) ,成 立 
(Fr*g) = jz. (6.7.9) 


特别 地 , D(oo) 一 H(Q(o0)),g 一 8 是 一 代数 同 态 ; 
(ii) 设 fe D(oo,E) , 则 
(fe *)~ (A) =f(A-7), Re (A-7) > oo， (6.7. 10) 
(Fax))- (A) = a f(A/a), a >0,ReA > ao,; (6.7.11) 
(iv) 微分 公式 : 设 fe D(oo,E) ,P(x)(x e R) 是 m 次 多 项 式 , 则 
(P(d/dx)f)* = P(A)F(A), P(d/dA)F(A) = (Bf) ~ (A), (6.7.12) 
其 中 , A es 2(oo). 前 一 式 要 求 /* € D(oo,E)(0<k<m) 且 
(xx)e | ， =0, 0O<k<m. 
若 以 上 条 件 代 以 limf™ ( x)e”“=0(0<k<m,Re 和 > oo), 则 有 


fA) = AFA) - 3 TD(0)，ReA > (6.7.13) 


以 上 结论 的 证 明 与 命题 6. 5. 1 是 类 似 的 ， 不 必 详 述 . 
例 6.7.1 (i) 设 a,b e R,r7 e C,x > 0. 首先 用 Euler 积分 算出 
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(xz)- (A) = | vedx = Les, ee 
然后 应 用 式 (6.7.10) 得 
a>-l,ReA>Rer, 


(ze )” (A) = T(a +1)(A-7)™, 
(x° sin bx) ~ = (17[2i)(xee - xe *)~ (A) 
_ (A+ib)’ — (A -ib)’" 
0 
~ (A+ib)’! + (A -ib)" 
(x" cos bx)” = 2 DT 
(xe” sin x)™ (A) = (1/2i)[ (we — we Y*)]™ (A) 


a >-l1,ReA >0， 


1 
T(a+1), a >-1,ReA >0, 


-一 一 二 一 5] ， ReA > 1. 
(A-1-i) 
(ii) 设 P(x) 是 m 次 常 系数 多 项 式 ,考虑 m 阶 线性 微分 方程 
P(d/dx)u(x) = f(x), * >0. 
假定 (A) 对 Re 和 > oe 有 定义 , 未 知 函数 u(x) 满足 


limz (x)e™ =0, x<khk<m,ReA > aa， 
则 应 用 式 (6.7. 13) 可 得 fCA) = P(A)z(A) + Q(X), 其 中 , Q(XA) 是 与 初 什 
u(0) (0 <k < m) 有 关 的 m -1 次 多 项 式 . 由 上 式 解 出 (入 ) ,形式 上 得 出 方程 的 
解 
w= 1 ((f -0Q)/P), 
其 中 , L” 表 示 逆 Laplace 变换 . 看 如 下 简单 例子 : 


2 —2u'’ +2 = 2e’cosx, wu(0) =w (0) =0. 


令 P(A) = A -2A +2,f(x) = 2ercosx, 则 
Te 


1T2(A-1) 
uu\Xx)= L TT 


ps 1 1 
PR rset re 


= xe” sin x. 


如 同 对 Fourier 变换 一 样 ,关于 Laplace 变换 的 首要 问题 亦 是 建立 反 演 公式 . 这 


一 类 的 结果 颇 多 ,其 中 , 一 部 分 直接 基于 Fourier 积分 的 收敛 定理 . 
设 fe D(oo ,五 ). 首先 形式 地 由 反 演 公式 (6. 5.9) 得 出 
(6.7.14) 


fs) = fo + ié)oae = 2s FN) ed, 


其 中 , o > ao. 男 一 方面 ,参照 式 (6.5.7) ,考虑 积分 
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EE +ib_ i 
fi(x) = 7) ,FA)e dA, b>0,0 > oo. (6.7.15) 


直接 由 定理 6.5.1 推出 

定理 6.7.1 设 fe D(aoo,E),x > 0,2s = f(x') +f(x ) 有 定义 ,h(x) 依 式 
(6.7.15), 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 局 部 性 原理 : f(x) 一 s(b 一 % ) 成 立 与 否 仅 决定 于 f 在 x 邻近 的 状态 ; 

(ii) Dini 判别 法 : 若 存 在 5 > 0, 使 y f(x+y)e”+f(x-y)e” -2s| e 
L[0,6], 则 f(x) 一 s(b— ~ ); 

(这 ) Jordan 判别 法 : 若 存在 5 > 0, 使 fl [x -6,x +6] e BV, 则 f(x) 一 5 

其 次 ,应 用 定理 6.5.2 得 到 

定理 6.7.2 设 fe D(oo,E),o > oo, 则 对 几乎 所 有 x > 0 成立 

f(x) = lim 3 F(A) exp (as 一 dA 
= lim m2 | 本 PA) ea. (6.7.16) 
式 (6.7.16) 在 f 的 连续 点 x 必 成 立 , 在 连续 的 开 集 内 任何 紧 集 上 一 致 地 成 立 . 若 
f(A) 在 直线 Re A = oc 上 可 积 , 则 式 (6.7. 14) 对 几乎 所 有 >x > 0 成 立 . 若 E = C， 
Fo + 运 ) 0,f(x)e“””e 2L"(R,), 则 不 必 验 证 (oc + 这 ) 对 上 可 积 ， 

推论 6.7.1( 唯 一 性 ) 设 fe D(o6,E),f(A) 三 0(A e 0Q2(o0)), 则 f =0， 
a. e. . 因此 ,Laplace 变换 (6.7.6) 为 单 射 . 

另 一 些 反 演 公式 虽 不 是 Fourier 反 演 公式 的 直接 推论 ,但 其 论证 方法 具有 明 
显 的 Fourier 分 析 特 色 ,尤其 用 到 近似 单位 或 某 种 奇异 积分 逼近 . 下 面 是 两 个 典 
型 结果 . 

定理 6.7.3(Widder) 设 fe 0(R,,E), 则 对 几乎 所 有 x > 0, 成 立 

f(x) = lim 一 1- (如 2°(2} (6.7.17) 


式 (6.7.17) 在 /的 连续 点 > 0 i 
成 立 . 
证 因 f e L', 故 XA) 在 Re A > 0 内 有 定义 . 由 式 (6.7.12) 有 
1°0) = (-D’[ vA)e Ydy, k>0. (6.7. 18) 
以 (x) 记 式 (6.7.17) 右 端 极 限 号 下 的 式 子 , 则 由 式 (6.7.18) 有 
f(x) = =[ (2) exp S Ay) ay 


su exp [ =- Els -1) -ke ]f(e')e'dt 


多 
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和 


a 
pi(t) = (1 /kl)exp(—- ht -khe’'), te RkeN. 


今 对 pil) 指明 以 下 事实 : 
(Gi) 三 we(Dd = 1(k e N) ,这 易 由 直接 计算 验证 


(i) | p(t) di — 0(k— o ,6 > 0). 设 充分 大 . 首先 有 


机 二 k > k-l -~t Kk K-1 -t 
[ pi(t) dt= | tt e di ee e 
tl 
= rrexp(—k6- ke)—0, k—>%. 
其 次 ,类 似 地 有 
下 a k 各 人 -1 -t Ek k+l -it 六 di 
[MAGES or e dt Ei sup e [, 


ht! 
= Tiexp(k6— ke) 一 0， 大 一 oo. 


综 上 知 wx 是 R 上 的 近似 单位 . 
(iii) g(t) 在 上 < 0 与 ; > 0 时 分 别 单调 增 与 单调 减 . 


于 是 由 定理 6.3.5 推出 g * wm 一 g,a.e. (一 o ) ,在 5 的 连续 点 与 (8*#er)(t) 一 
8(i) , 在 g 连续 的 开 集 内 g * wx 紧 一 致 收敛 于 g. 由 此 得 定理 结论 . 口 
推论 6.7.2 设 fe LL(R,,E), 则 ||f(x) 1 < 和 Ma.e. 的 充 要 条 件 是 
or" lf (oN <kM, o>0,k>0. (6.7. 19) 
证 若 | Kx)1 < M,a.e. ,oo > 0,k 宇 0, 则 由 式 (6.7.18) 有 
EIM 


OCD = | ee) < 
反之 ,车 式 (6.7.19) 成 立 , 则 用 式 (6.7.17) 直 接 得 出 f(x) < Ma e.， 


另 一 个 类 似 于 定理 6.7.3 的 结果 是 
定理 6.7.4(Phillips) 设 fe Doc,E) ND.(R,,E) , 则 


人 (6.7.20) 


A 
证 以 (x) 记 式 (6.7.20) 右 端 极限 号 下 的 式 子 , 则 以 式 (6.7.18) 代 人 得 


f(x) = | 天 (xy)Ky)dy， 


口 


其 中 ， 
(ar2x) 和 1 k 


一 a-0(x+y) C 
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地 se" p20 VxY), 
(7) = BE ri() 
下 面 用 到 关于 p(x) 的 以 下 关键 不 等 式 : 
p(x) < (xe*[2) A (Ce*/Vx), x > 0， (6.7.21) 
C 是 某 个 正常 数 . 将 以 上 不 等 式 代入 K,(x,y) 得 
K(x,y) < (ox 人 Col2xy 4)exp[ -ov -VY)’]. (6.7.22) 
直接 计算 易 得 


| Kx,y) dy =1-e””, x>0. 
只 要 证 
T(x) A |fi(x)- (1 -e”’)f(x)l| —0,a.e., 0 一 o. 
取 定 f 的 Lebesgue 点 x > 0, 今 
Gy) = { f(z) -Ka) 1dz (6.7.23) 
Ve >0, 取 6 > 0, 使 当 |1y -x1 和 6 时 1CO)1 和 ely-x1. 于 是 
1 (4) < K(xy) 有) -Ka) lay 


= 三 + EE: 十 [, 人 六 + 天 + 六 . 
首先 由 式 (6.7.22) 有 


ls a If(y) -fx) 1 dy 一 0，e 一 om. 

其 次 , 取 p > co, 仍 用 式 (6.7.22) 得 

< CU 人 ooy) -Ke) Noy, 
其 中 ， 

C(g,x) = Co x exp[-o(Vx+y 一 xD) +p(x+6)] 一 0，o 一 o. 
因而 五 一 0(c 一 o). 的 估计 稍 复杂 . 
nh < [Fac(y), 
其 中 , G(y) 依 式 (6.7.23)， 
F(y) = Co x yexp[ -ol(Vx -YYy) ]. 

用 微分 法 得 出 F(y) 在 点 x。 二 x -3/2o(o 充分 大 ) 取得 极 大 值 ,在 (x -~ 8,xo) 与 
(xo,x + 6) 内 分 别 单调 增 与 单调 减 ,F(xo) = 0(o”). 于 是 
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h<F,(yc9 | - 1 
< ely -FN)| -of (7 -dpe(y) -ef (ys) dp,ly) 


< 2e(z -0)F,(%) sae + ef :Fly)dy 


A e(Ji +J,+J,), 
其 中 用 了 两 次 分 部 积分 .由 x -x。= 0(o ") 与 f,(“0) = 0(o“) 得 一 0(o 一 
o ). 作 代 换 = o(Yx -Vy)’ 计算 


0 oo 
「 eA dy < | te-'d OU(c-2 1) ， 
x-6 oO 


由 此 得 J。 = 0(1)(o 一 %). 同 理 ,有 J = 0(1). 于 是 <0(1)(o 一 %). 综 


上 即 得 1,(x) 一 0(o 一 % ) ,如 所 要 证 . 口 
现在 说 明 一 下 不 等 式 (6. 7.21) ， 其 中 ， %> 0 是 任 给 的 首先 易 见 
4 


Hr < by or < e”, 
即 p(x) < xe’/2. Pe pe 0 函数 


1(%) = > read 2 


= 2 本 0 sin (x sin 0)db 
T 


三 和 | sin xt dt 
是 Vl-t 


2k+1 


与 g(x) 对 照 得 出 
Vxe “p(x) =—iVxe “J (ix) =-— 2 ie sin (ixt) 


tily | % 
a Td 


= const [ee <C, 
A 


dt 
一 


A “sh (xi) di 


其 中 , C 为 正常 数 . 这 得 出 g(x) < Ce*/ Vx. 
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传统 意义 上 的 函数 广 2 一 开 无 非 是 一 个 对 应 x 一 败 xz) e K(x e 0). 这 种 基 
于 “点 点 对 应 ”的 函数 概念 已 如 此 深 深 扎 根 于 人 们 的 习惯 ,似乎 天 经 地 义 而 不 可 动 
播 .但 实际 上 它 隐 含 着 重大 缺陷 . 首先 ,与 我 们 的 表面 印象 相反 ,点 函数 的 现实 基础 
并 不 可 靠 ,经 不 起 推 项 . 例如 , 若 拟 x) 表示 某 种 物理 量 分 布 的 密度 ,那么 在 一 点 的 
密度 至 多 是 一 种 抽象 ,其 客观 现实 性 与 实际 测定 都 不 无 问题 . 其 次 ,建立 在 点 函数 
基础 上 的 分 析 学 远 非 完美 , 主要 缺陷 是 常用 的 分 析 运 算 ( 微 分 、 积 分 、 级 数 求 和 、 
Fourier 变换 等 ) 大 受 局 限 . 例如 ,微分 运算 仅 对 很 狭窄 的 一 部 分 函数 有 效 , 对 于 函 
数 级 数 通常 不 能 逐 项 微分 . 经 典 函 数 的 分 析 学 即使 达 经 改进 与 推广 ,仍然 不 能 令 人 
满意 . 如 果 上 述 的 第 一 个 缺陷 还 可 以 勉强 容忍 的 话 ,那么 第 二 个 缺陷 则 从 根本 上 限 
制 了 分 析 学 的 发 展 与 应 用 . 

扫除 上 述 缺 陷 的 变革 初 看 起 来 可 谓 石 破 天 惊 :从 根本 上 破除 仅 用 点 函数 的 限 
制 ! 那些 完全 不 在 点 取 值 的 分 布 (测度 就 是 早已 熟悉 的 一 种 分 布 ) 也 应 纳入 函数 
概念 之 内 ,而 且 是 更 合理 的 函数 . 这 就 是 本 章 要 介绍 的 广义 函数 的 概念 , 它 开 始 于 
Sobolev 等 俄罗斯 学 者 关于 偏 微分 方程 广义 解 的 研究 ,而 由 法 国学 者 L. Schwartz 于 
20 世纪 40 年 代 末 首先 葛 定 其 理论 基础 . 广义 函数 论 整个 地 革新 了 分 析 学 ,并 为 分 
析 数 学 的 各 个 领域 提供 了 一 个 强 有 力 的 新 工具 . 像 Fourier 分 析 与 偏 微 分 方程 论 这 
样 十 分 活跃 的 数学 分 支 , 都 在 一 定 程度 上 被 “广义 函数 化 "了 . 

本 章 中 Q2 总 记 R" 中 的 非 空 开 子 集 , 通常 以 f,g 等 记 广义 函数 ,而 以 pg,y 等 记 


检验 函数 . (x) dx 总 记 帮 x) 在 R" 上 的 Lebesgue 积分 - 
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给 定点 函数 广 2 一 ,无 论 作 x) 所 表达 的 量 的 物理 含义 如 何 ,f(x) 在 2 内 的 
整体 性 质 或 宏观 表现 都 是 人 们 感 兴趣 的 ,而且 这 种 兴趣 往往 超过 对 个 别 函 数值 的 
关注 . 检测 大 xz) 分 布 特征 的 一 种 有 效 方法 是 :考虑 积分 


F(p) = | f(x)p() dx, 


其 中 , p(x) 是 适当 选取 的 检验 函数 , 它 取 自 某 个 检验 函数 空间 B. 正 是 泛 函 
F(p)(P e 更 ) 的 动态 全 面 反映 了 j/ 的 分 布 特征 , /在 个 别 点 * 的 函数 值 凡 xz) 反而 
不 那么 重要 了 . 一 旦 意识 到 这 一 点 ,一 个 全 新 的 想法 就 哆 然 而 出 :何不 干脆 据 弃 点 
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函数 这 一 限制 ,将 B 上 的 连续 线性 泛 函 也 加 入 到 我 们 所 使 用 的 函数 中 来 ? 

要 使 上 述 想 法 导向 有 价值 的 结果 ,检验 函数 空间 @ 的 适当 选择 无 疑 是 关键 
的 . 对 此 有 两 点 基本 的 考虑 . 首先 ,鉴于 对 广义 函数 的 分 析 运 算 实际 上 要 转移 至 B 
上 进行 ,自然 要 求 @ 由 充分 好 的 函数 组 成 ,使 得 在 其 中 容许 施行 通常 的 分 析 运 算 
且 服 从 良好 的 运算 规则 . 人 们 发 现 取 BB = C* (2) 就 是 一 个 好 的 选择 . 其 次 ,我 们 
希望 多 的 对 偶 B” 尽 可 能 大 一 些 , 以 使 它 包 含 尽 可 能 多 的 广义 函数 , 且 也 能 包含 通 
常 的 函数 空间 (如 等). 而 为 此 就 应 在 上 定义 较 强 的 拓扑 ,如 此 才 使 BB 上 的 线 
性 泛 函 更 容易 成 为 连续 的 . 对 于 C (2) 而 言 , 它 作 为 狠 0) ( 见 2.2 市 ) 的 子 空间 
的 拓扑 并 不 能 令 人 满意 ,因而 需要 在 其 中 引进 更 强 的 拓扑 , 即 所 谓 LF 拓扑 . 有 关 
LF 拓扑 的 构成 已 超出 第 1 章 所 准备 的 抽象 空间 知识 之 外 ,其 详细 表述 颇 不 简单 ， 
并 非 我 们 的 兴趣 所 在 .下面 仅 概 述 最 必需 的 那 部 分 结论 . 

LF 空间 的 定义 基于 以 下 引 理 : 

引 理 7.1.1 设 {1X,:ieN|) 是 一 列 F 空 间 , 每 个 X,(i e N) 是 X,, 的 闭 子 空 
间 , = UX,. 则 和 上 存在 唯一 拓扑 7, 使 得 以 下 结论 成 立 : 

(i) 耻 依 拓扑 7 是 一 个 LCS; 

(ii) X,(i e N) 依 原 拓扑 是 X 的 闭 子 空间 ; 

(让 ) 任 给 序列 {x,} CX, 在 中 x 一 x 司 存 在 i e NN, 使 得 |x,|} CX; 且 在 XX 
中 x 一 x*(k— % ); 

(iv) 若 了 是 一 个 LCS ,了 : 对 一 了 是 一 线性 算 子 , 则 T s L(X,Y) 会 Vi EN， 
7 了 1 下 e L(X,,Y). 特别 地 , 若 f: X 一 KK 是 一 个 线性 泛 函 , 则 /es 人 VieN， 
| 用 

引 理 7.1.1 中 的 拓扑 7 完全 决定 于 如 下 0 邻 域 基 : 

2 = {UVU CX:U 是 凸 集 ,Vi e N,X, NU 是 X 的 0 邻 域 }. 
从 如 上 的 0 邻 域 基 出 发 ,可 完成 拓扑 7 的 构成 并 验证 引 理 7.1.1 中 的 结论 (i) ~ 
(iv). 但 这 一 工作 颇具 技术 性 ,并 不 直接 关乎 本 章 的 主旨 ,因此 略 去 ,可 参见 文献 中 
很 标准 的 表述 (如 (Treves,1967)). 引 理 7.1.1 中 的 拓扑 7 称 为 归纳 极限 拓扑 , 称 
(X,7) 为 空间 序列 {XX 的 归纳 极限 ,写作 X = limX;, 并 称 X 为 LF 空间 ,其 中 的 拓 
扑 称 为 LF 拓扑 . LF 空间 比 F 空间 为 广 , 却 又 保留 了 下 空间 的 许多 性 质 . 正 因为 如 
此 ,基于 LF 空间 理论 的 广义 函数 论 才 具有 特别 优势 . 

现在 利用 引 理 7. 1.1 来 构成 所 需 的 检验 函数 空间 . 设 0<r< % , 任 给 紧 
集 KC 2, 令 
D'(K) = {op eC (1): suppo CKIl. 
取 人 2 中 紧 集 的 穷竭 序列 |K,} ,多 "(KK,) 作为 了 空间 多 (2) (由 式 (2.2.10) ) 的 闭 子 


空间 是 一 个 下 空间 . 显然 儿 '(K;) 是 乡 "(Ki, ) 的 闭 子 空间 ,C.(0Q2) = U YZ'(K;). 
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这 就 可 用 引 理 7.1.1 得 出 多 (0) = lim 多"(K,) 是 一 个 LF 空间 . 必须 强调 ,作为 
集合 , 多 (02) 就 是 C'(0) , 改 用 记号 多 "(0), 完全 是 要 明确 表示 其 中 采用 LF 拓 
扑 . 乡 "(0) 就 简写 作 纹 0). 结合 引 理 7. 1. 1 与 命题 2.2.2 得 出 若 { 9 C 多 "(0) 
是 一 序列 , 则 在 乡 "(0Q) 中 gp, 一 0 的 充 要 条 件 是 存在 i e N ,使 得 | pi C 多 "(K.)， 
且 当 1 al <r+1 时 90°9; 污 0(k 一 %). 而 这 又 等 价 于 存在 紧 集 KC 0, 使 得 { 9,} 
CY'(K), 且 当 i al <r+1 时 a"g9i; 污 0(k 一 %). 这 就 表明 ,多 "(0) 中 的 拓扑 (或 
收敛 性 ) ,实际 上 与 1K;| 的 选择 无 关 . { 多"(K,)|) 仅 在 定义 空间 多"(0) 时 起 作用 ， 
今后 几乎 不 再 提 到 它 . 

在 广义 函数 文献 中 ,习惯 于 用 “'” 来 表示 对 偶 空间 与 对 侦 算 子 ,而 这 却 与 本 书 
一 直 使 用 的 对 偶 记 号 相左 ,不 免 让 人 陷于 两 难 . 经 权衡 之 后 ,还 是 如 许多 作者 一 样 ， 
让 两 套 记号 各 行 其 道 . 因 此 ,在 本 章 中 分 别 以 多 (0) 与 允 00) 表示 空间 纹 0) 与 
多 (02) 的 对 偶 空 间 ， 当 不 必 注 明 开 集 Q 时 也 简写 作 急 ' 与 芒 /. 

定义 7.1.1 每 个 fe 儿 '(02) 称 为 2 内 的 分 布 或 广义 函数 , 空间 统 0) 称 为 
分 布 的 基本 空间 或 检验 函数 空间 ,其 中 的 成 员 称 为 检验 函数 . 

本 章 中 ,在 对 偶 空间 上 总 使 用 点 态 收 和 敛 拓扑 ( 即 弱 "拓扑 ) ,今后 不 再 男 作 说 
明 . 因 此 , 若 {fi C 多 '(0) 是 一 分 布 序列 , 则 f 一 0 总 意味 着 f(g9) 一 0(k 一 %， 
p e 妈 0)). 本 章 并 不 像 1.6 节 中 一 样 使 用 记号 太一 0. 

我 们 将 看 到 ,广义 函数 空间 多 '(02) 极其 庞大 , 它 包 括 了 足够 应 用 所 需 的 广义 
函数 . 但 其 中 成 员 过 于 庞杂 .“ 好 坏 ” 参 差 不 齐 ,我 们 希望 依据 某 种 “正则 性 ”等 级 
理 出 一 个 头绪 ,所 用 方法 基于 如 下 简单 结论 : 

引 理 7.1.2 设 X 与 Y 是 两 个 LCS, XX CY 且 包 含 映 射 1: CY 连续 ,在 Y 
中 稠密 , 则 对 偶 算 子 

2 A CA A (7.1.1) 
是 一 个 连续 单 射 ( 记 住 对 偶 空间 中 总 使 用 弱 "拓扑 ). 

在 引 理 7.1.2 的 条 件 下 ,通常 就 认为 Y CX', 今 后 将 总 用 这 一 缩写 而 不 再 解 
释 . 因此 , 若 @ 是 一 个 LCS, 殉 O) C 8B, 包 含 映射 i: 统 0 人 2) CB 连续 且 纹 0) 在 
瑟 中 稠密 , 则 不 妨 就 认为 @ C 多 (02) , 这 意味 着 任何 以 为 基本 空间 的 分 布 都 被 
包括 在 儿 '(Q2) 之 内 . 注意 :基本 空间 越 小 ,分 布 空间 就 越 大 . 定义 7. 1. 1 中 所 选择 
的 基本 空间 统 0) 可 以 说 是 最 小 的 ,可 选择 一 系列 空间 具有 如 同上 述 的 性 质 . 例 
如 ,可 以 写 出 如 下 的 空间 链 : 

| CN CT(N) CE(N) CE (0), 

UR') CIR) CHUR) CER) CR), 
其 中 ,0 <s <r < %. 式 (7.1.2) 中 所 有 包含 都 是 连续 的 且 纹 02) 在 多 "(0) 中 笛 
密 ( 由 定理 6.3.6(ii) ). 于 是 ,由 引 理 7.1.2 得 出 反 向 的 空间 链 


(7.1.2) 
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2 D 多 !(O) I DZ'(N) I EN) DH'(0), (7.1.3) 


ZZ'(R)IOF(R) OG(R) OSE(R) I Ss'(R'). 

这 样 ,就 有 了 分 布 空间 多 '(.0) 的 依次 缩小 的 一 系列 子 空间 . 或 者 等 价 地 说 ,一 般 
的 分 布 被 划分 成 一 系列 越 来 越 特殊 的 分 布 ,每 种 分 布 都 各 有 适当 的 名 称 . 例如 ， 
"(0) 中 的 成 员 称 为 阶 分 布 ?, 其 中 , 0 阶 分 布 也 称 为 Radon 测度 . 令 D5’ (D) = 
U 经 '(0) ,其 中 的 成 员 称 为 有 限 阶 分 布 ,9”(R") 中 的 成 员 称 为 缓 增 分 布 . 粗略 地 
说 ,分 布 的 阶 r 给 出 了 分 布 的 正则 性 等 级 ,r 越 小 ,r 阶 分 布 的 正则 性 就 越 高 ,这 种 分 
布 就 越 接近 于 通常 的 函数 . 当然 ,这 些 说 法 暂时 仅 有 模糊 的 含义 . 但 随 着 本 章 内 容 
的 展开 ,它们 将 逐步 获得 准确 而 清晰 的 解释 

给 定 一 个 线性 泛 函 /: 2X0) 一 ,一 个 重要 问题 是 如 何 判定 fe 多 '(0) 或 
属于 空间 链 (7. 1.3) 中 某 个 空间 ? 下 面 给 出 一 组 递 次 加 强 的 条 件 ,它们 首先 依据 一 
般 的 条 件 (1.6.4) 与 引 理 7.1.1(iv) ,同时 也 依据 空间 史 '(2) ,Z" (R") 等 的 结构 

(i) fe 多 '(0) 的 充 要 条 件 是 任 给 紧 集 K C 0, 存 在 r e Z,,C > 0, 使 得 

Iflp)l<sClplw, Vee RK), (7.1.4) 

其 中 ,| e | 依 式 (2.2.13) ,7 可 能 与 K 有 关 ， 

(i) fe 久 '(0) (0 < r < % ) 的 充 要 条 件 是 任 给 紧 集 K C 0, 存 在 正常 数 C， 
使 条 件 (7. 1.4) 满足 . 注意 与 情形 (i) 不 同 ,此 处 是 预定 而 非 选 择 的 ,r 与 天 无 关 ， 
特别 地 , fe 哆 '(2) 的 充 要 条 件 是 任 给 紧 集 K C 0, 存 在 正常 数 C ,使 得 


i f(g)jlsClolo, Vee MK). (7.1.5) 
(过 ) /es 多 '(02) 的 充 要 条 件 是 存在 紧 集 K C 02,r e Z, 与 C > 0, 使 得 
lflg)lsClolxr,, Ve eMD), (7.1.6) 


其 中 ,|| 9 x 依 式 (2.2.11),r 可 能 与 K 有 关 . 

(iv)f e 多 '(0) (0 <r < %) 的 充 要 条 件 是 存在 紧 集 KC 02 与 C > 0, 使 条 
件 (7.1.6) 满 足 .注意 此 处 > 是 预 给 的 ,与 天 无 关 . 

(v) fe .有 (BR ) 的 充 要 条 件 是 存在 r e Z,,C > 0, 使 得 ( 见 定 义 6.5.2) 

| Ap) | 和 C ,max | x*asp 1， Vo ee AR'). (7. 1.7) 

注意 ,条 件 (7.1.4) ~ 条 件 (7.1.7) 作为 充分 条 件 使 用 时 ,只 要 对 p < 多 验证 
就 行 了 . 若 作为 必要 条 件 使 用 , 则 可 依 情况 扩大 9p 的 范围 . 例如 , 式 (7. 1.5) 中 可 设 
p e 多 (K), 式 (7.1.7) 中 可 设 p e (RR"). 

现在 该 举 一 些 广义 函数 的 例子 了 . 

例 7.1.1 (i) 正则 分 布 . 设 f e Lo.(0) , 令 


中 或 称 阶 和 的 分 布 :但 这 种 似乎 更 准确 的 说 法 好 处 不 多 , 徒 增 不 便 . 
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Tr(p) = | Kxz)o(z)dx，9p se HAN). (7. 1. 8) 
任 给 紧 集 KC 02,p e 殉 天 ) ,显然 有 
WACONE AIKI el。， 
可 见 满足 条 件 (7. 1.5) ,因而 7 是 一 Radon 测度 . 由 命题 3.5.2, 若 7 =0, 则 f = 
0,a.e.. 因 此 , 若 及 (2) 中 几乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 , 则 /一 7 是 一 单 射 , 因 
而 不 妨 将 /与 7 视 为 等 同 ,就 认定 fe 统 '(0). 这 样 ,至 少 已 将 一 部 分 经 典 函数 归 
入 广义 函数 之 内 . 需 知 , LL.(.0) 是 一 个 很 大 的 空间 ,实际 问题 中 涉及 的 经 典 函数 
很 少 越 出 它 之 外 . 因此 , 多 '(.0) 不 能 包括 所 有 经 典 函 数 未 必 是 很 大 的 缺陷 . 
式 (7.1. 8) 的 右 端 也 写作 〈j,p》 或 (Kx) ,p(x)). 推 而 广 之 , 对 任 给 f e 
Z '(0) ,pe 殉 0) ,也 约定 ( 见 式 (1.6.10)) 
Hp) = fp) = (Kxz),p(z)》 (7.1.9) 
但 式 (7.1.9) 中 的 f(x) 并 不 表示 /在 x 的 值 , 需 知 f 没 有 值 /(x) ! 它 只 不 过 是 标明 检 
验 函数 9 以 x 为 变 元 而 已. 
fe LL.(0) 称 为 正则 分 布 或 正则 广义 函数 ,正则 分 布 以 外 的 分 布 称 为 奇异 分 
布 . 在 广义 函数 论 中 ,关注 的 主要 对 象 无 疑 是 奇异 分 布 , 而 不 是 正则 分 布 . 从 逻辑 上 
说 ,奇异 分 布 必定 是 大 量 的 ,而 正则 分 布 则 不 过 是 少见 的 特例 . 但 能 实际 举 出 的 奇 
异 分 布 的 例子 暂时 还 不 太 多 . 
(ii) 复 测度 . 不 难看 出 有 连续 的 包含 多 (0) C C60(0) 且 多 "(0) 在 Co(0) 中 
稠密 . 因此 根据 引 理 7. 1. 2 与 定理 3. 5. 3 ,不妨 认为 有 (0) C 统 '(0) ,这 意味 着 ,0 
上 的 复 测度 均 为 Radon 测度 或 0 阶 分 布 . 任 给 v e M(0) ,有 


Cv,9) = (v(%),9(x)) = pq. 


这 样 , 同 时 作为 广义 函数 , 复 测度 与 局 部 可 积 函 数 的 界线 消融 了 . 

同样 容易 看 出 有 连续 的 包含 多 (R") C Co(R") 且 光 在 Co(R") 中 稠密 ,因此 
可 以 认为 M(R") C .7'. 这 就 意味 着 有 上 的 复 测度 都 可 看 作 缓 增 分 布 . 

(十 ) 正 测度 . 设 久 是 QQ 上 的 任 一 正 Borel 测度 (不 必 有 限 ) , 令 


(pp) = [pdp, p <e HAN). 


任 给 紧 集 KC 0,p e 殉 开 ) ,显然 有 1 《4,p) 1 万 pK 上 9 有 。, 即 条 件 (7.1.5) 满足 . 
因此 人 是 CQ 上 的 Radon 测度 . 这 样 ,Radon 测度 也 包括 了 所 有 正 Borel 测度 ,特别 包 
括 了 Lebesgue 测度 . 因此 ,Lebesgue 测度 是 广义 函数 ! 
(iv) 6 函数 . 设 6 是 x = 0 处 的 Dirac 测度 , 则 如 上 所 述 , 它 是 一 个 Radon 测度 ， 
对 于 它 有 
(6,9) = (6(%) ,p(x%)) = 9(0), ov ee UR'). 
历史 上 ,人 们 曾 将 5(*) 当 作 一 个 在 x = 0 取 值 m ,而 在 它 处 为 零 的 函数 ,并 称 之 为 
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8 函数 . 现在 能 严格 证 明 ,5(z) 不 是 一 个 点 函数 ( 即 不 是 正则 分 布 ). 不 过 , 仍 保持 6 
函数 这 一 名 称 ,以 记 住 它 在 广义 函数 论 形成 的 历史 上 曾 起 过 的 重大 作用 
(v) 广义 函数 任 给 we SR) ,定义 
fp) = lim | eas 人 宇和 人 dr 


任 给 紧 集 KCR, 取 b >0, 使 KC[-6b,b].YVop ee 氏 K), 有 
[| f(w) 1 = [a 


1x| > 


b 
下 [29'(&.) de|< const| 9' lo, é. E (-%,%). 


可 见 取 r = 1 使 条 件 (7.1.4) 满 足 ,因而 fe 多 1(R) , 即 f 是 R 上 的 一 个 一 阶 分 布 . 
不 能 认为 1 就 是 点 函数 x”, 因 x” 并 非 局 部 可 积 . 将 x*” 看 成 分 布 时 通常 使 用 记号 
P. (x”). 如 果 就 用 记号 x”, 则 应 理解 为 


(地 90%) ) = lim | 2 qs. (7.1. 10) 


利用 例 7.1.1 中 的 讨论 ,现在 已 可 将 空间 链 (7.1.3) 稍 加 扩大 
ee CIO) CH(N) CAHN), lspso%, 
L (0) CMCO) CHAN CD'(0). 

可 以 验证 以 上 包含 都 是 连续 的 . 实际 上 ,有 更 进一步 的 结果 

定理 7.1.1 (i) 包含 纹 0) C 多 '(02) 连续 且 统 0) 在 儿 '(0) 中 稠密 ; 

(ii) 设 1 p< % , 则 包含 P(R”") C .F(R") 连续 且 L(R") 在 7(R") 中 
稠密 . 

证 (i) 包含 的 连续 性 是 显然 的 .为 证 纹 0) 在 多 (2) 中 稠密 ,由 命题 1.6. 2， 
只 要 证 纹 0)+ = {0|}. 由 定理 1.6.4, 在 弱 拓 扑 意义 上 殉 O) 是 儿 '(02) 的 对 偶 空 
间 , 而 纹 0Q)”= {0} 是 显然 的 . 

(ii) 设 qg = p/(p -1). 任 给 fe P(R"),p € 纹 R"), 当 m 充分 大 时 , 有 

| Gp) ts Hf, + x1) ,| (+l x1° ) "yl, 
这 推出 fe .7'(R")( 用 条 件 (7.1.7)) 且 包 含 P(R") C .YY'(R") 连续 .为 证 稠密 
性 , 仍 用 (i) 中 的 方法 . 设 f es 多 (R")， 
[fx) (x) dx =0, Vo erL(R'). 

这 显然 推出 f = 0 (如 用 推论 3.2.3(i) ). 这 推出 在 .7 中 稠密 . 口 

以 上 结果 初 看 起 来 颇 令 人 惊异 :最 坏 的 函数 fe 多 '(0) 居然 可 用 最 好 的 函数 
( 即 殉 O) 中 的 函数 ) 无 限 和 逼近 . 这 就 说 明了 ,函数 空间 纹 0) 与 乡 (0) ,作为 两 个 
极端 看 来 相距 遥远 ,但 实际 上 却 很 接近 . 由 此 可 见 , 对 立 的 两 极 是 相通 的 !/ 有 了 定理 
7.1. 1 这 样 的 结果 ,将 普通 函数 的 一 些 结论 推广 于 广义 函数 ,就 比较 有 信心 了 . 


(7.1.11) 
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广义 函数 虽然 不 是 点 的 函数 ,无 法 说 及 它 在 某 点 的 性 质 ( 如 不 能 说 到 广义 函 
数 的 零点 ) ,但 仍 可 说 到 广义 函数 的 局 部 性 质 ,下 面 就 来 严格 界定 . 任 给 非 空 开 集 
U CQ2, 有 自然 的 包含 统 U) C 殉 0O) ,因而 每 个 fe 儿 '(02) 可 限制 到 纹 U) 上 去 ， 
且 显 然 赂 殉 D) e 多 '(0). 就 将 fl 纹 U0) 简写 作 fl U0, 并 称 它 为 f 在 UV 内 的 限制 . 
设 P 是 关于 分 布 的 某 个 性 质 , fe 多 '(02). 若 Vx e 02, 存 在 x 的 开 邻 域 VC 0, 使 
得 fl V 具 有 性 质 P, 则 说 f 局 部 地 有 性 质 P. 若 对 任何 js 多 '(02) ,ff 有 性 质 P 时 f 
局 部 地 有 性 质 P, 则 说 P 是 一 个 局 部 性 质 . 下 面 建立 的 定理 为 研究 分 布 的 局 部 性 质 
创设 了 条 件 . 

定理 7.1.2 设 人 2 是 非 空 开 集 U (a e 4) 之 并 ,As 多 '(U)(a e 4) 满足 条 件 

fal U.NU = fol UsN Us, aB < 4 (7. 1. 12 ) 
( 当 UN Us = 8 时 认定 式 (7.1.12) 自动 成 立 ) , 则 存在 唯一 的 fe 多 '(0) ,使 得 
f=f1 Ul(a eh).f, € DZ'(U.)( Va eh), 则 f € 2'(0). 

证 由 后 面 补 证 的 单位 分 解 定理 ,存在 从 属于 开 和 覆盖 {U。| 的 单位 分 解 

1 和 A。 CC” (2). 定义 
Hp) = PD f(Ah9), ve UD). (7. 1. 13) 


因 supp 9 至 多 与 有 限 多 个 supp A。 相交, 故 式 (7. 1. 13) 实际 上 是 一 个 有 限 和 . 由 
Ap <e 妇 U6) 知 大 (Asp) 有 定义 . 因此 f(y) 的 定义 合理 . 任 给 紧 集 K C 02,K 仅 与 
有 限 个 supp A。 相交 , 令 K; = 天 mn supp A 任 给 9 s 玖 K) ,有 Ap s 织 天 ). 取 
r e Z, 适当 大 ,对 每 个 大 应 用 条 件 (7. 1.4) 得 


[fg)1< 也 1A(Aup)1< Beonst IAsp lo 


< const || 9 | ,, 
其 中 用 了 Leibniz 公式 (2.2.7). 可见 f 满 足 条 件 (7.1.4) ,因而 fe 乡 '(02). 若 已 知 
fe 多 '(U,), 则 验证 条 件 (7.1.4) 时 即 可 用 此 固定 的 +, 因而 fe 多 '(02). 若 
9p e 弘 U,), 则 VB eh4 有 App e 纹 U Nn Ug), 因而 由 条 件 (7.1.12) 有 fs(App) = 
大 (Asp). 于 是 


八 p) = 之 万 (Aog) 全 入 大 (hey) 


=f. ( DApp) = 人 (9)， 
B 
这 得 出 站 U。 = 大 (a es 4). 口 
由 定理 7.1.2 特别 推出 若 / s 今 ' (2) , 则 /= 0 优 j 在 2 内 局 部 地 为 零 , /是 
r 阶 的 拓 / 局 部 地 是 > 阶 的 . 利用 以 上 结论 ,又 可 将 定义 支 集 supp j 的 式 (3.5. 11) 推 
广 到 广义 函数 . 对 任 给 f e 多 '((2) ，j 的 支 集 supp /定义 为 
suppf = 人 {x e Q2: 存在 x 的 开 邻 域 U 使 fl U =0|. (7. 1.14) 
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利用 支 集 概念 可 建立 如 下 简单 而 常用 的 结论 : 

推论 7.1.1 设 fe 多 '( 人 2),V 是 4 = suppf 的 开 邻 域 ,p,y ee 纹 02),plV = 
ylV, 则 f(g) = f(y). 

证 设 p17 =0, 只 要 证 f(g) =0. 令 U = 0M, 取 0 上 从 属于 {U,V 的 C* 单 
位 分 解 {Ai,Az| , 令 gp; =Aip(i =1,2). 由 pi e 纹 U0) 与 f1U =0 推 出 fp) =0. 
由 pgp1V = 0 推出 pg, = 0, 从 而 Hg;) = 0. 于 是 fp) = f(g1) + 凡 w) = 0, 如 所 
要 证 . 口 

推论 7.1.1 表明 , f(y) 仪 决定 于 “在 supp 邻近 ”的 状态 . 

现在 来 补 证 定理 7.1.2 之 证 中 用 到 的 单位 分 解 定理 ,此 定理 在 分 析 中 应 用 甚 
广 ,本 章 中 还 将 多 次 用 到 它 . 首先 给 出 以 下 概念 : 设 .如 是 拓扑 空间 XX 中 的 一 个 集 
族 . 若 Vx seX,x 的 某 个 邻 域 仅 交 于 .名 中 有 限 多 个 集 , 则 称 . 允 为 局 部 有 限 族 . 若 . 才 
为 局 部 有 限 族 , 则 易 建 立 等 式 

U {IA:A4e.GB|l =U {4:4e -人 如. (7.1.15) 

定理 7.1.3 设 人 2 是 一 族 开 集 {U,: a e 4| 的 并 , 则 存在 {A。} C C” (0) ,使 得 
A。< U, |supp A。| 是 一 个 局 部 有 限 族 , 》 A。= 1. 

如 上 的 1A。} 称 为 上 的 从 属于 { UV.} 的 C” 单 位 分 解 . 

证 取 2 中 紧 集 的 穷竭 序列 |K,| , 令 K。= 9， 

E,; = Un (Ka \K), ieN. 

Vx e ,, 取 x 的 紧邻 域 V,, CE,, .固定 i, 取 iV,,: a e 4,x e ,| 的 有 限 子 
族 , 记 作 { V1 ,使 之 覆盖 紧 集 KK,,,\K,*， 取 某 个 ,; 包含 V, 并 将 其 记 作 月 . 然后 取 
遍 ; es NN, 将 由 如 上 方式 所 得 的 可 数 个 集 重 新 排列 为 {Vi ,WW| , 则 VV 是 紧 集 ,下 是 开 
集 ,VC WW,Q2 = UV,{ WW| 是 局 部 有 限 族 . 由 引 理 6.3.1, 有 &8; e Ce (0) ,使 万 < 
gj < W. 令 g = gi. 因 |supp g;| 是 局 部 有 限 族 , 故 》8) 局 部 地 是 有 限 和 , 因 
而 g e C"(02). 由 02 = UV 推出 g(x) > 0(x e 02) ,因此 f A g/g eC" (02)， 
suppf; = supp 8; C WW, 》f = 1. 现在 将 {fi} 改造 成 所 需 的 {和 A。}. 因 WW 必 仿 于 某 
个 U,, 故 可 取 定 a e 4, 使 得 WC Us 令 A。 = 2f, 当 [ji: om = al = 时令 A。 


= 0, 则 A。e CO) ,利用 式 (7. 1.15) 得 
supp A。 = U suppf CUs, a ed, 


这 得 出 A。< U,. 从 {supp fi| 局 部 有 限 推出 {supp A。| 局 部 有 限 ， 
LE 
可 见 {A。: a e 4} 是 合 于 要 求 的 C” 单 位 分 解 . 口 
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7.2 广义 函数 的 运算 


广义 函数 论 的 一 个 基本 课题 是 :将 施行 于 点 函数 的 一 些 运算 (包括 代数 运算 、 
极限 运算 、 微 分 运算 、 变 量 代 换 、 卷 积 、Fourier 变换 等 ) 推 广 于 广义 函数 ,并 建立 相 
应 的 运算 规则 . 利用 广义 函数 的 运算 至 少 可 解决 如 下 两 方面 的 问题 : 

(A) 将 给 定 广 义 函 数 表 为 适当 的 点 函数 经 某 些 运算 而 得 的 结果 ,这 就 在 一 定 
程度 上 揭示 了 广义 函数 的 结构 . 本 节 的 后 半 部 分 将 致力 于 此 . 

(B) 从 经 典 函 数 及 少数 已 知 的 非 平凡 广义 函数 (如 6 函数 ) 出 发 ,利用 适当 运 
算 构成 新 的 广义 函数 ,以 满足 应 用 上 的 各 种 需要 . 鉴于 直接 给 定 的 非 平 几 广 义 函数 
为 数 有 限 , 通 过 运算 来 构 作 广义 函数 就 成 了 特别 有 价值 的 方法 . 

首先 简单 讨论 一 下 极限 运算 , 它 与 下 面 将 要 考虑 的 其 他 运算 在 方法 上 与 形式 
上 都 很 不 相同 . 设 下 是 某 个 基本 空间 ,给 定 分 布 序列 { 凡 | CB' 及 f e B'. 鉴于 已 经 
约定 在 B' 中 总 使 用 弱 ” 拓扑 ,因此 说 到 fi 一 f 时 总 是 指 fh(9) 一 败 p)(VoP e 更 )， 
相应 地 ,在 @' 中 f = 》 fi 总 意味 着 fp) = 》fh(qp)(VYVep eB). 这 一 点 今后 将 不 
再 解释 . 若 对 任何 序列 | C B', 只 要 |fh(q)}(p e 更) 便 收 敛 ,其 极限 函数 /就 一 
定 属于 @B', 则 称 空间 @B' 是 序列 弱 完 备 的 . 预知 B' 序列 弱 完 备 对 于 判定 分 布 序列 
的 收敛 性 意义 重大 . 例如 ,车 {fh} C 更 ', 则 只 要 能 判定 > 所 (p) 收敛 (Vp es 更 ) ， 
就 可 断定 必 有 某 个 fe 更 ' 使 得 Kp) = > HGp)(YVp e 8) ,而 这 样 的 可 能 并 不 
预知 且 也 未 必 能 实际 确定 . 考虑 到 这 一 层 理由 ,以 下 定理 对 于 展开 广义 函数 论 的 重 
要 性 就 十 分 明显 了 : 

定理 7.2.1 空间 多 '(0) ,2'(0) 与 .7'(R") 都 是 序列 弱 完 备 的 . 


立即 用 一 个 简单 例子 来 作 解 释 . 设 f(x) = > sn hx. Ve e 2XR), 有 


| (sin jx ,p(x)》1 = 三 ecoan kxdx | 


= 人 9p”“(x ) sin kxdx | 


< 方 |. lp"(s) 1 dr = S77 
其 中 用 了 两 次 分 部 积分 . 于 是 


2 | (sin jx ,p(%) 》 | 到 >» de 1: < o ， 
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可 见 > (sin ix,p(x) 》 收敛. 因此 ,由 多 '(R) 的 序列 弱 完 备 性 得 出 /es 多 '(R). 
此 例 的 颇 为 惊人 之 处 是 在 通常 意义 上 ，》, sin kx 根本 就 不 收敛 . 当然 ,上 面 所 说 的 
和 函数 妃 x) ,必定 是 一 广义 函数 而 非 经 典 函 数 . 
下 面 转向 其 他 运算 . 本 节 中 只 考虑 一 元 运算 , 它 能 最 清晰 地 表现 出 广义 函数 运 
算 的 一 般 思想 . 简单 地 说 就 是 :借助 于 某 种 对 偶 , 将 施 于 广义 函数 的 运算 转移 到 检 
验 函 数 上 , 因 检 验 函 数 是 充分 好 的 函数 , 故 通常 可 顺利 完成 各 种 运算 , 且 运 算 性 质 
良好 ,而 这 又 使 广义 函数 的 相应 运算 具有 足够 良好 的 性 质 . 
设 B 是 某 个 基本 空间 ,4 是 施 于 BB 上 的 某 种 运算 . 通常 , 易 验 证 4 e L(B) ( 记 
号 依 1.5 节 ). 产能 找到 一 个 4”e L(@) ,使 得 
(Af,p) = 4 0，Jpe5 (7.2.1) 
(注意 此 处 f 与 4f 均 当 作 分 布 看 待 ) , 则 称 4” 为 4 的 形式 对 偶 或 形式 伴随 . 然后 将 
式 (7.2.1) 中 的 fe 更改 为 s B', 就 得 到 4/ 的 定义 式 , 即 
(hf,p) = (14 op)，jesgGpe9. (7. 2.2) 
将 式 (7.2.2) 与 式 (1.6.20) 对 照看 出 , 算 子 
A:90'—9D', f—Af 
正 是 4 ”的 对 偶 算 子 . 于 是 直接 由 对 偶 算 子 的 性 质 得 出 
命题 7.2.1 设 瑟 是 某 个 基本 空间 , 4: B 一 B 是 一 线性 算 子 . 符 有 4”e 
L(@) 使 恒等式 (7. 2. 1) 满足 , 则 以 下 结论 成 立 : 
(i) Vf e 2B', 存 在 唯一 Af e B' 使 等 式 (7.2.2) 成 立 ; 
(ii) 4 在 B' 上 连续 , 即 若 在 @B' 中 f./, 则 Af 一 4f. 若 在 更 ' 中 级 数 》 大 收敛 ， 
则 4 了 所 = > 4A; 
(十 ) 若 f e BB, 则 式 (7.2.1) 与 (7.2.2) 中 的 41 一致 . 
其 中 结论 (十 ) 可 加 强 为 :若是 某 个 正则 分 布 , 它 使 得 4f 有 定义 且 式 (7.2.1) 
成 立 , 则 此 4 也 就 与 由 式 (7. 2.2) 决定 的 4/ 一致 . 
以 上 方案 的 实施 有 赖 于 确定 形式 对 偶 4” ,这 当然 只 能 依 具体 情况 具体 解决 . 
下 面 以 最 重要 的 微分 运算 为 例 来 作 说 明 . 
给 定 一 个 r 阶 微分 算 子 
4 = 》 ao(x)D?*， (7.2.3) 


其 中 ,oo(x) e C"(0) (lal<7),D =-io. 任 给 f,p es 到 0) ,反复 运用 分 部 积 
分 可 以 验证 


(4f,9) = Pee EDs) ols) 


= FLAC Dos) pl)) a = Ap), 
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其 中 ， 


4"9p = Dp D) “(a.p). (7.2.4) 
利用 Leibniz 公式 (2.2.7) ,可 将 4* 写成 一 个 阶 微分 算 子 
A* = 有 0.(xz)D*， (7.2.4)， 


其 中 , b,(x) e C”(0) 是 由 as(x) (1 B1 大 r) 求 导 得 到 ,并 无 必要 写 出 其 确切 表达 式 , 由 
定理 2.2.2 可 知 4 eZ( 芭 2) ). 结合 引 理 7. 1.1 可 进而 得 到 4 ”es CC 殉 O) ). 这 就 可 将 
命题 7.2. 1 用 于 4 ,于 是 得 到 了 以 下 结果 的 一 半 : 

定理 7.2.2 设 4 = py a,(x%)D* 是 > 阶 微分 算 子 ,a (x) e C”(0)(lal<s 


r) ,4” 依 式 (7.2.4) , 仍 以 4 记 4 的 对 偶 , 则 以 下 结论 成 立 : 
(i) 4: 多 CO) 一 儿 '(0) 是 一 个 连续 线性 算 子 . 车 f e C"(0) , 则 /作为 经 
典范 数 与 作为 分 布 所 得 的 4f 一致; 
(ii) 若 a,(x) e (alsr) ,此 处 
y= {peC (R ): Va eZ',0"9 是 缓 增光 数 |， (7.2.5) 
op 是 缓 增 函 数 会 3r > 0,1o(x)1 sconst (1 + x1 )', 则 4: (RBR') F(R") 
是 一 个 连续 线性 算 子 . 
证 ”只 要 证 (i) 且 只 需 验 证 4*e ZL(2 ) ,= (BR"). 设 b,(x) 依 式 (7.2.4) ， 
则 必定 b.(x) e 地 (al 大 nn). 已 知 D* ee 上 (7 )( 见 命题 6.5.2). 余 下 只 需 证 若 8 
E Cr , 则 
.0 0 一 8 (7.2.6) 
是 连续 线性 算 子 . 任 给 ,8 e 24,p e 多 有 
1 apir(gp)1< > (9 97gop1 < Q(x) D1 pl!, 


其 中 , 08(x) 是 某 个 与 p 无 关 的 多 项 式 , 此 处 用 了 9 7g 为 缓 增 函数 . 以 上 不 等 式 正 
表明 式 (7.2.6) 是 连续 线性 算 子 ,如 所 要 证 . 口 
若 分 别 取 4 = D* 与 4 = g(x) e C” (80) , 则 易 见 分 别 有 4”=(〈- D) 与 
4”= g, 因 而 从 式 (7.2.2) 得 
(D"f,p) = (f,(-D)"y), (7.2.7) 
(gf,9) = 《gp)， (7.2.8) 
其 中 ,fe 多 '(0) ,pe 殉 0) 或 者 1e 之 (R"),p e .ZX(R") ,但 对 于 式 (7.2.8) 要 
求 g e 声 . 最 后 这 一 点 表明 (2 C ,因此 GB 称 为 .7 的 乘 子 空间 . 因 1 e .~ ， 
故 rp C .特别 地 ,9 包含 了 所 有 和 多项式. 
现在 就 来 看 一 些微 分 运算 的 例子 . 
例 7.2.1 (i) 所 谓 Heaviside 函数 定义 为 有 HH = tio。,，, 它 是 Heaviside 为 描述 
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突然 断 开 的 电路 提出 的 . 这 个 从 传统 分 析 眼 光 看 来 毫 不 起 眼 的 函数 , 因 以 下 性 质 而 
令 人 注意 : Vp e 有 殉 及 ) ,由 式 (7.2.7) 有 

(H'’,p) = (H, - 9') = -| w(z)dx = 9(0) ， 


这 表明 H' = 6, 或 者 说 ,H 是 6 函数 的 原 函 数 . 
(ii) 设 f(x) =| x1 (x e R). Yo ee 妇 R), 有 


fs9)= -9) =- 1! p(s)d 
=- [xp'(x) ds + [ xp’ (x) dx 
= [wod -|p(#) ds 


= [Csgn x)p(x)dx = (sgn x%,p(%)), 


故 得 f'(x) = sgn x. 表面 上 看 ,这 一 结果 似乎 与 直接 求 导 的 结论 一 致 ,但 实则 不 同 . 
在 经 典 意义 上 , f(x) 在 x = 0 处 不 可 微 , 而 在 分 布 意义 上 ,f(x) 作为 整体 可 微 , 且 
sgn x 作为 一 个 整体 是 f 的 导数 ,不 能 说 等 式 f(x) = sgn x 不 适用 于 x = 01! 

( 道 ) 设 几 xz) = In1 x1, 易 见 f e Li.(R). 任 给 pg es 统 R), 有 


(f ,p) = -wo X | dx 


=- | wz)msx 有 - [wan 
二 | p(x%) 0 
这 与 例 7.1.1(v) 对 照看 出 f(x) = P(x). 


(iv) 设 f e NBV,NBV 依 式 (3.7.15), 则 "(x) 在 R 上 几乎 处 处 存在 且 f 与 7 
均 为 R 上 的 正则 分 布 . 以 Df 记 f 的 分 布 导数 , 则 对 任 给 9 s 弘 及 ) 有 


(Df,g) = Y, -¢') =- [fap 
= [pdf = (pd, 
其 中 ,v 是 f 生 成 的 LS 测度 (由 定理 3.7.4). 因此 Df =v, Df =f'Sfe AC. 
(v) 已 知 /(*) = 对 si 有 是 RR 上 的 分 布 ,而 在 分 布 意义 上 逐 项 微分 总 是 可 行 
的 (由 命题 7.2.1(i) ) ,于 是 有 
f(x) = 2 kcos kx, f'(x) =- 之 上 si jx ， 
从 经 典 分 析 的 眼光 看 来 ,这 些 结果 是 更 加 “ 莞 刻 " 的 
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(Wi) 设 f(x) = P(x-!) , 今 计算 乘积 xf(x). Yp < 2R) ,有 
(xf(x) ,p(x)) = (f(x), x p(x)) 
= lim | ds = (1,9), 
sm0+ be 


这 得 出 xf(x) = 1, 即 xP.: (x ”)=1. 
(vii) 设 f e C”(R), 今 求 乘积 1 6 与 16'. Yop e 殉 及 ) ,有 
(f 6,9) = (6,fp) = f(0)p(0) = f(0) (6,9),， 
(f6',9) = (6, - (fp)') = (6, -fo -fo') 
=-f(0)p(0) -f(0)p'(0) = (f(0)6’ -f (0)6,89), 
故 得 f6 = f(0)6, f6' = f(0)6’ -了 (0)6. 
命题 7.2. 1 显然 亦 可 用 于 4 是 不 同 分 布 空间 之 间 的 映射 的 情况 ,广义 函数 的 
变量 代 换 就 属于 这 种 情况 . 设 h: (2 一 0 是 一 个 C” 的 微分 同 胚 , 令 A4f =f。h, 则 当 
fe 5 珀 0),pe 殉 人) 时 有 


(4fjp)》 = | fh(y) ) p(y) dy 


= | f(x) oh (%)) | det h’'(h-'(x)) 1 dx 


= (f/f,A* 9), 
其 中 ， 
4*op(xz) = p(h'(x)) | deth'(h™ (x))1-. 
因 可 验证 4*e L( 纹 (2), 纹 00)) , 故 变通 应 用 命题 7.2. 1 得 出 :车 4 依 式 (7.2.2)， 
则 4 s L( 多 '(0) ,区 (2 ) ). 知 仍 记 41 = f。h, 则 
(foh,p) = (f,A*y), fe DBD'(0),p ee AD). 

分 别 取 h = ro(a e R") 与 h(x) =-% 得 到 

(Tf,0) = ,T7989), fe DN) ee at+Q), (7.2.9) 


Fp) = ,8), fe DZ ' (0),pe A-0). (7.2.10) 
类 似 地 , 若 取 h(x) = Qx,Q e GL(R"), 则 有 
FQx) ,p(x)) = (f(x),p(Q x) | det 017), (7.2.11) 


其 中 ,fe 多 '(R"),p es XR"). 
下 面 转 入 本 节 的 另 一 个 主要 论题 :通过 微分 运算 来 阐明 广义 函数 的 结构 . 
定理 7.2.3 设 f e 多"(02) , 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 
(i) 任 给 supp 了 的 开 邻 域 V, 存 在 一 个 有 限 族 if。| C C.(V) ,使 得 
f= 20,; (T2125 
(ii)f € &'(0); 
( 诞 ) 有 紧 文 集 . 
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证 〈i 一 (ii) 不 妨 设 f = 9g,g e C.( 人 2). 令 K= supp 8g,V9 e 织 100) ,有 
| 《joy1=1《48 op)1< lelliloplx, 

这 表明 条 件 (7. 1.6) 满 足 , 因 而 fe 多 "(0). 

(ii) 一 (ii) 设 f ee 多 '(02), 紧 集 K 依 条 件 (7.1.6), 令 U = 0\KVYope 
妈 U0) ,由 式 (7.1.6) 显然 有 Ap) = 0, 因 而 fl UV = 0. 故 得 suppf CK,f 有 紧 支 集 . 

(证) (i) 设 4 = supp /为 紧 集 ,Y 是 4 的 开 邻 域 , 今 要 求 出 一 个 形 如 (7. 2. 
12) 的 分 解 式 . 这 是 本 证 明 的 主要 部 分 ,需要 某 些 略 带 技术 性 的 构造 步骤 . 取 4 的 
紧邻 域 玉 ,使 CTY( 由 定理 1.3.6). 取 r e Z, ,使 条 件 (7.1.4) 满足 . 式 (7.1.4) 与 
supp f CK 一 起 推出 fe 多 '(00). 令 m =r+n, 设 大 是 满足 | al 达到 的 ae 2 之 
个 数 . 任 给 pg es 纹 K) ,由 不 等 式 (7. 1.4) 推出 


| f(p) | <const max 


ekK,lal <m 


[p(y| 
< const max | og i 
令 X = L'(K) , 则 上 述 不 等 式 表明 
F: (0°9)lu<n fp) 
是 做 的 某 个 子 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 . 由 Hahn-Banach 定理 ,不 妨 设 Pe (到 ) 
因 (XY)' = (L"(K))*( 由 定理 3.5.2) , 故 存在 g。e L”(K) (1 al < m) ,使 得 对 任 
给 pe 2MK) 有 
fg) = Ef) (a) pl) dr = (oe,0), 


这 得 出 f= 允 3"g。. 但 此 分 解 式 尚 不 合 要 求 , 需 要 加 以 改造. 下 面 的 处 理 方法 鼎 为 
典型 ,在 广义 函数 论 中 经 常用 到 . 补充 定义 g。1 K" = 0, 因 而 可 设 g。e L? (R"). 令 
e = (1,1,…,1) eZ , 则 

ge(x) = 0°| ge(7)dy 全 8Boe(z)， 
因 可 用 B。,。 取代 g。, 故 不 妨 设 g。e C(R"). 取 和 A e 纹 V) ,使 Kk < 和 A < 了 (由 引 理 
6.3.1). Vp e 殉 C) ,有 


(f,9) = (Fog.20) 2 (ge, 0)°(Ap)) 
= FE-1D)"()(g,0" Mp) 


Qa 
a Ba B 


= ED" (0)(- a) (es) ,0), 
a Ba B 

由 此 已 能 看 出 形 如 式 (7.2. 12 ) 的 分 解 存在 . 口 
推论 7.2.1 (i) 8'(O) C @'(0); 
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(ii) L(0) C EW,1s<spso%; 

(十) 若 f e 多 '(0) , 则 存在 g e C(0) ,B e Z' ,使 得 f = 9g. 

证 结论 (i) 与 (ii) 是 明显 的 , 今 证 (让 ). 因 ,了 已 有 形 如 式 (7.2.12) 的 分 解 , 故 
只 要 将 其 中 每 项 9"g。 改造 为 88。,8。e C(02) ,B 与 a 无 关 ,a < 有 .为 此 又 只 需 证 : 
若 a,B e Z' ,a <<B,g e C.(0) , 则 必 有 Be C(0) ,使 0"g = 98. 因 对 9"g 的 改造 
可 通过 有 限 步 完 成 ,不 妨 设 B = a + (1,0,…,0). 于 是 

o°g(%) = "be J dy 全 055(x)， 口 

推论 7.2.1( 让 ) 表 明了 :js 多 '( 人 2) 与 连续 函数 的 差别 是 微分 运算 造成 的 . 

对 于 fe 多 ' (2) 亦 有 类 似 于 (7.2. 12) 的 分 解 式 . 

定理 7.2.4 设 fe 多 '(0), 则 有 分 解 f = 2》.0f.,{f.|} CC(0). 当 f e 
静 ' (802) 时 可 要 求 该 和 式 为 有 限 和 |. 

证 取 有 界 开 集 的 局 部 有 限 族 1V} ,使 得 CQ = UV.( 这 样 的 | 天上 不 难 在 定理 
1.3.7 的 基础 上 构成 ,参考 定理 7.1.3 之 证 ). 取 上 从 属于 {V| 的 C” 单 位 分 解 
(A,! > 3 A;f, 则 supp f: C 亚 , 因 而 上 所 E 0) x = > 由 定理 7. 2. 3 ,存在 
fia E C(V),lal<r,e Z, ,使 得 

f: = >》 ofs, i;eN. 
当 | al > 时, 令 /= 0, 则 
f= oY of = Do (Bf) 0, 
其 中 ,/, = 了 /。e C(0) ,这 用 到 |supp A。: i e N| 的 局 部 有 限 性 . 车/ < 
多 (人 2) , 则 从 定理 7.2.3 的 证 明 看 出 ,可 设 r = supri < % ,因而 当 | al > r 时 人 = 
0, 即 》 9“j 是 一 有 限 和 . 口 

一 个 与 推论 7.2.1( 这 ) 很 类 似 的 结果 是 

定理 7.2.5 js .2( 取 ) Of = 3g,B e Z',g e C(R") 是 缓 增 函 数 ， 

证 若 g e C(R") 是 缓 增 函数 , 则 有 大 s N ,使 得 

h(x) 全 g(X)(1 +l x1’:)*eL”(R) C.F(R'), 
最 后 一 步 用 了 定理 7.1.1(i). 因 (1 +| x1’)*e (BB, 故 由 定理 7.2.2(ii) 有 
g(x) = (1 +| x1)'h(x) e F(R'), 
然后 再 用 定理 7.2.2 得 9g es F(R"). 

逆 命 题 的 证 明 要 困难 些 , 且 颇 类 似 于 定理 7.2.3 的 (十 ) 坊 (i) 之 证 .首先 ,可 归 

纳 地 证 明 不 等 式 
| haw lo < const max (ho) lo, oe HR'). (7.2,13) 
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于 是 从 条 件 (7.1.7) 推 出 
| f(yp) 1 < const max | 0° (hp) ||o 
< const max | 0°(hp) | 1, vp < MR), 
其 中 , m = r +n,h 是 与 9 无 关 的 某 个 多 项 式 . 然后 如 同 定理 7. 2. 3 之 证 得 出 g。e 
LI"(R")(l al <m) ,使 得 f = 》 ha*g。. 余下 的 事情 就 是 将 > ho"g。 改 造成 8g. 首 
先 ,可 设 g。e C(R") ,而 且 g。 是 缓 增 函 数 (否则 如 定理 7.2.3 之 证 那样 处 理 ). 其 
次 ,可 归纳 地 建立 等 式 
ha’g, = p> Of (hgga), 

其 中 , h。s 由 h 求 导 得 到 . 因此 可 设 f = > 0",f, e C(R") 是 缓 增 函 数 . 然后 采用 
推论 7.2.1(ii) 之 证 的 那 种 步骤 ,将 > 3°/. 改造 为 898,g e C(R") 是 缓 增 函 数 , 细 
节 不 必 详 细 写 出 . 口 

推论 7.2.2 .2 (RD) C 如 '(R"), GB C.F(R"). 若 Fes Lo(R") 是 缓 增 函 
数 , 则 fe 7 (R"). ZY(R") 包含 了 所 有 多 项 式 . 

就 阐明 广义 函数 的 结构 而 言 ,定理 7.2.3 ~ 定理 7.2.5 提供 了 主要 的 结果 , 它 
们 分 别 给 出 了 多 '(0) ,多 '(0) 与 (R") 这 3 大 类 分 布 的 特征 性 质 . 此 外 还 有 一 
些 较 特 殊 的 结果 ,它们 刻画 了 一 些 特别 的 广义 函数 类 . 下 面 就 是 一 个 这 样 的 结果 . 

定理 7.2.6 设 / e 多 '(R"), 则 suppf = 101 ee = PLD)5,P(z) 是 一 个 非 
零 的 常 系数 多 项 式 . 

证 显然 只 要 证 必要 性 . 设 suppf = (01 ,可 设 / 是 r 阶 分 布 . 任 给 wp s 纹 RR")， 


今 


y(z) = 9(%) - D210"p(0)*, 


al <r 


则 9%y(0) = 0(1 al < 7). 若 f(w) = 0, 则 有 
Ap) = 了 ia"p(0) f(x) ,x ) 


al <r 


= > co*p(0) = 之 ceo《6,0“p) ， 
| al <r al <r 


其 中 , c。= 《f(x) ,x*)/al. 这 就 得 出 f = 了 cs- 09)"6. 
今 补 证 fy) = 0. Ve > 0, 取 K = B,(0) CR > 0, 使 得 | a*y(x)1 < e， 
|awl =rx e KK, 则 可 证 
| ory(x) Ilselnrxl™T”", lal<sr,xek. (7.2.14) 
设 式 (7.2.14) 对 1al =i<r 成 立 ,1B1 = i -1, 则 由 中 值 定理 有 
| yx) | < sup 2, | 90 (tx) 11 x| 


.312 . 第 7 章 广义 函数 


<elnxl’ lxl=elnxl7 2. 
这 就 归纳 地 证 明了 式 (7.2.14). 取 he 殉 R), 使 得 在 x* = 0 邻近 六 = 1 六 < 
Bi(0). 令 jz) = h(x/t),0 <t <n, 则 hw e 到 K) ,在 x = 0 邻近 hy = yw. 于 
是 由 suppf = 10} ,推论 7.1.1 与 条 件 (7.1.4) 有 
IAV) 1 =1 ARY) 1 < Chy le 
E (0) om) (F)e ey) 


B<a 


C 


lxl <t,lal <r 


<const max 1 He(nt)'"®s < Ce, 


<a,lal <r 


其 中 用 了 式 (7.2.14) , C 与 C 是 与 无 关 的 正常 数 . 这 得 出 fy) = 0. 口 
7.3 卷 积 


7.2 节 中 处理 一 元 运算 的 一 般 思路 与 方法 ,适当 修改 之 后 亦 可 用 于 二 元 运算 . 
最 重要 的 二 元 运算 无 疑 是 卷 积 , 它 是 本 节 考 虑 的 对 象 . 如 同 第 6 章 中 一 样 , 卷 积 是 
展开 Fourier 分 析 理 论 所 不 可 缺少 的 . 在 广义 函数 范围 内 , 6.2 节 中 的 许多 内 容 将 被 
继承 且 变 得 更 具 一 般 性 . 因 本 节 的 讨论 主要 在 R" 上 展开 , 故 在 空间 多 (R"), .2 有 ) 等 
的 记号 中 均 省 去 R", 积分 中 的 R" 也 略 而 不 注 . 

自然 ,从 经 典 函 数 的 卷 积 着 手 讨论 . 任 给 Psg e 上 与 pe 多 有 


(f*g,p) = [oC ay fr) gly — %) dx 


及 [x)ar fg(y) pC + y)dy 


= (f(x),(g,9:)), (7.3.1) 
其 中 ,f,g 与 f*g 均 视 为 分 布 ,而 pg。 = 7.9. 这 就 启示 出 以 下 定义 : 若 f,g e 乡 ', 则 
f 与 g 的 卷 积 f* g 界定 为 
(f*g,p) = (g(x),8(9:)), pe (7.3.2) 
只 要 式 (7.3.2) 右 端 恒 有 意义 且 使 /*g e 多 '. 以 上 定义 直接 表明 了 当 f,g e 达 
时 ,经 典 意义 下 的 f*g 就 是 f,g 被 看 成 分 布 时 的 卷 积 . 

此 处 也 如 6.2 节 中 一 样 ,不 容易 描述 使 F* g 存在 的 确切 条 件 . 但 至 少 可 以 指 
出 使 f* g 存在 的 某 些 充分 条 件 ,这 样 的 结果 已 能 部 分 地 满足 应 用 之 需要 . 简单 地 
说 ,要 使 f*g 存在 ,要 求 其 中 至 少 有 一 个 因子 满足 一 定 附 加 条 件 . 

定理 7.3.1 设 f,g e 多 ', 其 中 之 一 有 紧 支 集 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(Df*g=g*feg'; 

(ii) supp (f*g) C suppf + supp 8; 

(ii) Va e 2%, 有 O°(f*g) = 0f*g =/*0"g; 
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(iv) f*g 分 别 对 f 与 g 为 连续 线性 算 子 . 
证 (i) 这 是 定理 的 主要 结论 . 首先 设 f,g e 2 ', 则 f = 》.9"f,,8 = 2 8p， 
所 ,gs e C.(R")( 由 定理 7.2.3). Yop es 多, 有 
,el(ps))= ( 之 ACIE > ( Pg(y) ,p(x+y))) 


= > (f(x) ,ga(y),(— 0) "p(x +y))) 
加 Sl) dr]gsly)(- 0) "p(x +y)dy 


= 5 [G80) 7) (0) "p(y) dy 


a,B 
= 2 9 Us * 8p) 9)， 
这 就 得 出 
f*g = 2 Ua* ep) =g*feY. 

其 次 仅 设 g e 多 ', 令 4 = supp g. 由 定理 7. 1.2, 只 要 对 任何 有 界 开 集 U C R”， 
证 (fx*g)1U0=(g* 有 1Ue 多 '(U). 因 U -4 亦 为 有 界 开 集 , 故 K = U -4 是 紧 
集 . 取 和 A e 多 使 KR<A( 由 引 理 6.3.1). 任 给 ge 统 U0), 令 y(x) = g(9q,), 则 可 
归纳 地 验 明 9"y(x) = g(9"9,) ,因而 ye C"” 且 supp WCK, 故 J es UK). 当 x e 
4 时 显然 有 p。e 纹 K). 于 是 

(fh) = FAY = (Af,Y) 
= ((Af) *g,9) = (g * (Af) ,9p) 
= (g(x) ,f(Ap:)) = (g *f,9), 
这 得 出 (f*g,p〉=《g *f,9) ,如 所 要 证 . 

(ii) 就 g e 多 ' 的 情况 证 明 , 保 持 上 段 证 明 中 的 记号 4,U,y 的 意义 , 设 
UC(A+tsupp 有 有 ', 则 suppywwCU-A4C (supp 有 ', 因 而 Aw) = 0. 这 表明 
(f*g)1U = 0, 由 此 得 出 supp (f*g8g) C At+ suppf 

(六) 结合 式 (7.3.2) 与 (7.2.7) 易 直接 验 明 . 


(iv) 的 验证 是 直接 的 . 口 
基于 定理 7.3.1, 形 式 上 可 以 写 出 
DBD'#E'CDH', GF'#EF'CE,' (7.3.3) 


用 式 (7.3.2) 易 直接 验 知 f*6 =f(f e 儿 ') ,可 见 6 函数 是 卷 积 单位 元 , 多 ' 依 卷 积 
是 以 6 为 单位 元 的 交换 代数 (其 中 , 卷 积 的 结合 性 将 由 定理 7.3.4 给 出 ). 

回忆 起 6.2 节 中 最 有 价值 的 结论 是 , 卷 积 有 光滑 化 的 功能 ( 见 定理 6.2.3). 对 
于 广义 函数 亦 有 类 似 的 结论 . 
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定理 7.3.2 设 (f,e) e (8S'xXE)U(D'xD) U(x , 则 fx#*geC” 


且 
(f*#g)(x) = (f(y) ,g(x -7y)) = (Jf,8,). (7.3.4) 
仿照 式 (7.3.3) ,形式 上 可 将 定理 结论 缩写 为 
(SE)U(YD'D)U (VF *F) CC”， (7.3.5) 


其 中 , .9 *# .FC C” 可 加 强 为 7 #4 YC (. 
证 (i) 设 (f,g) e 多 ' x 多 f= 0%, 依 式 (7.2.11), 则 
frg= D0f)#g= Sfx*ogeC”, 
其 中 用 了 定理 6.2.3. 其 次 ,利用 上 述 等 式 得 
(f*g) (x) = > (f(y) ,0°g) (x -7)) 


= 2, (0°f,(y),e(x -7y)) = (f(y) ,8(x -7)), 


这 得 出 式 (7.3.4). 

(ii) 设 (f,g) e 允 ' Xx 经 令 4 = supp 8g, 设 U,K,A 依 定理 7.3.1(i) 之 证 , 则 

(f*#g)lU=((A)*g)lUeC’, 
(f*g)(x) = (A(Y)f(Y) ,el(x -7y)> = (f(y) ,a(x -7y)), x ed, 

其 中 用 了 已 证 之 (). 由 U0 的 任意 性 ,得 出 所 要 结论 . 

(站) 设 (f,g) ss. xVoeS 玉 有 

g(9:) =〈8(y) ,p(x +y)) = (g* 9p) (x). 
因此 , 式 (7.3.2) 可 改写 成 
(f*g,p) = (f,g* 9p). (7.3.6) 
这 就 可 以 利用 命题 7.2.1 中 的 思想 . 首先 考虑 算 子 
4 7 六 p+*9, 

今 用 闭 图 像 定理 证 明 4* es L(.F). 设 在 中 pi 一 gE* gi 一 四 则 gs 于 99i 车 
必 *op = (由 命题 6.5.2 与 定理 6.2.2), 即 yy = 4"*p. 于 是 (4 )”eZ(.22)， 对 照 
式 (7.3.6) 即 得 f*g e 7. 然后 利用 式 (7.3.6) 得 


(f*g,p) = (2 ,g(x - p(w) 


= [07) ,a(x -yY)22p(xz)dx， 
这 得 出 (f*g)(x) = (HKy),g8(x -y)》 AAAxz). 类 似 于 定理 7.3.1(i) 证 明 中 
证 es C”, 可 指明 h Es C”. 口 
分 别 以 g 与 9 取代 f 与 g, 反 向 利用 式 (7.3.4) 得 到 g(g,) = ( 李 *ep)(x). 这 
就 可 将 卷 积 的 定义 式 (7.3.2) 改 写 为 


7.3 卷 积 .315 . 


(f*g,p) = (fg*9), fg ee D',pEeA (7.3.2)" 
形式 上 式 (7.3.2) 与 式 (7.3.6) 一 致 ,但 式 (7.3.6) 中 js ,ge .当然 ,如 在 前 
面 已 指出 的 ,要 使 式 (7.3.2)' 确 定义 一 个 f/*g e 多 ', 仅 要 求 f,g e 多 ' 是 不 够 的 . 

依据 定理 7. 3. 2 ,选取 适当 的 光滑 函数 g, 可 将 广义 函数 变 为 光滑 函数 ./* 8. 
如 在 6.3 节 中 一 样 ,要 得 到 到 近 /的 光滑 函数 序列 | 有 1 ,就 必须 选取 适当 的 光滑 函 
数 序列 和 gi, 如同 6.3 节 中 的 近似 单位 . 实际 上 ,只 要 g, 一 6, 则 由 卷 积 的 连续 性 必 
有 fi A4f*gi 一 f*6 = 凡 满 足 g 一 6 的 C” 函 数 序列 均 称 为 6 型 序列 . 这 种 序列 
是 很 多 的 . 例如 , 设 % 是 R" 上 的 一 个 C” 近 似 单 位 , 则 Vp e 多 有 

《gp》= (0 #*%)(0) 一 p(0) = (6,9) 
(由 定理 6.3.1) ,可 见 0, 一 6. 当然 ,为 使 6 型 序列 % 能 光滑 化 f, 由 定理 7.3.2， 
当 f e 多 ' 与 fe .7 时 应 分 别 选取 0 se 多 与 0 € 7 

如 果 对 于 fe 乡 '(02) ,就 要 用 稍 细致 的 方法 . 

定理 7.3.3 设 f e 多 '(02), 则 存在 序列 1g,} C 纹 0) ,使 得 在 乡 '(0) 中 
gf(i— %). 

注 ”这 就 给 定理 7.1.1(i) 中 的 稠密 性 结论 以 一 直接 证 明 . 

证 ”以 下 证 法 是 从 定理 6.3.6(i) 之 证 借用 过 来 的 . 依 那里 的 记号 , 令 g，= 
(hh 有 # gm; 则 hf e 光 '(02), 由 定理 7.3.1(ii) 有 

supp 8; C supp h; + Byn,(0) CT 人. 
由 定理 7.3.2 有 ge 殉 0). Vg e 妇 02) , 当 i 充 分 大 时 , 有 
(gi,9) = (hf ,Gn * 0) = (f ,Gn rp) (ff,9), i>%, 
这 表明 g, 一 了 口 

必须 强调 ,光滑 化 本 身 并 不 是 目的 , 否则 会 造成 一 种 误解 . 一 个 广义 函数 仅 
当 它 被 光滑 化 之 后 才 是 有 用 的 ,那么 仅 用 光滑 函数 就 够 了 ,广义 函数 岂 不 多 余 ! 实 
际 上 ,我 们 不 可 避免 地 要 用 到 广义 函数 ,只 是 希望 通过 某 一 简捷 途径 将 光滑 函数 的 
一 些 性 质 转移 到 广义 函数 罢了 . 而 达 此 目的 的 最 有 效 手段 之 一 , 正 是 广义 函数 的 光 
滑 化 . 而 定理 7.3.3 恰 为 光滑 化 方法 提供 了 依据 . 

光滑 化 方法 的 效果 如 何 , 最 好 是 通过 例子 来 说 明 . 试看 以 下 简单 例子 . 设 f e 
多 '(0) ,ge C”(0), 则 fg e 多 '(0)( 由 定理 7.2.2). 那么 ,是 否 如 式 (2.2.7) 一 
样 ,成 立 如 下 Leibniz 公子 

a i Q\ ,a-p 
a"(fg) = > foPg? (7.3.7) 


B <a 
利用 定理 7.3.3, 式 (7.3.7) 的 证 明 十 分 简单 . 取 序列 {fi} C 纹 0) ,使 得 一 f. 由 
a St Qo a-p 
9°(fg) = PA foPg 
及 微分 运算 的 连续 性 ( 见 定理 7.2.2) , 立 得 式 (7.3.7). 
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至 此 ,尚未 提 到 卷 积 的 结合 性 . 如 同 卷 积 的 存在 性 一 样 , 它 也 只 是 有 条 件 地 成 
立 . 下面 给 出 常用 的 条 件 . 

定理 7.3.4 设 (fgjh) e (多 ' x 多 ' x 多 ') U (2 x .FX 到 ) , 则 成 立 

(fxg) *h = f*(g*h). (7.3.8) 

证 (i) 设 (f,g,h) e 多 ' x 多 ' x 多 '. 首先 设 g,h ee 多, 取 [fi C 多, 使 一 
f, 则 由 (f;: *g) *h = fi*(g*h) 取 极 限 知 式 (7.3.8) 成 立 . 

其 次 仅 设 he 肪 则 Vep e 多 有 

(fug) #h,p) = frg, hxp) = (fg* (hx*p)) 
= ,8#h) *p》 = (f*(g*h),p), 

其 中 用 了 式 (7.3.2) 与 第 一 步 所 证 结论 . 于 是 当 h e 乡 时 式 (7.3.8) 成 立 . 

最 后 ,不 假定 he 多, Yep e 多 ,利用 已 得 结论 有 


((fug) #h,p) = fg* (hap)) = (f,(g*h) *p) 


= (f* (g*h),p), 
这 得 出 式 (7.3.8). 
(ii) 设 (f,g,h) e .Xx .YX 到 则 对 任 给 wp e 乡 有 


(fxg) #h,p)= Sg* (hrg)) = (f,(g*h) gp) 
= (f* (g*h),p), 

这 得 出 式 (7.3.8) 成 立 . 口 

当 f,g,h e 多 ', 其 中 , 仅 有 一 个 有 紧 支 集 时 不 能 保证 结合 律 满足 ,以 下 就 是 
一 个 简单 的 反例 : 

1*(6'*H) =1z¥0= (1*6')*H, 

其 中 ,五 是 Heaviside 函数 . 

再 回 到 卷 积 的 存在 性 . 你 会 注意 到 式 (7.3.3) 并 未 涉及 .7'. 从 Fourier 分 析 的 需 
要 来 看 , .7 恰 是 最 值得 关注 的 . 理想 的 结果 似乎 应 有 .7 * .二 C . ,可惜 这 并 不 成 
立 . 这 就 需要 寻求 某 个 子 空间 FC .77', 使 得 .FZ ' # FC .9 '. 取 F= 六 当然 可 行 (由 定 
理 7.3.2) ,但 它 太 小 ,自然 希望 尽 可 能 大 些 . 某 种 最 佳 选择 基于 以 下 概念 . 

定义 7.3.1 设 g e 多 '. 若 对 任 给 k e N, 存 在 分 解 g = 》0"g。( 有 限 和 ) ,使 
得 | g。(x) 1< const (1 +| x1)”, 则 称 & 为 速 降 分 布 . 速 降 分 布 之 全 体 记 作 胸 / 

不 难看 出 .YU 多 'C 为 ' C 9 ( 见 定理 7.2.3 与 定理 7.2.5). 

定理 7.3.5 若 (1g) Eee. 有 jx 吧 ', 则 Frge .二 . 

形式 上 ,以 上 结果 可 写作 .FZ * 及 ' C 77'. 这 可 与 BGC .7 相对 照 . 既然 已 
称 (为 . 吧 的 乘 子 空间 ,自然 就 称 及 "为 . 汪 关于 卷 积 的 乘 子 空间 . (8p 与 及 ' 之 间 
的 关系 将 在 下 节 中 指明 . 注意 结合 多 ' C 得 多 'CF. 

证 类 似 于 定理 7.3.2 证 明 ( 语 ) ,只 要 说 明 
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‘IO p+*9 
是 连续 线性 算 子 . 任 给 6,y a e N 充 分 大 , 设 g = 》, 0"g。 是 定义 7.3.1 所 
要 求 的 分 解 . 则 对 任 给 pg e 多 有 
| eo (g* 9p) | os > | x ((— 0)°g, *@) lo 


= 5 le (gs* og) | 
2 


ee EN 


可 见 &*p e 多 若 在 中 9, 一 v9， a 则 由 定理 7.3.2 有 
(g* pi) (x) = (gy) ,p(x +Y)》 > (Sg*9) (xX), 大 一 o. 
这 推出 此 * ep = 少 于 是 由 闭 图 像 定理 知 4”e L(.) ,如 所 要 证 . 口 
下 面 考虑 分 布 的 张 量 积 . 张 量 积 与 卷 积 有 某 种 关联 且 作 为 一 种 二 元 运算 ,在 处 
理 方 法 上 , 张 量 积 与 卷 积 亦 不 乏 共 同 之 处 . 张 量 积 的 一 些 结果 对 于 表现 广义 函数 的 
特性 颇具 启发 性 . 这 些 因 素 都 促使 我 们 对 张 量 积 作 点 简略 考虑 . 
设 0=02 x 人 2 CR"xR*=R, 记 统 = 殉 个 ). 当 写 出 p(x,y) e 纪 0) 时 ， 
自动 地 认定 xy e 02,y e 人 2. 任 给 fe 狼 , 通 常 意义 下 的 张 量 积 族 四 万 定义 为 
(6Q@AP)(Cxy) = 太 (xz) 户 (7)， 
因此 对 任 给 wp es 殉 O) , 当 放 六 与 请 四 访 均 看 成 分 布 时 ,有 
Bfsp) = ACh) sy) drdy 
Aix 
= (fi(x), f(y) ,p(x,y))) 
= (f(y) ,fi(x) ,p(x,y))), (7.3.9) 
其 中 用 了 Fubini 定理 . 车 fe 仇 ;, 则 依 已 有 经 验 的 启示 ,合理 地 定义 的 上 四 廊 应 保 
持 等 式 (7. 3. 9) 成 立 , 只 是 其 中 的 式 子 未 必 能 解释 为 积分 . 以 上 预期 可 依 一 严格 程 
序 来 实现 . 
定理 7.3.6 任 给 As 多 '(i = 1,2) ,存在 唯一 fe 多 0) ,使 得 
(f,91 ® 9,) = fi(91)f (9;), Pi E YZ,i = 1,2, (7.3. 10) 
flp)= fi(x), f(y) ,p(x,y))) 
= f(y) ,fi(x) ,p(x,7))), oe UN). (7.3. 11) 
如 上 的 就 称 为 fi 与 f 的 张 量 积 , 记 作 f 
证 任 给 op; < 纺 , = 1,2, 显 然 pl @ 9; es 以 10). 函数 族 
[pO op: 9: ee DZ,i=1,2| 


0 
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生成 统 0) 的 一 个 子 空间 , 记 作 久 @ 弥 . 

任 给 wp s 殉 O). supp gp 在 人 2 内 的 投影 K(i = 1,2) 必 为 紧 集 . 取 天 的 紧邻 域 歼 ， 
使 有 CO 取 pi ee 人 B, 使 WW < 9,,i = 1,2( 由 定理 1.3.6,3 引 理 6.3.1), 则 Wx 
W, < 9p1 © p2. 取 多 项 式 序列 ,|} ,使 得 在 OD) 中 h.—09 (由 定理 6.3.6(ii) ). 令 
gt = 《91 的 92)hi, 则 gg e 久 名 纹 ( 注 意 及 为 多 项 式 是 关键 1). 因 supp gx C supp 
9p1 Xx supp 9; ,不 难 验证 在 统 02) 中 gi 一 9. 这 就 证 得 纹 狼 在 纹 0) 中 稠密 . 

由 式 (7.3.10) 定 义 f(91 四 wm)(pi € 久 ,i = 1,2) ,然后 将 f 线 性 地 扩张 到 终 
罗纹 上 . 另 一 方面 ,用 类 似 于 定理 2. 2. 4 的 方法 可 以 验 明 , 式 (7.3. 11) 之 右 端 均 有 
意义 且 连 续 地 依赖 于 p; 而 当 p e 芒 因 勺 时 ,二 者 均 与 所 p) 一 致 .考虑 到 弥 @ 
多 在 纹 0) 中 稠密 ,就 得 到 结论 :可 唯一 地 扩张 到 纪 O2) 上 ,因而 fe 多 '(0) 且 
扩张 后 的 /使 式 (7..3. 11 ) 成 立 . 口 

式 (7.3.11) 可 理解 为 分 布 意义 下 的 Fubini 定理 . 由 式 (7.3.11) 不 难看 出 ,以 
下 式 子 成 立 : 


supp (fi ®f) = supp fi x supp f: 
其 次 , 因 式 (7.3.2) 可 写成 
(f*g,p) = (f(x),(g(y) ,p(x +yY))), 
于 是 对 照 式 (7.3.11) 得 到 
(f*g,p) = (f(x) 四 87) ,p(x +y)). 
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还 在 第 6 章 中 就 提 到 , 唯 有 在 广义 函数 的 层次 上 , 才 可 能 看 到 一 个 完美 的 Fou- 
rier 变换 理论 . 因此 ,在 广义 函数 论 的 基础 上 重建 Fourier 分 析 ,一 直 在 预期 之 中 . 在 
一 定 程 度 上 ,本 节 内 容 可 以 说 是 6.5 节 的 某 种 翻版 . 当然 ,我 们 绝 不 会 满足 于 仅 看 
到 一 些 早已 熟知 的 东西 ,那些 实质 上 新 的 结果 才能 激 起 我 们 的 兴趣 . 而 广义 函数 论 
的 概念 与 方法 恰好 能 为 Fourier 分 析 注 入 新 的 活力 ,使 之 更 加 完美 . 在 广义 函数 的 
框架 内 ,Fourier 分 析 理 论 如 此 和 谐 , 正 是 体现 广义 函数 优势 的 主要 例证 之 一 . 

本 节 将 沿用 7.3 节 及 6.5 节 中 的 记号 与 约定 . 

如 我 们 在 6.5 节 中 所 见 ,就 其 逻辑 形式 而 言 ,Fourier 变换 原 不 过 是 施 于 工 函 
数 的 一 种 一 元 运算 而 已 . 意识 到 这 一 点 ,我 们 就 站 到 了 应 用 命题 7.2. 1 的 位 置 上 . 
不 过 从 适应 广义 函数 论 方法 的 角度 考虑 ,应 取 一 个 比 L 更 好 一 点 的 空间 . 回顾 6.5 
节 的 内 容 很 容易 断定 ,最 好 的 选择 就 是 空间 1 因 .oF 一 9 是 一 拓扑 同 构 ( 由 
命题 6.5.2(ii) ) ,这 就 诱导 出 拓扑 同 构 

Zs, f—=f, (7.4.1) 

它 唯一 地 决定 于 恒等式 ( 见 式 (7.2.2)) 
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(fp) = HY,08), fe pe (7.4.2) 
自然 地 ,映射 (7.4.1) 就 称 为 广义 函数 的 Fourier 变换 , 更 准确 地 说 ,是 缓 增 分 布 的 
Fourier 变换 . 
若 f e 六 六 依 定义 6.5.1, 则 对 任 给 wp e .有 
(f ,9) = [os) dr Ay)e dy 
= (9) dy /p(x)e dx = (f,8), 
其 中 用 了 Fubini 定理 . 对 照 式 (7.4.2) 看 出 ,上 式 中 的 广 就 是 /作为 缓 增 分布 ( 见 定 
理 7.1.1(i) ) 的 Fourier 变换 . 若 f e 性 , 则 有 1 C 多 使 
1 -= (2m) fs -fl m0 hk—%, 
其 中 , 广 ,与 广 分 别 为 局 - Fourier 变换 与 -Fourier 变换 ( 见 命 题 6.5.2 与 定理 
6.5.3) , 因 [收敛 蕴涵 .7 中 的 收 全 (由 定理 7.1.1(ii) ) , 故 由 
(fi,9) Ss pe keN 
推出 广 满足 式 (7.4.2) ,而 这 就 表明 f 就 是 f 作 为 缓 增 分 布 的 Fourier 变换 . 以 上 所 
述 表明 ,就 已 与 函数 而 言 , Fourier 变换 的 经 典 定义 与 分 布 定义 一 致 . 因此 , 借 广 
义 函 数 之 助 , 六 与 已- Fourier 变换 终于 归于 一 统 了 . 当然 ,广义 函数 Fourier 变换 的 
意义 远 不 止 此 . 首先 ,能 施行 Fourier 变换 的 函数 (任何 fe 7 都 行 !) 远 远 超出 
(1 <p < om ) 函数 之 外 . 再 者 ,或 许 更 主要 的 是 , Fourier 变换 的 性 质变 得 更 理 
想 了 . 我 们 将 容易 由 定义 式 (7.4.2) 直接 推出 的 结论 汇集 于 以 下 命题 ,并 将 其 与 命 
题 6.5.1 进行 对 比 : 
命题 7.4.1 Fourier 变换 (7.4.1) 有 如 下 人 性质 : 
(i) 式 (7.4.1) 是 拓扑 同 构 . 因此 , 若 在 .中 fi 一 f, 则 必 f ;一 f. 若 在 .7 中 
f= fi;, 则 必 f = 六方. 成立 反 演 公 式 几 ^" = (27) "ff es 7); 
(ii) 变量 代 换 : (F。4)^ =1 det 417f。(471)"(f eh € GL (R’)); 
(这 ) 平移 规则 : (7,f)^=esf,(esf)*=7,f (fe ,a eR’); 
(iv) 微分 公式 : (P(D) 有 ^ = PA,P(D)f = (BA ,其 中 ,je .7 ,P(x) 是 R" 
上 的 常 系数 多 项 式 ; 
(v) Parseval 等 式 : (f,$) = (27)"(f,p) (fe ,9 € 7). 
证 所 有 结论 都 是 6.5 节 中 的 相应 结论 与 式 (7.4.2) 相 结合 的 产物 . 以 证 微 
分 公式 为 例 说 明 如 下 : Ye e .% 有 
(P(D)f ,9) = ©,P(-D)p) = 《1 (ED)p) ^)》 
= (f,Pbp) = (Bf,8) = ((BP) ,9), 
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其 中 用 了 式 (7.2.7) , 式 (7.4.2) , 式 (6.5.6) 与 式 (7.2.8) ,这 就 得 出 P(D)f = 
CH OS 口 

特别 要 强调 的 是 ,在 6.5 节 中 只 能 受 限制 地 使 用 的 公式 ,如 反 演 公式 与 微分 公 
式 , 现 在 都 可 用 于 任何 fe .' ,无需 任何 附加 条 件 了 . 初 看 起 来 颇 令 人 惊奇 :在 命 


题 6.5. 1 中 加 于 等 式 P(D)f = (BA)^ 的 条 件 Bfe LL ,何以 用 于 广义 函数 就 弃 之 不 
顾 了 ?其 实 理由 很 简单 :在 推出 命题 7.4. 1 中 的 诸 结论 时 , 仅 需 用 到 关于 w e .的 
相应 结论 ,而 “好 函数 ”gp 总 是 满足 6.5 节 中 所 需 的 那些 条 件 的 ,如 Pp e L 对 于 
p e 到 就 绝 无 问 题 . 总 之 ,这 再 一 次 印证 了 广义 函数 论 中 的 一 条 规则 :分布 的 良好 
性 质 源 于 检验 函数 的 良好 性 质 ! 

该 立即 看 一 些 求 Fourier 变换 的 例子 . 当然 ,此 处 仅 对 非 亏 函数 的 Fourier 变换 
感 兴趣 . 

例 7.4.1 (i) 直接 由 式 (7.4.2) 得 出 6 = 1, 然后 用 反 演 公式 与 微分 公式 得 


1 = (2m)"65，(P(D)5)^ = P， (7.4.3) 
其 中 , P(.) 是 R" 上 的 常 系数 多 项 式 . 再 用 反 演 公式 得 
P = (2m)"P(- D)é. (7. 4.4) 


可 见 , 对 任何 多 项 式 都 可 施行 Fourier 变换 ,而 且 其 结果 有 很 简单 的 表达 式 . 结合 式 
(7.4.4) 与 定理 7.2.6 得 出 :函数 fe 多 ' 是 某 个 多 项 式 的 Fourier 变换 的 充 要 条 件 
是 suppf Cc 10}. 
(ii) 设 5. 是 点 a 处 的 Dirac 测度 , 则 5。= 7-.6， 于 是 由 平移 规则 及 8 = 1 有 
6 =e,, 6 = (27)"6,, aeR".. (7.4.5) 
(iii) 设 五 是 Heaviside 函数 ( 见 例 7.2.1(i)). Vp e 有 
(1,9) = | dy| w(x)e dx 


= lim [pC a [eway 


| 站 2(xz)(1-e“) 


bm ja 1X 
(去 ,Co + lim[ [p(x) + p(—%)] dn 


+ im 2 一 ke) bxdx 
b—% 1X 


= (二 ,0(%)) + mp(0)， 
其 中 用 了 引 理 6.4.1 与 引 理 6.4.2, x 记分 布 P (x). 以 上 结果 与 式 (7.4 2) 对 照 得 


AAA 


H=-iP.(x') +T6. (7.4.6) 
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另 一 方面 ,由 于 = 8 并 用 微分 公式 得 1 = 入 (£) = 讼 应 ( 提 . 若 由 此 解 出 8(E) = 1 让 
就 与 式 (7.4. 6) 不 合 了 . 这 一 事实 表明 ,对 于 广义 函数 可 不 能 随便 作 除法 运算 ! 

(iv) 设 f = P. (x 1'). 式 (7.4.6) 两 端 作 Fourier 变换 并 用 反 演 公式 得 
27 =- 计 +T, 由 此 解 出 


f(é) =-in[l - 21(€)] = -in sgn€. 
直接 利用 式 (7.4.2) 亦 容易 得 到 以 上 结果 . 
(v) 设 /(x) = arctan x. 显然 fe .7 ， 
Ef(E) = PE) = (证 = me 
令 g(E€) = FE) +inme 9P. (E77), 则 Eg(&) =0 (用例 7.2.1(vi)), 于 是 g =c 5( 见 
定理 7.2.6) .注意 到 /是 奇 函 数 , 取 p = e” es .得 (g,p〉= cp(0) = 0, 因 而 c = 
0. 于 是 有 广 (E) = - ime- 8P .(E-). 
(Vi) 设 有 = 27k www; 则 f/f 是 R 上 的 一 个 近似 单位 . 直接 看 出 在 .> 中 
f. 一 6, 因 而 f ,一 1(k 一 %). 另 一 个 较 直接 的 方法 是 算出 
FE) = $ [etd = sin teR,keN. 
由 此 亦 易 验 证 在 .7 中 记 一 1 
(vii) 设 f = ei, 其 中 ,k 遍 取 Z". Yp e 久 有 
ED ep) = Pp*es)(0) = (27)" > 9) 
而 右 端 级 数 必 收敛 ( 见 定义 6.4.1, 定 理 6.4.1). 因 此 ye 在 . 史 ' 中 收敛 于 je 
了 于 是 用 命题 7.4.1(i) 与 式 (7.4.5) 得 
(3°) = 2 = (2m) 2 6 
从 经 典 分 析 的 观点 看 来 ,级 数 y ex 根本 不 收 伍 ,更 不 必 说 求 其 Fourier 变换 了 . 

你 必定 注意 到 ,在 命题 6.5.1 中 占 显著 地 位 的 卷 积 公式 ,在 命题 7.4.1 中 恰好 
空缺 . 推广 卷 积 公式 可 不 简单 ,需要 较 精细 的 考虑 . 从 7.3 节 的 材料 已 可 看 出 卷 积 
的 复杂 性 , 乘 子 空间 又 ' 就 颇 不 平凡 ,而 卷 积 公式 (6. 5. 5 ) 的 推广 正 有 赖 于 乘 子 空 
间 . 下 面 是 朝 这 一 方向 的 关键 一 步 . 以 下 设 与 及 ' 分 别 依 式 (7.2.5) 与 定义 7.3.1. 

引 理 7.4.1 B, 一 FD',f 一 了 是 一 双 射 . 

证 因 已 知 坟 1 C .7 , 当 f e BB 时 了 有 定义 且 f 一 了 为 单 射 不 成 问题 . 要 证 的 
只 是 当 f es GB 时 必 了 e 肥 ' 且 本 一 及 '/ 一 7 为 满 射 , 今 分 别 证 之 . 

(i) 设 f e 加 ,要 证 六 < 及 Vk e N, 必 有 r e N, 使 得 

| a°f(x) | < const (1 +| x1’)’", lalgk. (7.4.7) 
邻 g(x) = (14+1xl2)7 "1Kx) , 则 由 式 (7.4.7) 有 (1 +1 x1*)"*org(x) elL”(lal< 
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有 ) ,从 而 3g < 天 (| al 大 人 .于 是 
Ilégélo = | (ag) los losli<~o, lalsk 
注意 到 了 = (1 - A)"*"8, A 是 Laplace 算 子 (由 命题 7.4.1(iv)), 即 看 出 7 es 
及 ( 见 定义 7.3.1). 
(ii) 取 定 fe 受 ", 今 求 得 g e 哆 ,使 / = &. 因由 反 演 公式 有 f = (2m) “A ， 
于 是 只 要 证 g A (27) "fA" e (F%. 为 此 ,只 要 对 任 给 B es 2 ,证 8g 是 缓 增 函 数 ,这 
相当 于 证 sp 为 缓 增 函数 . 令 k =1 B61+n+1. 由 定义 7.3.1, 有 分 解 f = 》 D",， 
使 得 zf es L”( yl<k,1 al<7r), 从 而 x*f e L(y 志 B,1 al<7). 于 是 
Df(E) = DE YE)) 
= 了 5 (epee) 
lal <ry<p “YY 
= 5 5 (Bpre((-).)" (8). 
Bp°Y 


lal <ry< 


由 此 得 出 , DY(&) 可 看 成 通常 意义 的 偏 导 数 且 
| Df(é) | < const(1 +1 £1)° 2 | xs i, 


可 见 9 他 是 缓 增 函 数 ,如 所 要 证 . 口 
有 了 上 述 结果 之 后 ,现在 已 不 难 建 立 卷 积 公式 . 
定理 7.4.1 设 fe ,ge [F',h ee (, 则 成 立 
(f*g) =f8, (Fi = (2m) "fF*h. (7.4. 8) 
证 只 需 证 前 一 式 ( 然 后 用 反 演 公式 及 引 理 7.4.1 即 可 推出 后 一 式 ). 任 给 
9 e. 多 有 
(fr8g;) = f(x) ,8(7.@)) = (f(x) ,8( (ep9)")) 
= (f(x) ,8(e .9)) = (f,(89)') 
= ,89) = 8,9), 
其 中 用 到 8 e BG CC” ,8p es 这 就 得 出 (f*g)^= 牛 , 如 所 要 证 . 口 
在 经 典 Fourier 分 析 中 ,以 下 事实 是 值得 注意 的 :无 论 / e L 的 连续 性 如 何 差 ， 
总 有 了 e Co(R"). 若 进 而 设 x*fe LL(lal<<7), 则 有 fe C"(R")( 由 式 (6.5.6)). 
这 表明 当 1 x1 一 % 时 1 fx) | 下降 越 快 ,的 光滑 性 就 越 高 .那么 这 一 规律 是 否 亦 
适用 于 广义 函数 的 Fourier 变换 ? 至 少 从 引 理 7.4.1 的 结论 来 看 ,回答 应 当 是 肯定 
的 . 由 引 理 7.4.1 及 反 演 公式 推出 / e 有 一 六 es 国 CC” ,注意 胸中 的 函数 是 
“ 速 降 的 ”. 在 极端 情况 下 ,fe 多 ' 已 够 “ 速 降 ” 的 了 ,那么 广 是 否 会 是 充分 好 的 函 
数 ? 这 正 是 如 下 的 Paley-Weiner 定理 要 解决 的 问题 . 简 言 之 ,该 定理 渐 定 fe 多 ' 
的 Fourier 变换 是 解析 函数 . 
以 下 约定 z =x+iy EC", 其 中 ,xy e R", 也 写 x = Rez,y = Im z. 
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定理 7.4.2 设 Fe 多 ',suppf CB(0), 则 fe C0”， 


f(£) = (f,et), été eR", (7.4.9) 
A(E) 可 扩张 为 整 函数 
f(z) = (fe ,), z eC", (7. 4. 10) 
它 满足 
| f(z) | < const(1 +| zl)res7 ， (7.4.11) 
其 中 , r e Z, 与 z 无关. 反之 ,车 整 函数 h(z) 满足 条 件 
| h(z) | < const (1 +| z1)'e”, zeC’”, (7.4.12) 


则 必 有 Jf e 多 ', 使 得 f(z) = h(z) ,supp fC B,(0). 
定理 7.4.2 中 的 函数 放 z) 称 为 /的 Fourier-Laplace 变换 ,注意 
fH(E +in) = (f(x)e"™”) (é). 
证 (i 设 /= .DY,,f. e C.(R")( 由 定理 7.2.3). 由 fe 多 'C 区" 推 出 


六 = @( 由 引 理 7.4.1). 由 f 的 分 解 式 有 
HE) = Def(E) = Dé lf,,ee) 


吏 2 Cat Ge) > $F,,(— D)"e,) 


DD ey Ae) 
这 证 得 式 (7.4.9). 以 h(z) 记 式 (7.4.10) 之 右 端 , 则 由 直接 计算 可 求 得 


、 1 <j<n, 
因而 h(z) e H(C") (由 定理 4.2.4). 因 此 广 = hl R" eC”. 下 面 记 h(z) 为 f(z). 
今 证 式 (7.4.11). 取 g e C”(R) ,使 (-%,1] <g <(-%,2), 如 取 

J(l.S—x ,190; x <0, 
gl%) re wh?) -| -zx 7% >0. 

令 

p(t) =g(l|z| (111-6))e,(t), te R’", 
则 当 z 关 0 时 9, ee 多 ,supp pC Bra (0); 当 I tl <6+1/1zl 时 9, =e_,. 令 
KK = B,,,(0). 以 r 记 f 的 阶 , 则 由 条 件 (7.1.4) 有 

| ALop) | < const max lo°pllo, ov e RK). (7.4.13) 
当 1 z1 宇 1 时 9, e 殉 K) ,于 是 由 式 (7.4.13) 有 

| f(z) 1 =1 (f,e,) 1 =1 (f,9,) | 


< const max ortell zl (| #1 -6)e..(t))] lo 


< const max | eg Pg(| zl (1 11-6))! 


B <a,lal <r,| tl <6+2/12zl 
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< const (1 +| zl)Jres7 ， 


其 中 用 了 y .<Iyl(8+2/1zl) 和 61yl+2. 因 六 z) 在 |1zl 达 1 内 有 界 , 故 式 
(7.4.11) 对 任何 z e C" 成立 . 

(ii) 证 定理 之 后 半 部 分 . 由 式 (7.4.12) 推 出 R" 是 缓 增 的 ,因此 hl R* e .7 (由 
推论 7.2.2). 于 是 有 f e .7 ,使 得 j= hl1 R". 今 证 suppf C Bs(0) ,这 是 本 证 明 的 
难点 ,颇具 技术 性 . 

取 R" 上 的 近似 单位 0. e 多 ,使 得 supp 和 C B,(0). 令 h(z) = 0,(z)h(z) ? 
则 hi(z) e H(C") ,hil R” = (f*0.)^. 取 m e N 充 分 大 ,由 式 (7.4.12) 有 

| hi(z) | < const (1 +1 z1)™(1 +| z1)"e” | 0O,(z)| 


< const (1 +| z| ) es7 > | (09°0,)(z) | 


| al <m+r 


< const (1 +| z| ) "e'” (5810 > | 0"0, | 


= (7.4. 14) 
其 中 ， (人 > 0 与 z 无关 . 定义 
gi(t) = 全 (er 二 h,(— t), teR".. 
固定 x,,…,%x, e R, 在 zi 平面 的 矩形 [ - a,a] x [0,y,] 上 应 用 Cauchy 定理 并 用 不 
等 式 (7.4.14) ,可 得 
[和 (eram = {hi(20) ede,, 
其 中 ， Zo 二 (xi 十 yi ,NX2 Nn ). 对 每 个 坐标 都 如 此 处 理 , 最 终 得 到 
g(t) = 全 (De(Ddx， ie Rn"z EC" (7. 4. 15) 
取 z =x+ipt,x,t e R", 则 由 式 (7.4.14) 与 式 (7.4.15) 有 
| g(t) | < const /a +| x1) "exp[pl tl1 (6 + 1/k -| #1)]dx. 
因此 ,车 111 > 6+1/k, 则 | gi(2) | 一 0(p 一 o) ,这 表明 supp gx C 已 ,xx(0). 可 
见 g， eg'C .2, 于 是 有 
gi = (2T) 8 AAY = (2 三 ) "h, VY 区 Re 
= (f*0)""" = (27)"f*0,. 
若 gp e 多 ,supp 9p 门 B,(0) = 6, 则 当 h 充 分 大 时 supp 9 几 supp gt = 6, 因而 有 《gi， 
p》= 0. 因 gi 一 (27)"f, 故 1p) = 0. 这 就 得 出 supp fC Bs(0). 
由 已 证 结论 有 了 (z) e H(C") 且 f1 R”= hl1 R", 于 是 必 f(z) = h(z). 口 
推论 7.4.1 设 g e 六 , 则 gp e 多 的 充 要 条 件 是 9 可 扩张 为 整 函数 p(z)(z e 
C") 有 旦 36 >0,Vk e N, 有 
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| @(z) | < const (1 +1 z1) es”, xeC". (7.4.16) 
证 若 w e 多 , 则 在 式 (7.4.11) 中 取 r = 0 得 |! 6@(z) 1 三 const es ， 以 9“p 代 
9p( Va eZ) 可 得 出 式 (7.4.16). 反 之 , 若 9(z) 是 整 函 数 且 式 (7.4.16) 满足 , 则 
supp 9 必 为 紧 集 且 1 B(x) 1 志 const (1 +1x1) (xx e R"). 于 是 可 用 反 演 公式 得 
pg(z) = (2m) 一 | 人 (Eeede 
由 此 公式 可 推出 pg e C”, 从 而 wp e 纹 口 
定理 7.4.2 之 证 的 最 后 一 步 实际 上 用 了 以 下 唯一 性 结论 : 
命题 7.4.2 设 f,g e H(C"),fl R" = gl1 R’, 则 f(z) = g(z). 
证 只 要 设 fl R = 0 证 f(z) ==0. 不 妨 设 n = 2( 一 般 情 形 可 归纳 证 之 ). 取 定 和 
e R 由 f(%0,y) 三 0(y e R) 与 定理 4.1.3 推 出 f(xo,z) 二 0(z e C). 固定 z e C, 由 fx， 
z) 三 0(x e R) 推出 f(z,,zy) 三 0(z e C). 因 此 f(z) = 0(z e C’). 口 


7.5 Sobolev 空间 


广义 函数 空间 乡 '( 或 者 .yy ,多 ') 有 两 个 明显 的 缺陷 . 其 一 是 乡 ' 中 的 LCS 结 
构 只 起 了 很 少 的 作用 . 除了 有 时 要 用 到 分 布 序列 的 收敛 性 (这 涉及 多" 中 的 弱 拓 
扑 ) 之 外 ,几乎 不 提 到 空间 乡 ' 中 的 拓扑 结构 . 其 二 是 在 多 ' 中 并 无 度量 可 用 ,因而 
不 存在 对 分 布 作 精 确 估计 的 问题 . 而 近代 分 析 学 的 经 验 是 , 唯 有 Banach 空间 (尤其 
是 Hilbert 空间 ) 技术 才 导 臻 最 丰富 且 最 深刻 的 结果 . 广义 函数 空间 乡 ' 固然 庞大 
得 似乎 无 所 不 包 , 但 对 于 培育 更 精细 的 分 析 理 论 来 说 , 却 难以 胜任 . 这 就 促使 人 们 
提出 一 个 问题 :能 否 在 乡 ' 的 某 些 子 空间 上 引入 自然 的 Banach 空间 或 Hilbert 空间 
结构 ? Sobolev 空间 理论 对 此 问题 提出 了 一 个 令 人 满意 的 解答 . 值得 指出 ,在 历史 
上 , 正 是 Sobolev 空间 概念 充当 了 广义 函数 论 的 先导 . Sobolev 空间 并 非 某 个 单独 的 
空间 ,而 是 由 适当 指标 区 分 的 一 族 空间 . Sobolev 空间 的 材料 取 自 广义 函数 ,而 其 空 
间 结 构 , 则 借用 了 己 空间 的 构架 . 如 在 3.5 节 中 已 提 到 的 ,空间 己 ( 尤 其 是 二 ) 具 
有 特别 良好 的 结构 ,其 部 分 优点 将 被 Sobolev 空间 所 继承 . 

设 1<p<wm,meZ. 今 
{fe2 (Milalsm= 9/eL}l, m>=0, 


WO 2 0 大 ED，m<0 (2 


Wra(D) = | 
当 不 必 提 到 Q 时 ,就 将 W"*(0) 简写 作 了 当 m 宕 0 时 显然 Wr”C 严 , 此 时 空间 
mo 并 不 含 真正 的 广义 函数 ,但 式 (7.5.1) 中 的 导数 aef 却 是 分 布 意义 上 的 ,因而 
对 于 空间 的 描述 仍然 离 不 开 广义 函数 . 若 m < 0, 则 Wr'? 含有 1 m1 阶 广义 函数 . 空 
间 的 “正则 性 ” 随 m 增 大 而 上 升 ,所 形成 的 空间 链 可 表达 为 ( 设 m > r > 0) 
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wcCW? CW = CW CW"™CD,'. (7. 5.2) 
现在 引入 空间 WW” 中 的 Banach 空间 结构 . 首先 设 m 宇 0,k 是 满足 | al < m 的 
a e 2 的 个 数 , 则 线性 单身 
W”?— (DV), fo (0°f) igen (5.3) 
在 W"” 中 诱导 出 一 个 赋 范 空间 结构 ,使 得 映射 (7.5.3) 成 为 一 个 等 距 髓 入 ,这 意味 
着 在 W””? 中 使 用 范 数 


las = (To ) (7.5.4) 
当 p = wm 时 自动 地 理解 式 (7. 5.4) 为 
中 和。 = max || 0°f 1, 
今后 保持 这 一 约定 而 不 另 作 说 明 . 空间 W"” 中 的 范 数 收敛 可 刻画 为 


Pp 
f.—=0 © 9, >=0, lal<m. 


车 |f] C 了 "8 吸 马 AIal <m), 令 f= 办 , 则 在 多 ' 中 一 f,0"f 一 0 = 大 (用 
包含 PC 儿 ' 及 微分 运算 的 连续 性 ) ,这 就 推出 fe W"” 有 目 上 ff 一 0(k 一 
% ). 可 见 ,W"”? 是 (2)" 的 闭 子 空间 ,因而 是 一 个 Banach 空间 . 特别 地 , W"” 是 一 
个 Hilbert 空间 ,通常 将 其 写作 政 或 后 (0) ,其 中 ,内 积 表 为 
(f,8)n = (0,08)o, (7.5.5) 

此 处 (人 …，') 表 大 (2) 中 的 内 积 . 

至 于 m < 0 的 情况 , 则 依赖 于 如 下 结论 : 

引 理 7.5.1 设 1<p=g/(g-1) < %,m >0,o" 记 人 钨 在 空间 歼 ” 中 的 
闭 包 , 则 有 自然 的 线性 同 构 (W”?)' = W™". 

证 任 给 /fe€ W", 设 f= 了 0,,f, elL(lals<sm).Voe 弥 有 


[fg)1= |5 0,9)|< 5 1 HY.,0°p) | 


l/gq 


< Tlel,< lol (Bl ) 


a lal <m 


由 定理 1.5.3,f 可 唯一 地 扩张 为 殉 ” 上 的 有 界线 性 泛 消 . 
反之 , 任 给 f e (WW”)', 由 Hahn-Banach 空间 与 定理 3.5.2, 可 认为 / e 
[(2)"]' = (4)*. 于 是 有 f, e (1 al < m) ,使 得 
(np = 之 Ve"9) = 之 ((- 6),9), peg, 
因而 f= 了 (- 8 中 < Wo 
综 上 , 知 (WW”?)' 一 WW”,f 一 f1 多 是 一 线性 同 构 . 口 
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引 理 7.5.1 所 确立 的 线性 同 构 在 W” 中 唯一 地 决定 一 Banach 空间 结构 ,使 
得 该 同 构成 为 等 距 同 构 . 或 者 干脆 等 同 空 间 WW 与 (Wo”) ,不 妨 认 为 ”就 是 
We” 的 对 偶 空 间 . 通 写 将 本 ”写作 画 或 夯 (O) ,W” 写作 H™" 或 8H"(0). 因 此 
有 H™ = (Ho)'(m > 0). 

以 上 讨论 表明 ,原则 上 只 需 考虑 空间 WW”?(m > 0), 而 空间 WW” 又 完全 可 用 
空间 来 描述 ,这 正 是 Sobolev 空间 族 ”的 一 大 优势 . 空间 W”” 继承 了 空间 了 
的 一 系列 性 质 , 一 个 最 明显 的 例子 是 当 1 < P < om 时 ,W"”( 注 意 它 是 (2)" 的 闭 子 
空间 ) 如 同 一 样 是 自 反 空间 . 如 我 们 已 强调 的 ,在 Banach 空间 理论 中 自 反 空间 
有 明显 的 优势 . 此 外 ,由 定理 3.5. 1 与 定理 6.3.6 所 描述 的 忌 空 间 的 那些 逼近 性 
质 ,对 于 空间 W” 亦 有 适当 的 推广 ,这 在 下 面 就 要 考虑 . 男 一 方面 ,与 一 般 的 空间 
性 不 同 ,在 空间 W” 中 可 施行 微分 运算 ,而 且 W” 中 的 依 范 数 和 逼近 也 涉及 导数 的 
允 近 , 这 就 在 一 定 意义 上 吸收 了 2.2 节 中 那些 空间 (如 多 (D) ) 的 优点 . 可 以 说 ， 
这 是 Sobolev 空间 族 WW” 的 男 一 大 优势 . 

下 面 的 结果 可 看 成 定理 6.3.6(i) 的 某 种 推广 . 

定理 7.5.1 设 1<p < % ,me N, 则 以 下 结论 成 立 : 

(iD 统 02) 在 WW?( 人 2) 由 多 ' 中 稠密 ，; 

(ii) C”(2) 在 WW?”(0Q) 中 稠密 ; 

( 运 ) 统 R") 在 WW?(R") 中 稠密 ,因此 Wo”?(R*) = WW”?(R")， 

W™(R’) = (W*(R’))’, g = p/(p -1). 

证 (i) 设 fe W?(Q) 多 '. 取 C ”近似 单 位 0,, 使 supp 9 C By(0), 则 
有 Af* 0 e C”, 因 而 当 上 充分 大 时 fe 统 0) (由 定理 6.2.3 与 引 理 6. 2.2). 其 次 
由 定理 6.3.1 有 95, 久 85k 一 % ,1 al < m) ,这 表明 在 W?* 中 /一 f 

(ii) 设 f e W”(0). 取 局 部 有 限 开 集 族 |U| ,使 得 2 =UU 且 UCQ. 取 0 上 
从 属于 {U1} 的 C” 单 位 分 解 {A;} (由 定理 7.1.3). 令 fi; = Af, 则 f= ff ew”? 
NE'(D0.). Ve >0, 取 g; e 2XU), 使 fi -gg,, < e277, 则 gz A >》 8 eC” (0), 

if -gi ,,, < > fi:-gil|,, < ee. 

(证 ) 设 fe W"?(R") ,只 要 证 有 i} CW"?(R") Nn 多 ', 使 1 -fs 一 0. 
取 p es 妇 R"), 使 B.(0) <gp <B,(0). 令 gi(x) = p(x/k) ,fi = fopi, 则 

0°(f -A ,< 0 -~ peo0f ,+ (1 -9p)o0°fl, 
AT+L,, lal<m, 


站 过 const 2, 9° pos 
B 三 az 


和 COnst > [| ,| aflzdz] “一 0， 人 


18| <m 
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5 < [| ay 一 0， ho 


这 得 出 有 -| 。 一 0, 如 所 要 证 . 口 

利用 定理 7.5.1(ii) ,可 将 空间 W”(0Q) 重新 定义 如 下 : 任 给 fe C” (2) ,由 式 
(7.5.4) 定义 上 /| 。，, 令 

X,, = {f eC DO): 1 <oj|， 

则 XX, , 是 一 个 赋 范 空间 ,然后 将 WW”(0Q) 定义 为 空间 X,,, 的 完备 化 . 这 一 定义 完全 
不 涉及 广义 函数 概念 . 不 过 ,回避 广义 函数 并 不 可 取 , 因 而 宁可 使 用 由 式 (7. 5. 1) 
的 定义 . 

定理 7.5.2 若 2 有 界 , 则 对 js 到 (0) 成 立 如 下 的 Poinciare 不 等 式 : 

fl < const 之 上 0°f >. (7.5.6) 


证 只 需 对 fe 纹 0) 证 式 (7.5.6). 为 此 又 只 需 证 YB e 2 , 若 181 < mm， 
a = (Bi + 1,B,,…,B,), 则 
| sa < const | 90°f 2 
取 a >0, 使 DC (-ac) "4 人 卫 , 则 


1 of13= | f(x) 12dz 
[| opm) dx 
< a | a°f(t,x,,*** ,x,) I?dt 


= (2a)°|! a°f(x) 12dx = const | 9°f||2. 口 


Poincire 不 等 式 的 意义 在 于 ,在 Q2 有 界 的 情况 下 ,在 Ho(Q2) 中 可 使 用 如 下 简 
化 的 等 价 范 数 : 


Iflew = (ZB oli) &£ 


lal =m 


通常 在 于 (2) 中 不 加 说 明 地 使 用 范 数 (7.5.7) 且 就 写作 fl 。, 当 m = 1 时, 有 


IN = (ht vr) lax) . (7.5.8) 
下 面 设 0 = R",p = 2 在 这 种 情况 下 ,对 于 空间 族 厂 (R") 可 作 一 重大 扩充 ， 
即 以 实 参数 ; 取代 整 参数 m. 令 
du, = (1 +| x1’)’dx, s eR, (7.5.9) 
其 中 , dx 表 nn 维 Lebesgue 测度 . 显然 上 是 R" 上 的 正 测度 . 令 
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H(R’) = {fe F(R):f erL(,)}, (7. 5. 10) 
其 中 , 世 (p,) = 天 (RD) .下 面 以 不 记 正 (BR ) ,7.22 等 类 似 ， 直接 看 出 
FoL(p), fo7 
是 一 线性 同 构 , 它 在 下 中 诱导 出 一 个 Hilbert 空间 结构 ,使 得 以 上 同 构成 为 等 距 同 
构 . 这 意味 着 ,在 空间 下 中 使 用 范 数 


Wh = (fF ) (7.5.11) 
与 内 积 


Ye), = ff gap. (7.5. 12) 


在 不 中 太一 0 性 在 忆 (p,) 中 六 一 0 司 (1 +1 x17)”% 与 0(k 一 %). 因为 函数 
(1 +l x1”)’' 关于;s 单调 增 , 故 下 形成 如 下 空间 链 : 
H”"CHCHCH=LCH*CH'CH™”, (7. 5. 13) 
其 中 ,0 <s <r<%,H" = 阁下,H ”= UH'. 式 (7.5.13) 中 的 包含 均 是 连续 的 
( 当然 不 考虑 正 ") , 若 -m <s<i<o, 则 .9" 生 下 均 为 兢 的 稠密 子 集 . 若 m 
Z,, 则 fe WofeL(al<m) eee) elL(lals<sm) 全 六 天 () 
售 feH", 可 见 W””(R") = H"(R"). 也 易 看 出 当 s = m,p = 2 时 范 数 (7.5.11) 与 
范 数 (7. 5.4) 等 价 . 当 m < 0 时 对 空间 WW”(R") 亦 可 作 类 似 的 结论 . 因此 ,可 以 认 
为 空间 族 { 形 (R") : s e RI 正 是 空间 列 17"(R") : m e Z| 的 扩充 . 
空间 族 {五 : s e R} 中 的 诸 空间 往往 需要 互相 转换 ,这 种 转换 常 通过 某 些 标 
准 的 连续 线性 算 子 来 实现 , 卷 积 算 子 与 微分 算 子 就 能 起 这 种 作用 . 
下 面 用 到 的 乘 子 空间 @ 与 有 ' 分 别 依 式 (7.2.5) 与 定义 7.3.1. 
定理 7.5.3 (i) 卷 积 算 子 . 设 p e 人 3,0 <4<l1p(z)1xl 三 B < o,4。 = 
PB*, 则 A。e LL(H,H“*). 若 inf| p(x)1>0, 则 1/9 e 人 ,Ay, = (2m) “4 e 
Z( 厅 “, 厅 ). 若 p = (1 +|l x1 )” ,A。 = 4， 则 4。: 克 ==H“( 等 距 同 构 ). 特别 
地 ,4 : 兢 振 刀 ， 
| (f,8)0 | 
es pe 


(ii) 微分 算 子 . 设 P = 2 ao(x)D" ,as(x) e 久 则 Pe L(H',"). 特别 地 ， 


Ye es %H 一 上 ,f/f 一 gf 是 连续 线性 算 子 . 
证 (i) 由 引 理 7.4.1 有 9 es 有 .Vs 兢 ,有 


Is = {1 CB*) "Td, = (25)”|! dp, 


< const |f|,, 


， feH; (7.5. 14) 
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其 中 用 到 定理 7.4.1 与 反 演 公式 . 这 表明 A。-e L( 于 ,H”). 车 inf1 g(x)1 > 0, 则 
由 | p(x)171xl”"<4” < % 推出 Ay。e L(H'“, 厂 ). Vf e H" ,重复 用 定理 
7.4.1 可 验证 ((f* (1/g)^) *@)^= (2m)29, 这 得 出 4 Ai%f = (27)” 同 理 ， 
Awohof = (2m)21, 故 得 4 = (2m)”47? .余下 的 结论 是 明显 的 ， 

(ii) 只 要 考虑 以 下 两 种 特殊 情况 . 若 P = D*, | al <7, 则 对 fe 不 有 

1p,= [1 e747,, < AN? 

若 p e 凶 则 对 fe 厂 有 

let?= {1 Cg) "ap, = (25)™ {1 f* 9 1? dy 


Qn ™ || pe -dy| dt?) 
const J[ fc) | (1 +| x -yl2) tqy] dy.(%) (k > 0 充分 大 ) 


从 


从 


const [fags) | +| % -7y1’)*dy[ 1 7(7) 1 (1 +l x -yl*)™*dy 


从 


const [ao fy) (1 + x -yl ) dy 
= const Ja. (x) {1 87) |?(1+l x -yl ) “(ll +l y1?) “du,(y) 
const Jaxf 1 807) 1?*(1 + x -7y1’)'" *du,(y) (*) 


从 


< const | 1 7) 1?qu(7) = const 7 2， 
其 中 , 关键 的 步骤 是 得 出 式 ( * ) 时 用 了 所 谓 Peetre 不 等 式 : Vx,y e R",s e 及 ,有 
(1 +l x12) (1 + yl ) <2"(1+lx-yl’)". (7.5.15) 
式 (7.5.15) 可 用 初等 方法 证 明 . 于 是 顾 一 H',f 一 gf 是 连续 线性 算 子 . 口 
式 (7.5.13) 表 明 , 空 间 正 随 * 上 升 而 缩小 ,因而 可 以 期 望 ,* 越 大 , 厅 中 的 函数 
有 越 高 的 正则 性 . 下 面 的 圣人 定理 给 出 了 一 个 准确 的 结论 . 
定理 7.5.4 设 reZ2,,s >r+n/2, 
Cr(R") = {fe C'(R"): ofeC(R’),lalsr, (7.5.16) 
在 Co(R") 中 使 用 范 数 ( 见 式 (2. 2. 16)) 
fl = max || 0°f | ,, (7.5.17) 


lal <r 


则 有 连续 的 包含 于 C Co(R"). 因此 ,H* CC*. 
证 设 fe ,| al<<7, 则 9*f e 研 "C (由 定理 7.5.3)， 
1 of, = (27) "C0" |, < const | (9) 
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= const | £1 < const {1 Fé) 11 1 rd 


< const IJG 二 | Er 
= const ||f|.. (7.5.18) 
由 此 可 归纳 地 推出 存在 hh e C" 使 0%f = gae (lals7). 由 0% = 
(2m) “(9%h)'^* ”Ee Co(R") 得 fh e Co(R"). 由 不 等 式 (7.5.18) 得 出 
ho lo < const | 
因此 包含 下 C Co(R") 连续 . 口 
为 能 局 部 地 使 用 空间 族 严 ,引入 记号 
(1) = {fe 儿 '(0) : 任 给 有 界 开 集 V,V C 02, 存 在 
g e ,使 得 fl V = gl Vl}. (7. 5. 19) 
引 理 7.5.2 设 f ee 多 (0), 则 f € Hi.(0) Vo e 人 02), 有 weH. 
证 设 f e 杯 .(02) ,pe 统 0), 则 存在 g es 克 ,使 得 在 supp 9 的 某 个 邻 域 上 
f 与 g 相等 ,因而 gf = wg e (由 定理 7.5.3(ii)). 
其 次 设 Ve es 殉 0) ,gf e 厂 ,V 是 有 界 开 集 ,VC 02 取 yp es 殉 0) ,使 和 < ep， 
则 g A qf eH, 在 V 上 f = g, 因 而 f € Hi.(02). 口 
设 P(D) 是 m 阶 常 系数 微分 算 子 ,以 P(x) 记 P(x) 的 所 有 普 次 项 之 和 . 生 当 
xx 天 0 时 Po(x) 关 0, 则 说 P(D) 是 椭圆 算 子 . 因 P,(x) 是 严 次 齐 次 的 , 易 见 P(D) 
是 椭圆 的 会 | P(x)1EECIxl"(0 <C= const) 全 |P(Ox)1 三 CIxl7 (xl 
R = const ). 
下 面 是 关于 椭圆 算 子 的 一 个 基本 结果 . 
定理 7.5.5 设 4 = P(D) 是 m 阶 常 系数 的 椭圆 微分 算 子 ,u es 多 '(02) ,Au e 
本 .(0) , 则 ~ e (02). 因 此, 若 Au eC”, 则 ww eC”. 
证 (i) 设 u,hu e 于 , 今 证 we H*". 由 te (pn,) ,Ph e (pn,) 推出 
| 21?(1 +| 12) < const| |?(1 +I 1°)[1 +! P(E)1*] eL, 
这 正 表 明 w e H*™. 
(二 ) 设 p e 多 fe 本, 则 A(gf) -p44f eH "只 要 说 明 B A A4p -2p4 是 
m -1 阶 微分 算 子 . 不 妨 设 4 = 0°,lal = m, 则 


a°(gf) -p90f= > (CL) pa”, 
oz#p<a\B 
由 此 看 出 8B 是 m -1 阶 微分 算 子 . 
(二) 取 定 ge 统 02), 今 证 pg wu es H*"( 由 此 应 用 引 理 7.5.4, 即 得 wu e 
HE "(00) ). 取 有 界 开 集 V, 使 supp pg CV,V C0 取 ye 人 0) ,使 WI1V = |. 结合 
定理 7.2.3 与 定理 7.5.3 得 出 多 ' C H“ ,这 推出 yu eH,t eR, 可 设 kAstm- 
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teN. 选取 风 = po, pi, = 9 ,使 得 yj e 0) ,Wi 1 | supp 几 = 1(1 <j<%). 
今 归 纳 地 说 明 yu e H*( 如 此 则 有 gu = Wiu e 本 "). 首先 有 you = Wu e 兢 . 设 
已 知 yu e H”(0 <j < 有 , 今 证 wu e H”". 由 (i, 只 要 证 wu,A(Winu) e 
1 首先 ,iwiv = 内 e HE 其 次 
A(yiniu) = [A(yinu) 二 yAu] + WinAu 
= (Ayis — ink) (Wiu) + hindu 
e HI" 4H CCH" 
其 中 用 了 引 理 7.5.2. 如 所 要 证 . 
(iv) 设 Au e C” , 任 取 yg es 人 U0),s e R. 于 是 9 hu e 开 , 从 而 hu es 豆 , (02) ， 
ueH:"(0),pueH'", 这 推出 pu ee H” CC” ,因而 ue C*. 口 
最 常用 的 椭圆 微分 算 子 是 Laplact 算 子 A 与 P = 9, +i9,. 将 定理 7.5.5 用 到 A 
与 9, + i9, 得 到 
推论 7.5.1 若 u € 多 '(0) ,Au =f eC”( 特 别 若 Au =0) , 则 vs C*(0). 
若 QCR ,ue DB'(0),u, + iu = 29u/9z = 0, 则 w es C” (2) ( 即 解析 函数 必 无 
限 次 可 微 ). 
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本 章 开 头 曾 提 到 ,Sobolev 关于 偏 微分 方程 广义 解 的 研究 ,是 广义 函数 论 的 重 
要 渊源 . 偏 微分 方程 论 成 为 广义 函数 论 的 主要 受益 领域 ,是 非常 自然 的 . 在 近代 偏 
微分 方程 理论 中 ,广义 函数 的 使 用 已 成 为 一 种 常规 手段 ,而 且 已 形成 系统 的 方法 . 
因此 ,说 到 广义 函数 对 于 偏 微分 方程 论 的 应 用 , 举 几 个 孤立 的 例子 远 不 足以 了 解 全 
面 的 情况 . 然而 ,本 节 却 只 能 涉及 少数 例子 ,而 且 还 是 比较 简单 的 . 不 过 ,我 们 的 目 
的 仅 在 于 说 明 ,在 偏 微分 方程 理论 中 广义 函数 何以 能 发 挥 作 用 . 虽然 所 用 材料 极其 
有 限 , 但 其 所 体现 的 思想 仍然 不 失 普 遍 价值 ,而 这 正 是 我 们 要 强调 的 . 

设 4 = 这 a.(*)D" 是 形 如 (7. 2.3) 的 线性 微分 算 子 ,其 中 , m 二 1 且 至 少 有 


一 个 a.(x) 关 0,1 al = m, 这 意味 着 4 是 一 个 真正 的 m 阶 微分 算 子 . 给 定 f e 
多 ' = 乡 '(00) ,考虑 m 阶 线性 偏 微分 方程 
Au = 大 (7.6.1) 
说 到 方程 (7.6.1) 的 解 w 时 ,通常 可 区 分 如 下 3 种 情况 : 
(i) 古典 解 ,这 意味 着 足够 光滑 ,D"u(1 a1 < m) 是 通常 的 导数 ; 
(ii) 弱 解 , u 是 普通 函数 但 不 够 光滑 ,因而 D"u 看 成 分 布 导数 2; 


@ 有 时 为 选择 工具 的 方便 ,对 4 作 适 当 限 定 ,如 限定 4,f e 三 . 
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(二 ) 分 布 解 ,这 意味 着 we 多 ' 不 是 普通 函数 . 
通常 依 适当 途径 获得 方程 (7.6.1) 的 一 个 解 w e 多 ', 但 并 不 能 预先 确 知 其 正 
则 性 ,因而 称 其 为 广义 解 . 当然 ,人 们 希望 且 力 图 证 明 w 实际 上 是 一 个 古典 解 . 不 
过 ,即使 是 非 古典 解 , 亦 不 失 其 理论 与 应 用 价值 . 
先 从 两 个 最 简单 的 例子 获得 一 点 直观 印象 . 
例 7.6.1 (i) 给 定 f e 乡 '(R) ,考虑 关于 未 知 函 数 的 一 阶 线性 方程 
u = 大 (7. 6.2) 
任 给 p <s 殉 及 ) , 令 o。 = 《1,9), 取 ye 殉 及 ) ,使 o = 1. 定义 Sp = 9 - apy， 
Tp(z) = | .wp(Ddt 直接 验 知 os。 = 0,TSp < 红 R). 定 义 
Lp) = a, -f(TSp), 9 e MR), 
则 易 见 we 多 '(R). 任 给 pg es 纹 RR), 由 a = 0 有 
-UP ) =f/(TS9') = f(T9p') = f(9), 
这 表明 w = 车 uu’ =f(i =1,2),v =u -ww,; 则 vw = 0， 
vg) = vaoy) +v(Sg) = Cao) + CTS) 
= av(y) - (v',TSp) = (c,9), 
这 得 v = c = v(y). 因此 ,方程 (7. 6.2) 有 无 穷 多 解 , 其 通 解 为 uw + const,u e 
乡 '(R) 是 方程 (7.6.2) 的 任 一 解 . 
(ii) 给 定常 数 a, 考虑 一 阶 线性 方程 
u +aL = 0. (7.6.3) 
作 代 换 w = ve “将 方程 (7.6.3) 化 为 = 0. 由 (i) 得 " = c, 从 而 uw = ce“,c 是 任 
意 常 数 . 这 与 常 微分 方程 论 中 的 熟知 结论 一 致 . 
(让 ) 考虑 一 阶 线性 方程 
XU”= 1. (7.6.4) 
设 w e 乡 '(R) 是 方程 (7.6.4) 的 解 , 令 
v=u-c -cH(x)-ln|lxl, 
其 中 , c,c 为 任意 常数 ,H(x) 是 Heaviside 函数 , 则 由 例 7.2.1( 让 (过 )(v) (vi) 有 
xm = 1 -cxd(x) -xP. (x") =0. 
由 类 似 于 讨论 方程 (7.6.3) 的 方法 可 以 说 明 ,v 在 区 间 ( -~ % ,0) 与 (0,% ) 内 均 为 
常数 ,不 妨 设 x 关 0 时 v(x) = 0( 和 否则 适当 调整 常数 与 cj). 于 是 suppv C {0}. 由 


定理 7.2.6, 有 w= Sa. Vo e 22XR), 有 
0 = (x v' ,9) 到 (Ss, ?) 
= Deal, p) = Da(-1)"(8,(xp)) 
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= Po-1)" (i+1l)p" (0). 
由 g 的 任意 性 ,必得 a, = 0(0 <i<m) ,因而 v = 0. 这 就 得 到 方程 (7. 6.4) 的 通 解 
为 uw = cl + cH(x) + ln 1 x1. 这 个 解 并 不 是 RR 上 的 可 微 函 数 ,因此 它 是 弱 解 . 
对 于 一 般 的 方程 (7.6.1) ,可 建立 如 下 弱 解 存在 性 判别 法 : 
定理 7.6.1 设 a,(x) e C"(00)(l al <m) ,fe LL(0) ,4 是 微分 算 子 4 的 
形式 对 偶 ( 见 式 (7. 2.4) ) , 则 方程 (7. 6. 1) 存在 弱 解 w e (人 02) 的 充 要 条 件 是 
| (f,p) |<const 4 pl ， Vo ee HN). (7. 6.5) 
证 若 u e (0) 是 方程 (7.6.1) 的 弱 解 , 则 Ye s 纹 02) ,有 
| Cf,p) 1 =| (hu,p) | =| (u,A’ op) | 
< |ul,lA’gl, = const Ao9| >. 
反之 , 设 条 件 (7.6.5) 满 足 ,定义 
T(A*9¢g) = (f,p), 9 e HN). 
若 g,y es AN),A yp = A'y, 则 
| fp -wy) Is eonst |A(g -vy)|,=0, 
因而 fp) = f(yw). 这 表明 T(4* gp) 唯一 地 决定 于 4* gy. 条 件 (7.6.5) 表明 了 是 
(0) 的 某 子 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 , 由 Hahn-Banach 定理 ,可 设 7 es L(0)*. 
由 Riesz 表示 定理 ,有 zx e (人 2) ,使 得 
op》 = 了 T47p) = 《4 9p)》 = (hu,g9), 9 e HN). 
最 后 一 步 依 式 (7.2.2). 这 表明 hu = 户 即 是 方程 (7. 6. 1) 的 弱 解 . 口 
对 于 常 系数 线性 偏 微分 方程 ,结果 更 为 明确 . 
定理 7.6.2 设 人 是 有 界 区 域 , a,(x) = a。,f es (0) , 则 方程 (7.6.1) 必 存 
在 弱 解 . 
现在 设 P(D) = 》,a.D* 是 m 阶 (m > 1) 常 系数 线性 微分 算 子 ,考虑 特殊 的 线 
性 偏 微分 方程 
P(D)u = 6. (7.6.6) 
定义 7.6.1 若 u = E e 儿 ' 满足 方程 (7.6.6), 则 称 E 为 微分 算 子 P(D) 的 
基本 解 . 
方程 (7.6.6 ) 并 不 像 一 个 常见 的 偏 微分 方程 ,现在 突出 地 提出 它 的 解 , 初 看 起 
来 几乎 不 可 思议 . 但 如 下 的 简单 分 析 会 立即 显示 出 基本 解 的 重大 意义 : 设 E 是 
P(D) 的 基本 解 , fe 多 ' 使 得 f*E 有 定义 , 则 
P(D)(f*E) =f*P(D)E =f*6=/f, 
这 就 表明 w = f*E 正 是 以 下 方程 的 解 : 
P(D)u = 上 (7. 6.7) 
因此 ,至少 在 原则 上 ,求解 方程 (7.6.7) 的 问题 就 转化 成 了 求 P(D) 的 基本 解 的 问 
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题 . 而 基本 解 的 存在 性 是 不 成 问题 的 , 因 Ehrenpreis 与 Malgrange 于 20 世纪 50 年 
代 中 期 证 明了 以 下 可 庆幸 的 结果 : 

定理 7.6.3 设 P(.) 是 R* 上 的 m 次 (m > 1) 常 系数 多 项 式 , 则 微分 算 子 
P(D) 必 有 基本 解 . 

证 基本 解 的 构成 依赖 于 线性 泛 函 的 扩张 ,颇具 技术 性 ,但 基本 思路 还 是 清楚 
的 .下面 分 3 步 完 成 证 明 . 

(i) 首先 建立 一 个 辅助 不 等 式 . 任 给 整 函数 f(z) 与 正常 数 p, 成 立 


1A21< Cop"h,! (JfP)(z+pA)I dA, zeC’, (7.6.8) 


其 中 , C 是 与 f,p,z 无 关 的 正常 数 . 令 P = 允 P,P 是 j 次 齐 次 多 项 式 ,0 <j < mm 


因 P(z +p 7A) 是 7(e C) 的 m 次 多 项 式 ,其 首 项 系数 为 p”P,( 和 A) , 故 
P(z+pTA) =p"P,(A)(T- 7)(T- 7) (7 — 7,). 
令 
QT) Sp PML ST) (sr) (7 
则 当 1 71=1 时 | P(z +p 7A)1 =1 Q(7)1. 今 估计 
| f(z)p"P,(A)1 =1 f(z +p 7A)Q(T) 1,o 
1 (fP)(z+p TAD) 


2Tijir =1 
< | | OP) (z + pAe”) | db， 
其 中 用 了 Cauchy 公式 .上 式 两 端 对 和 在 T 上 积分 得 
1 f(z) 1p"f .1 P(A) 1 dA 


< 过 [ax 人 | (1P)(z+phMe?)1d6 
= 元 | ae[ 1 UP)(z +pAo®) 1 dh 


= 人 1 UP)(z +pA) 1 dA, 


这 显然 得 出 不 等 式 (7.6.8). 
(ii) 构成 基本 解 书 令 下 = P(D) 多 ,定义 
g:X—C, P(D)op— 9(0). (7.6.9) 
若 p e 多 ,P(D)g =0, 则 0 = (P(D)g)”= P89, 这 推出 8p = 0, 从 而 pg(0) = 0( 注 
意 9 是 解析 函数 , 见 推论 7.4.1). 这 表明 g 单 值 地 定义 为 X 上 的 线性 泛 函 . 车 g 可 
扩张 为 g e 儿 ', 则 对 任 给 pg e 多 有 
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(6,9) =《〈g,P(D)p) =〈P(-D)g,p》=《〈P(D)E,p)》， 
这 就 得 出 P(D)& = 6, 从 而 E = 上 如 即 为 P(D) 的 基本 解 . 于 是 ,由 Hahn-Banach 定 
理 ,只 要 证 g 在 X 上 连续 ,其 中 , XX 看 成 乡 的 子 空间 . 而 为 此 又 只 要 证 g 在 XY 上 关于 
一 个 更 弱 的 拓扑 连续 . 任 给 pg e 多 , 令 

ol = asf.! p(t +pA)l dA, (7. 6. 10) 

则 可 验证 lp | 是 乡 上 的 一 个 范 数 . 注意 由 推论 7.4. 1,9 是 一 个 整 函数 日 易 看 出 
式 (7.6.10) 中 的 积分 必 有 限 . 当 lg 上 = 0 时 8 = 0, 从 而 pg = 0. 现在 指明 g 在 XX 
上 关于 范 数 (7. 6. 10) 连续 . Ye es 儿 有 

| lg,P(D)¢p) 1 =1 op(0)1< plo = (27) 1121。 


< (2m) "lol: = (2m) 人 19(D1 册 


(Pp) (t+pA)l dA 
= const | P(D)g | ， 
其 中 用 了 不 等 式 (7.6.8). 可见 g 依 范 数 (7. 6. 10) 连续 . 
(十) 证 乡 上 的 范 数 拓 扑 弱 于 儿 中 的 LF 拓扑 . 设 在 儿 中 依 LF 拓扑 gp; 一 0, 则 
由 引 理 7.1.1 有 紧 集 K C R" ,使 得 {pi} C 殉 K) 且 Ya ee 如 ,有 09i 污 0(k 一 
o ). 取 r e NN 充分 大 , 令 h(x) = (1 +| x1*)', 则 依 式 (7.6.10) 有 


loel ?= [fa p(s +pA)! qa] 
= [人 人 (eae0^ (1 dhAdi] 
< const {1 h(i) (epape) (DT12dAd 
= const | | ,1 [h(D) (epg) 1 (CD 17didA 


= const 人 | AD)(e er) | 2dA 一 0， 大 一 oo， 


其 中 用 了 命题 6. 5. 1 ，Hélder 不 等 式 与 定理 6.5.3. 由 此 可 见 , 多 中 依 IF 拓扑 的 
收敛 蕴涵 范 数 收敛 ,如 所 要 证 . 口 

定理 7.6.3 固然 是 深刻 的 ,但 它 未 必 有 助 于 实际 求 出 基本 和解 . 对 于 一 个 特定 的 
微分 算 子 P(D) ,寻求 其 基本 解 时 依然 要 靠 一 些 见 机 而 作 的 方法 , 下面 通过 震 干 简 
单 例 子 来 作 初 步 说 明 . 在 着 手 之 前 , 先 对 基本 解 作 几 点 一 般 说 明 . 首先 , 知 忆 是 微分 
算 子 PLD) 的 基本 解 ,u 是 齐 次 方程 P(D)u = 0 的 任 一 解 , 则 显然 E+w 亦 是 P(D) 
的 基本 解 . 可 见 基本 解 不 必 是 唯一 的 . 在 多 个 基本 解 中 通常 选择 缓 增 的 基本 解 ,使 


之 能 施行 Fourier 变换 . 其 次 ,基本 解 五 肯定 不 能 有 紧 支 集 , 否 则 ,从 已 <e 多 ' 及 PE = 
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1 推出 五 为 整 函 数 且 以 w 点 为 零点 ,因而 名 =0,E = 0, 得 出 矛盾 . 此 外 , 若 PLD) 是 
椭圆 算 子 , 则 由 定理 7. 5.5 P(D) 的 基本 解 在 R"\10} 内 必 为 C” 函 数 ， 


例 7.6.2 (i) 设 P= to ,Q 是 常数 . 令 = e“H(x) ,H(x) 是 Heaviside 图 


数 , 则 
Pu = au + (e“H(x))’ = au +e“[6(x) -aH(x)|] = 6(x), 
故 w 是 P 的 基本 解 . 由 例 7.6.1(ii), Pu = 0 的 通 解 为 ce“. 因此 
E=e“[H(x) +c] (7.6.11) 
是 P 的 基本 解 ,其 中 , c 为 任意 常数 . 若 o 是 非 零 实数 , 则 仅 当 c = 0 时 五 是 缓 增 的 . 
(ii) 设 P = 9, -A,A 是 Laplace 算 子 . 设 E(t,x) 是 P 的 基本 解 , 即 
OE(t,x) - AE(t,x) = 6(1)6(x). 
假定 (i,x) 对 x 是 缓 增 的 ,上 式 两 端 对 x 作 Fourier 变换 得 
b(t,é) + €1°E(t,E) = 6(2). 
用 式 (7.6.11) ,从 以 上 方程 解 出 (& 视 为 常数 ) 
EB(1,é€) = e 2 [H(t) + ce(é)]. 
由 (1,é) 对 是 缓 增 的 这 一 条 件 得 出 c(#) = 0, 因 此 
E(i1,é€) = H(t)exp (-t| £1°). 
然后 用 反 演 公式 ( 式 (6.5.9) ) 得 


E(t,x) = (2m) "H(t) [exp( ~ +l El1” +ix.é)dé 


三 | 村 和 ) (7. 6. 12) 
给 定 普通 函数 /(i,x) ,有 
FxE)(i,x)= | 人 fs,7) E(t -sx ~y)dyds 


a J xp[ - dy 


(een 


wu = F* 巨 是 以 下 导热 方程 的 广义 解 : 
w(t,x) - Au(t,x) = f(t,x), 1 >0. 
(这 ) 设 P = 02 - 避 ,E(1,x) 是 P 的 基本 解 ,假定 它 对 x 是 缓 增 的 , 则 类 似 于 
(i) 有 
PE(1,E) + EE(1,E) = 6(1). 
可 验证 记 (1,E) = H(i)E -sin & 1 满足 以 上 方程 且 对 是 缓 增 的 . 于 是 用 反 演 公式 得 
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E(i,x) = 到 六 二 lewde 
_ H(t) (* sin€tcoséx 
Se [ dé 


= 3[H(x + 站 = (7.6. 13) 


令 E, = E(t,*) ,u(t,x) = (f*E,)(x),f e Li.(R), 则 u(0,x) = 0， 
u(0,x) = (f*6)(x) = f(x). 
当 1 > 0 时 Pu = 0. 于 是 函数 


u(t,4) = | fy) dy 


是 以 下 问题 的 解 : 
=u,., t>0, 
u(0,x) = 0, uw,(0,x) = f(x). 


例 7.6.3 Laplace 算 子 A = 六 闻 的 基本 解 


(i) 设 n =1. 令 E =x* = xH(x), 则 
下 ”= 2H' +xH'' = 26+x6’' = 6, 
其 中 用 了 例 7.2.1(i) (vii). 因 此 E = x* 是 A = (d/dx) 的 基本 解 . 
(i) 设 n=2,E = (2m) ”lnlxl. 任 给 pe 统 R ) ,在 极 坐标 (r,9) 下 有 
Ap = p, +r op,+r “pw 于 是 


1 
(AE,o) = (E,Ap) = 人 Ap(z) inlxl dx 
1 rr _1 -2 
= 二 | [ (pv+r op,+r goo)rinr dr do 


1 3 
吉 db| yo In rdr = 9(0), 


最 后 一 步 用 了 分 积 积分 . 因此 AE = 6,E 是 A 的 基本 解 . 

(iii) 设 n 宇 3. 由 定理 7.6.3,A 必 有 某 个 基本 解 E. 因为 A 是 椭圆 算 子 , 故 
E(x) 在 R"\{0| 内 为 C” 函数 .由 AE = 6 得 -1 1?E(E) = 1, 由 此 解 出 (8&) = 
-| E17 了 (0 关 & e R"). 由 命题 7.4.1(ii) , 任 给 正 交 和 矩阵 4 e R” ,有 

E(é) = E(AE) = (E(Ax))’ (€), 0z¥é eR", 
这 推出 E(x) = E(Ax) (0 关 x e R"). 其 次 ,Va > 0, 有 
a Fk(é) = bl(é/a) = a'(E(ax))’ (£), 0zx¢€ €R", 
这 推出 E(ax) = a “E(x)(0 关 x e R"). 取 定 0 关 x e R", 取 正 交 甜 阵 4, 使 A(x/ 
1x1) =e, = (1,0,…,0), 则 


7.7 T"” 上 的 广义 函数 .339 . 


E(x) = E(| x| A'e) =1 x|’™"E(e) =c,|x1’™”, 
其 中 , c。= E(e ) 与 x 无 关 . 为 确定 c,, 取 gpg =e"”, 则 8(&) = me 9 ,以 此 代 
入 等 式 ( 上 ,pg〉=《〈E,@) 得 


骨 i Pe Ne cm |! wedy, 
由 此 得 出 c= T(n/2)/[(4 - 2n)m”]. 因此 求 得 A 的 基本 解 


在 例 7.6.2 与 例 7.6.3 中 ,Fourier 变换 起 了 重要 作用 . 下面 考虑 Fourier 变换 
的 一 种 更 直接 的 应 用 . 仍 设 P(D) 如 方程 (7.6.6) ,但 以 fe (RR") 取代 6 函数 ， 
考虑 方程 (7.6.7). 方 程 两 边 作 Fourier 变换 得 到 
Pn = 
这 就 将 微分 方程 (7.6.7) 转 化 成 了 关于 了 的 代数 方程 . 解 出 2 =JVP, 然 后 用 反 演 公 
式 得 到 
u = (2m) uN = (2T) 一 (MP)A) Y. (7. 6. 14) 
但 事情 通常 不 会 这 么 简单 ,JVP 是 否 有 意义 及 . 久 P 是 否 属于 .7 都 成 问题 . 不 过 ,还 
是 可 以 得 出 以 下 简单 结论 : 
命题 7.6.1 设 feY(R')， 
inf | P(x)!| > 0， (7. 6. 15 ) 


则 方程 (7.6.7) 存 在 唯一 解 u 且 u e .9 . 若 f e (或 fe 忆 ), 则 wu e (或 ue 也 ). 
证 由 条 件 (7.6.15) 推 出 1/P(x) e ,因而 J/P e . 史 '( 由 定理 7.2.2) ,于 
是 ww 依 式 (7.6.14) 有 意义 且 w e 7. 直接 看 出 w 即 为 方程 (7.6.7) 的 唯一 解 . 
若 f es 凶 则 亦 必 fVP e 多 于 是 由 式 (7.6.14) 看 出 wu e .7. 当 f e [时 易 得 相 
应 结论 . 口 
若 P(x) =1+lx1’, 则 P(D) = 1 -A,A 是 Laplace 算 子 , P(x) 显然 满足 条 
件 (7.6.15) ,因而 命题 7.6.1 可 用 . 当 条 件 (7.6.15) 不 满足 时 ,只 要 j/P e ,就 
仍然 可 用 类 似 于 命题 7.6. 1 的 方法 . 


7.7 和 上 的 广义 函数 


前 述 的 R*" 上 的 广义 函数 论 在 T" 上 有 一 个 别具一格 的 有 趣 推广 . 在 叙述 这 个 推 
广 之 前 稍稍 概括 一 下 ,在 构建 R* 上 的 广义 函数 论 时 主要 做 了 些 什么 . 

(A) 描述 基本 空间 统 R") 及 与 之 关联 的 空间 链 , 如 乡 (R*) C 7(R") C 
阁 R"), 然后 作为 对 偶 空间 界定 R" 上 的 分 布 空间 多 '(R") ,同时 也 考虑 到 多 “了 及" ) 
的 一 系 子 空间 , 如 多 '(R*) D (RR*) D 多 '(R"). 
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(B) 定义 广义 函数 的 运算 ,包括 一 元 运算 (如 变量 代 换 、 微 分 .Fourier 变换 等 ) 
与 二 元 运算 (如 卷 积 、 张 量 积 等 ). 所 有 运算 都 具有 某 种 连续 性 ,而 且 对 于 一 定点 函 
数 而 言 ,这 些 运算 的 经 典 定 义 与 分 布 定 义 一 致 . 

(C) 利用 所 定义 的 运算 描述 广义 函数 的 结构 ,达到 如 下 基本 结论 :任何 广义 
函数 都 是 适当 经 典 函 数 ( 如 连续 函数 ) 经 微分 运算 与 和 运算 的 结果 . 

在 T 上 , 将 遵循 类 似 的 思路 ,并 实施 相近 的 步骤 . 凡 属 平行 推广 的 内 容 , 都 只 
简 述 主要 结论 而 不 去 重复 那些 并 无 新 意 的 细节 . 但 T" 毕 况 显 著 地 不 同 于 R", 这 使 
我 们 将 面 对 一 个 很 不 相同 的 理论 . 首先 , 因 T" 是 一 个 紧 群 而 使 T" 上 的 检验 函数 空 
间或 基本 空间 显著 地 简化 了 ,因而 相应 的 分 布 空间 具有 较 好 的 结构 且 形 成 较 简 单 
的 谱系 . 这 是 相对 于 了 R" 上 的 广义 函数 论 的 一 大 优势 . 另 一 方面 ,如 在 6.6 节 中 所 看 
到 的 , T" 以 2Z" 为 其 对 偶 群 ,而 不 像 R" 一 样 是 自 对 偶 的 ,这 就 使 得 对 广义 函数 论 中 
最 有 价值 那 部 分 内 容 Fourier 分 析 而 言 , R" 与 T" 是 很 不 相同 的 . 正 是 在 这 一 点 
上 ,本 节 将 以 较 多 的 篇 幅 曾 述 T 上 的 特殊 结论 . 我 们 也 将 强调 ,广义 函数 概念 如 何 
使 Fourier 级 数理 论 变 得 令 人 惊异 地 完美 . 

首先 , 以 尽 可 能 快捷 的 方式 走 过 与 7.1 节 ~7.3 节 平 行 的 这 一 段 路 程 . 与 
多 (R") ,A(R") ,并 R") 三 者 对 应 的 是 同一 个 基本 空间 铬 T"), 它 是 一 个 上 空间 ， 
在 2.2 节 ~6.4 节 等 处 已 接触 过 多 次 了 . 六 T") 中 的 了 空间 结构 决定 于 半 范 族 
[Lelowo:re2j 其 中 el 依 式 (2.2.13) , 即 

lp =maxrloplo， 9 e HT),r eZ,. (7.7.1) 


lal <r 


在 久 T) 中 gp 一 0 属 Ya e 7 ,0"9, 污 0. 每 个 {fe 多 '(T") 称 为 "上 的 分 布 或 
广义 函数 ,也 称 为 周期 分 布 . 注意 周期 分 布 恒 有 紧 支 集 ,这 是 其 主要 优势 之 一 . 
与 式 (7.1.2) 相 对 应 ,在 T 上 可 考虑 如 下 空间 链 : 
SyCETYECOTYCR(TYECL(TY, (7.7.2) 
其 中 ,re N,1 <p < om. 上述 的 包含 均 连 续 且 每 个 空间 都 在 后 一 个 空间 中 稠密 . 于 
是 有 有 反 向 的 空间 链 ( 见 式 (7. 1. 3)) 
(TI DE SM TDL(TY HL), (7.7.3) 
其 中 , M(T") 是 T 上 的 复 Borel 测度 空间 (由 定理 3.5.3),1 < 9 < %. 每 个 f e 
多 '(T") 称 为 r 阶 周期 分 布 . 因 攻 (T*) C M(T") , 故 也 有 LL(T*) C 多 '(T"). 因 此， 
T 上 的 天 函数 亦 可 视 为 周期 分 布 ,不 妨 称 之 为 正则 分 布 . 值得 注意 的 是 P(T")， 
M(T") ,S(T") 与 多 '(T")(r e N) 都 是 Banach 空间 ,这 就 使 一 些 相关 概念 的 描述 
大 为 简化 . 
设 f: 六 TT) 一 C 是 一 个 线性 泛 函 . 则 f e 多 '(T") 的 充 要 条 件 是 存在 r es 2,， 
使 得 


| f(g) |<ceonst ol,, oe AT). (7.7.4) 
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je 多 '(T") 的 充 要 条 件 是 式 (7.7.4) 满 足 , 但 此 处 > 是 预 给 的 . fs M(T ) 的 充 要 
条 件 是 


| f(g) leonst lolo, oe AT). 7) 
fe LL(T")(1 <p < %) 的 充 要 条 件 是 
fp) 1 < const 1e1 9 e ET), (7.7.6) 


其 中 ,9 = pA/(p -1). 条件 (7.7.4) ~ 条 件 (7.7.6) 可 与 条 件 (7.1.4) ~ 条 
件 (7.1.7) 对 照 ,前 者 显然 简单 得 多 ,这 无 疑 是 T" 具有 紧 性 之 故 . 

如 同 在 多 '(R") 中 一 样 ,也 约定 在 多 '(T") 及 其 诸 子 空间 中 采用 弱 * 拓扑 . 在 
这 一 理解 下 ,也 有 以 下 对 应 于 定理 7. 1. 1 的 结果 : 

定理 7.7.1 包含 玛 下 ) CB'(T") 与 PP(T*") C 多 和)(1 达 pp 大 oo) 均 连 
续 , 缀 T) 在 多 '(T") 中 是 稠密 的 . 

如 同乡 '(R") 一 样 ,空间 多 '(T") 也 是 序列 弱 完 备 的 , 这 一 事实 亦 有 重大 意 
义 . 例如 ,只 要 能 判定 了 f(g) (Vp e 蚊 T")) 收敛 ,其 中 ,六 e 多 '(T") , 即 可 断 
定 { = Sf eg '(T). 

7.2 节 中 处 理 广义 函数 运算 的 方法 ,几乎 无 需 任 何 改变 即 可 移 用 于 T" 上 的 广义 
函数 . 这 样 ,对 任 给 fe 多 '(T") ,gp e 铬 T") ,就 有 (由 式 (7.2.7) ~ (7.2.10)): 


(Df,p) = (f,(-D)p), a eZ', (7.7.7) 
(gf,p) = (f,gp), g ee HT'), (7.7.8) 
(Taf,9) = (fT7..9), a eT, (7.7.9) 

(f,9) = (f,%). (7.7.10) 


在 形式 上 , 卷 积 的 定义 无 需 改 变 且 结论 更 好 . 任 给 f,g e 多 '(T") ,着 积 [*g e 
风 '(T") 必 存 在 , 它 决 定 于 
(f*g,p) = (f(x) ,8g(9:)), 9 e UT). (7.7.11) 
若 (/g) e 多 '(T') x 锅 六 ), 则 
(f*g)(x) = (f(y) ,g(x -7)) e RT"). 
据 此 ,可 将 式 (7.7.11) 改 写成 
(f#gp) = (f,8* 9). (7.7.11)" 
如 此 定义 的 卷 积 总 是 结合 的 , 且 使 多 '(T") 成 为 一 个 以 6 为 单位 元 的 交换 代数 . 
在 毫 无 障碍 地 走 过 这 有 段 平凡 的 路 程 之 后 ,我 们 终于 来 到 一 个 颇具 特色 的 所 在 : 
周期 分 布 的 Fourier 级 数 . 在 这 里 将 看 到 一 些 足 以 激发 兴趣 的 东西 .不 过 ,在 人 门 之 
处 ,还 是 几乎 照抄 了 定义 6.4.1: 
定义 7.7.1 任 给 fe 多 '(T"), 令 
flk) = (2m) "(f*e)(0), ke 2Z", (7.7.12) 
称 f(k) 为 了 的 Fourier 系数 , 称 》 了 (k)e, 为 f 的 Fourier 级 数 . 
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尽管 形式 上 定义 7.2. 1 与 定义 6.4.1 并 无 不 同 ,但 其 结果 却 大 有 区 别 . 原因 当 
然 在 于 现在 fe 多 '(T") ,而 不 是 e L .了 e Co(Z") 这 一 结论 已 不 可 再 用 ,但 可 代 
以 一 个 新 的 条 件 . 首先 ,将 式 (7.7. 12) 改写 为 
fk) = (2T) "(Ff,e_,), (7.7.12) 
这 就 可 用 条 件 (7.7.4) 
| 7(k) 1 < const ‖e | < eonst (1 +| Kk1)’, keZ. 
这 就 表明 ,了 (k) 是 缓 增 的 . 暂且 设 一 记号 :以 0Q 记 Z” 上 的 缓 增 函 数 之 全 体 (g: 2 一 
C 为 缓 增 函数 属 1 g(k) 1 至 多 为 多 项 式 增长 ). 这 就 得 到 一 个 映射 
F: S(T)—»0, f—7, (7.7.13) 
就 称 它 为 对 周期 分 布 的 Fourier 变换 . 显然 , 式 (7.7.13) 正 是 Fourier 变换 二 (T ) 一 
Co(Z"),f 一 了 的 扩张 ( 见 式 (6.4.5)). 
下 面 是 更 令 人 惊异 的 事实 . 设 fe 8 T). Yop e 镀 T), 由 定理 6.4.1， 
2,8(k)ei 在 尽 人 ") 中 收敛 于 ,因而 有 


Wo) = (fT ok)er ) = Tok) fe,) 
= (2m)" BT oPH -A = TH- (pe) 


a DH) ep) = 2 fk)ei,p), 


这 表明 j 的 Fourier 级 数 在 多 '(T") 中 收敛 于 f, 在 得 出 这 一 结论 时 并 未 用 到 关于 了 
的 任何 附加 条 件 . 由 此 可 见 , 在 广义 函数 的 层次 上 ,Fourier 级 数 的 收敛 性 及 其 求 和 
问题 都 十 分 简单 地 解决 了 : 恒 成 立 
天 三 2 Hk)e, fe gs'(T'). (7.7.14) 

这 是 颇 出 人 意料 的 . 式 (7.7.14) 同 时 也 表明 ,了 完 全 由 了 决定 ,因而 Fourier 变换 
(7.7.13) 是 一 个 线性 单 射 . 实际 上 ,有 更 彻底 的 结论 

定理 7.7.2 ”Fourier 变换 (7.7.13) 是 一 个 线性 同 构 ,其 反 变换 f = FF- 了 表 为 
式 (7.7.14). 

证 只 要 证 明 : 任 给 g e 0, 必 有 fe 多 '(T") 使 8 = 六 取 r e 2Z, ,使 得 

| g(k) 1 < const (1 +| k1)’, kewZ. 

Ve e 琅 T"), 当 1k1 一 w 时 有 @B(k) = ol(l k1”"  ) (参考 定理 6.4.1 之 证 ). 于 是 

之 | (g(k)e,p)1 = 2 | g(k) (9,e)| = (2m) 之 | g(k)@( -Ek) I 


< const > (1 + k1)™ < oo， 
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这 表明 级 数 > g(k)ei 在 多 '(T") 中 收敛 于 某 个 fe 多 '(T"). 直接 看 出 了 (k) = 

g(k)(k e 2Z"), 即 = g, 如 所 要 证 . 口 

有 了 定理 7.7.2 之 后 ,现在 已 可 废弃 这 一 临时 记号 了 , 代 之 以 多 '(T")^ ,这 

意味 着 多 '(T")^= {了 : fe 多 '(T")}. 这 样 ,可 将 Fourier 变换 (7.7.13) 重 新 写成 

A 0 (7.7.13)’ 

其 中 ,= 表 线 性 同 构 . 同 构 (7.7. 13)' 恰 好 对 应 于 7.4 节 中 的 拓扑 间 构 (RR") = 
.2 (R"),f 一 六 若 将 式 (7.7. 13) "的 逆 变 换 写 成 


多 '(T) HE(T), g—B = 98(k)e,, (7.7.15) 
就 有 反 演 公式 (对 照 命题 7.4.1(ii) ) 
f=7*, fe 8'(T). (7.7.16) 


自然 ,也 将 映射 (7.7.15) 称 为 Fourier 变换 , 即 对 2" 上 的 缓 增 函数 的 Fourier 变换 . 
但 与 7.4 节 的 一 个 重大 区 别 是 :对 于 fe 多 '(T") 与 g e 多 '(T")^ 池 与 8 的 构成 及 
表达 式 都 相距 其 远 . 这 就 使 看 来 极 规则 的 反 演 公式 (7.7. 16) 为 之 逊色 ,甚至 可 能 
导向 误解 . 因此 ,我 们 并 不 特别 看 重 反 演 公式 (7.7. 16). 

对 于 Fourier 变换 (7.7. 13 ) ,自然 也 应 有 对 应 于 命题 6.4.1 的 结果 , 而且 预期 
结论 会 更 好 些 . 

命题 7.7.1 设 f,g e 多 '(T"), 则 以 下 结论 成 立 . 

(i) Vk ee 2 BT) 一 Cj 一 六 5) 是 连续 线性 泛 也 ; 

(ii) 卷 积 公式 成 立 : 

(Frxg)^= (27)"f8, (py)” = (27)"p *y, 

其 中 , pg,y ee 多 '(T')"; 

(这 ) 平移 规则 : (7。^ = esf,7f = (ej) “(ae T',k eZ); 

(iv) 微分 公式 : (P(D)f)^= PF,P(D) 是 常 系数 线性 微分 算 子 ; 

(v) Parseval 等 式 : Vo e 纺 T") 有 

(f,p) = Sk) p(k). (7.7. 17) 


与 6.4 节 中 不 同 ,现在 无 需 考虑 Fourier 变换 的 可 行 性 , 且 运 用 卷 积 也 更 灵活 
些 , 因 而 证 明 更 容易 . 首先 推广 式 (6.4.2)': 
f*e, = (27)"f(k)e,. (7.7. 18) 
于 是 
(f*g) (Kk)= (2m) "(fxg*e)(0) = (f* (Fk)e,)) (0) 
= 8B(k)(f*e)(0) = (27)"f(k) Bk), 
(P(D)A ” (k) = (2m)™"((P(D)f) *e;)(0) 
= (2m) "(fFf*P(D)e)(0) = P(E)F(E). 
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其 余 结论 的 验证 是 类 似 的 . 

你 必定 注意 到 ,本 节 还 没有 一 个 与 定理 7.2.3 相当 的 结果 . 现在 利用 Fourier 
变换 来 建立 一 个 这 样 的 结果 . 

定理 7.7.3 设 f e 多 '(T"), 则 存在 g e C(T"),r e N, 使 得 f = (1 - A)'g. 

证 因 了 是 缓 增 的 , 故 有 r > n + 1, 使 得 

| FC(k) | < const (1 + 天 keZ". (7.7. 19) 
于 是 
f= 2 Fk)e = HE) +| £1°) (1 - A)'e, 


= (1 -A)’ SHE + kl ) Te, 


A(l-A)'g. 
由 条 件 (7.7.19) 得 出 g = 2 Hk) 1 +| k1 )"e e C(T") ,这 就 得 出 所 要 证 . 口 


以 上 结果 表明 ,从 连续 周期 函数 出 发 ,通过 微分 运算 (当然 是 在 分 布 意义 上 )， 
可 得 到 任何 周期 分 布 . 从 定理 7.7.3 也 看 出 ,任何 周期 分 布 都 是 有 限 阶 的 . 
为 简便 起 见 , 以 下 省 去 钳 下 ) ,多 '(T") 等 记号 中 的 TT". 
如 同 在 R* 上 一 样 ,在 T" 上 的 Fourier 分 析 中 卷 积 起 重要 作用 . 一 种 典型 的 用 法 
是 , 取 定 uw e 多 ', 用 ww 定义 一 线性 算 子 
U: SE'— BE', f—ou*f, (7.7.20) 
称 U0 为 由 定义 的 卷 积 算 子 , 不 妨 就 记 作 w*. 使 用 卷 积 算 子 时 通常 提出 的 问题 
是 :对 于 多 ' 中 给 定 的 一 对 子 空间 下 ,G6, 应 如 何 选择 4, 才 使 得 及 * FC 6? 此 问题 
在 Fourier 分 析 中 是 如 此 基本 且 重 要 ,以 至 值得 形成 一 套 标 准 的 术语 . 
定义 7.7.2 设 F 与 6 均 为 Ff 空间 ,包含 C 多 ' 与 GC 多 ' 均 连续 ,CFNn 
G, 玉 与 G 均 对 平移 7,(a e T") 及 卷 积 算 子 e, * (k e 2) 不 变 , 令 
(F,G) = {ue @':u*F CoG. (7.7.21) 
车 wu e (FF,G) , 则 与 二 分 别称 为 ( 玉 ,C) 型 卷 积 乘 子 与 (下 ,C) 型 乘 子 . 
当 w e (FF,G) 时 ,有 zxr 下 CCCC, 此 处 六 = 人 :pe Fi ,6 类似. 
下 面 给 出 (有 了,C) 型 卷 积 乘 子 的 等 价 刻 画 . 
定理 7.7.4 设 F,G 依 定义 7.7.2,U: 了 一 C 是 一 个 线性 算 子 , 则 以 下 条 件 互 
相等 价 : 
(i) 存在 ve (F,G) 使 U=ux; 
(i ) UeL(F,G) 有 旦 UVU 与 7,,e*(aeT,k ee 2") 可 换 ; 
(让 ) 存在 g e 多 ' 使 Uf = (gf)" (fF). 
证 (i) 志 (ii) 验证 wx 与 7,(a e T") ,es* 可 换 是 直接 的 ,只 要 证 wu* e 
L( 玉 ,G) ,为 此 用 闭 图 像 定理 . 设 在 Ff 中 fi 一 了, 在 6G 中 uu*f 一 g, 则 在 多 ' 中 fi 一 了 
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u*fi 一 u*f = g, 如 所 要 证 . 

(ii) 一 (证 ) 令 g(k) = (2m)"(Ue)^(k)(k e 2"), 则 对 fe 下 有 

(UA (Kk) = é(k) (UD (Ck) = (Ce, * Uf) (k) 
= (U(e, *f))" (k) = (2m)"f(k) (Ue,)" (k), 
其 中 用 了 式 (7.7.18) 及 U 与 e * 可 换 . 故 得 Uf = (fg)^. 余 下 证 g 是 缓 增 的 . 如 不 
然 ,存在 fk.:ie N) C72", 使 得 11 一 w%,| gpg(k)1=lk1”(ie N). 邻 f = 
5S 1kl e,, 则 fe 8CP， 
| fl(k.)e(k) l=Ilk,|', ieN, 

这 与 je = (UA)^e 多 ' 相 了 矛盾 . 

(证 ) 坟 (外 是 明显 的 . 口 

对 于 乘 子 概念 的 应 用 来 说 ,确切 地 求 出 “ 乘 子 空间 ”(F,G) 无 疑 是 人 们 所 期 
待 的 . 对 一 些 常见 的 空间 对 下,C, 关 于 (下 ,C) 已 有 已 知 的 结果 . 这 些 结果 的 获得 既 
依赖 于 一 般 性 的 定理 7.7.4 ,更 有 赖 于 依据 具体 情况 的 特殊 考虑 . 下 面 的 定理 汇总 
了 一 些 常 用 的 结果 . 

定理 7.7.5 (i) (C,C) = (DD) = (1*,L*)=(C,L”)=(L,M)=M, 
此 处 C = C(T*),M = M(T"); 

(ii) (天 ,天 ) = 下 ,1<ps<o; 

(iii) (LP,C) = 1,1<p= gg/(g-1)<%,; 


(iv) ( 己 ,P) = (4,4) = (P,P) = (4,P) = P, 此 处 4 = 六,P = 7 分别 看 
作 等 距 同 构 于 7 与 1* 的 Banach 空间 ,有 = 下 (Ze) ,1 = 1*(Z"). 
证 首先 指出 ,定理 7.7.5 中 的 所 有 空间 都 是 Banach 空间 ,满足 定义 7.7.2 
所 要 求 的 条 件 且 有 以 下 包含 关系 : 
SEC CCL EM AED EP (7.7.22) 


其 中 , 用 到 7 C PC 1” 与 放 = [2 (参考 定理 6.4.8). 

(i) 易 验 证 Mx*C CC,M*xL CL,M*L”C1L" (参考 式 (6.2.20)), 因 此 
MC(C,C) CCL), MC(LL)C(L,M), 
MC(IL*,L”)C(C,L). 

今 证 (C,L”) C M (类 似 地 可 证 (L ,M) C M ,因而 结论 (i) 成 立 ). 今 设 u e (C， 
L”) , 则 由 定理 7.7.4 有 
lwxepl。 const po，9pe(. 
取 T" 上 的 逼近 单位 16 C C, 可 设 161，= 1, 则 当 p sc,leploe<1 时 ,有 
| (pw*0.,8) 1< |pu*0*9|, < nu*p), < const, 
这 推出 | * 6; | >。 友 const. 不 妨 设 1 * 0 弱 收 敛 于 > e M. 男 一 方面 ,在 多 ' 中风 # 


* 346. 第 7 章 广义 函数 


0 *6 = 人 ;故人 =v eM. 
(ii) 直接 看 出 LC (L ,2). 若 e(L ,LP), 则 用 类 似 于 证 (i) 的 方法 可 证 
werL. 
(i) 由 #1 CC 推出 LC (2P,C) . 若 u ee (2,C), 今 
T(g) = (xp)(0)，P erL, 
则 Te (2)' = 0. 于 是 有 g e ,使 得 
T(¢) = (8,9) = (g * ~)(0). 
Vx eT", 有 
(ux*p)(x) = 7T.(u*9)(0) = (wu*0p,)(0) = (g* 9p) (x), 
这 得 出 vx*p = g*g9, 因 而 w=g eK. 
(iy) 由 1* 了 CP 推出 Px CZ, 因而 PC (ZC,D) C (4,P). 类似 地 PC (4， 
4) ,P C (P,P). 只 要 证 (4,P) C P. 设 gp e (4,P). 若 p gg P, 则 8 gg . 于 是 有 
ik : ie N| CZ', 使 得 | 8p(k)1 二 (i e N). 令 f = ie, 则 /es4, 但 
| (Kk)@(k) 1 1, 
这 与 /* pg e P( 即 jp e 1”) 相 矛 盾 . 故 p e PP. 口 
下 面 考虑 周期 分 布 对 于 微分 方程 问题 的 一 些 简单 应 用 . 
例 7.7.1 (i) 考虑 Laplace 方程 的 边 值 问题 
人 =0, x +y <1, 
uw =f “+y =1. 
为 用 Fourier 级 数 , 转 为 极 坐 标 ,将 uw 写成 u(r,9) , 则 
ri +uspo =0, Or<l1, 
u(l1,0) = 所 0). 
u 看 成 9 的 函数 , 形式 地 作 Fourier 变换 得 
We +rl(rF) -FEAr,k) =0, 0O<r<l1, 
a(1,k) = FE). 二 
注意 到 2(r,k) 在 0 <r < 工时 有 界 , 解 以 上 Euler 方程 得 &(r,k) = 凡 k)r”, 因而 
u = 之 Fh)e =f*P,, 


其 中 P, 是 T 上 的 Poisson 核 .对 任何 fe 多 '(T ) ,可 验证 u(re*) = (f*P,) (9) 在 
r < 1 时 满足 Au = 0, 当 r 一 1- 时 在 多 '(T') 中 u(re*) 一 f(0). 蔡 fe C(T), 则 
当 r 一 1- 时 w(re”*) 污 f(0) (由 定理 6.3.1). 如 上 的 u(re*) 就 是 Dirichlet 问题 
(7.7.23) 的 解 ,注意 必定 ue C” (即使 fe 多 '(T ) 亦 是 如 此 ). 

(ii) 考虑 导热 方程 的 初 边 值 问题 


(7.7.23) 
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U, = ZL， tt>0,0<x<7, 
u(0,x) = f(x), 0O<x<7, (7.7.24) 
u(t, 0) = u(t,m) =0, it 宇 0, 
其 中 , f(x) 满足 K0) = A 作 mw) = 0. 可 将 f 扩 张 为 R 上 的 2m 周 期 奇 函 数 ,并 认定 f e 
多 '(T' ).w 当 作 x 的 函数 作 Fourier 变换 得 
Q(t,k) =— kat,k), A(O0,k) = fF(k). 
由 此 解 出 4(t,k) = 了 (Ek)exp( - 愉 )(k e Z). 经 反 演 后 得 
u(t,%) = 2 Fk) explikx -hk). 
条 件 fe 多 '(T') 保证 了 (&) 是 缓 增 的 ,因此 当 : > 0 时 可 以 通过 逐 项 微分 运算 直接 
验证 uw，= w,. 而 
u(0,x%) = 2 Fk)es) = f(x). 
(证 ) 考虑 波动 方程 的 初 值 问题 
ee t>0,0<x<7, 
u(0,x) = f(x),u(0,x) =0, 0O<x<7. 
可 设 f e 多 '(T' ). 类似 于 (ii) 中 的 作法 将 方程 (7.7.25 ) 转 化 为 
0, (tk) =— Kat,k), QOk) = fk), 00,k) = 0. 
由 此 解 出 &(t,k) = 六 Ek)cos hi， 于 是 


u(t,%) = 2 > ee + eiks-9 ] 


(7.7. 25) 


= [fx +t) +f(s ~t)]. 
当 f eC? 时 ,u 是 问题 (7.7.25) 的 古典 解 
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名 词 索引 


中 文 名 词 按 汉语 拼音 字母 顺序 排列 . 名 词 后面 的 数字 表示 该 名 词 首次 出 现 的 页 数 ， 当 名 词 
后 注 有 几 个 页 数 时 表示 该 名 词 在 几 个 不 同 的 意义 下 使 用 . 


A~C 次 微分 , 86 
Abel-Poisson 求 和 法 , 266 次 线性 泛 函 ,，36 
Arzela-Ascoli 定理 ,18 
B "代数 , 218 D~E 
Baire 纲 定理 , 23 代数 同 构 ，197 
Baire 空间 , 22 代数 同 态 , 197 
半 范 , 9 单调 映射 ,81 
半 序 ,3 单位 分 解 ，303 
Banach 代数 ,197 单位 分 解 定 理 , 303 
Banach 空间 , 10 等 度 连续 , 18 
保 范 扩张 , 36 等 价 范 数 ,11 
闭 图 像 定理 , 32 等 距 嵌 人 ,11 
闭 值 域 定理 , 44 等 距 同 构 , 11 
变 差 , 128 等 周 问题 , 96 
标准 正 交 系 , 45 第 二 纲 集 , 22 
Bochner 积分 , 122 第 二 可 数 空间 , 4 
Borel 测度 , 111 第 一 纲 集 , 22 


Borel 集 , 111 

Borel 可 测 函 数 , 112 
C" 函数 ,53 
Cauchy 不 等 式 , 175 
Cauchy 定理 , 175 
Cauchy 公式 , 175 
Cauchy 条 件 , 7 
Cauchy 序列 , 7 
测度 空间 , 110 
Cesaro 求 和 法 , 266 
超 平面 , 29 
乘 子 空间 , 306, 316 
次 梯度 ,87 


第 一 可 数 空间 ,4 
Dini 判别 法 , 262 
Dirac 测度 , 110 
Dirac 序列 , 248 
Dirichlet 核 , 249 
点 态 收敛 拓扑 ，25 
度量 空间 , 5 
度量 拓扑 , 5 

对 偶 空间 , 36 

对 侦 群 ,281 
对 偶 算 子 , 43 

二 次 泛 函 ,50 
Euclid 范 数 ,11 


351 


名 词 索引 * 351 ， 


Euler 方程 ,93 


F~H 
Ff 集 , 3 
F 导数 ,53 
F 可 微 , 53 
下 空间 ，14 
反 函 数 定理 , 73 
反 演 公式 , 274 
范 数 公理 , 10 
范 数 收 敛 , 10 
范 数 拓扑 ，10 
方向 导致 , 63 
Fatou 定理 , 116 
Fejér 核 , 249 ,250 
分 布 , 298 
分 离 半 范 族 , 14 
分 离 定 理 , 40 
Fourier 变换 ,259 ,272 ,281 
Fourier 级 数 ,259 ,341 
Fourier 系数 ,259 ,341 
Fréchet 导数 ,53 
Fréchet 空间 , 14 
Frobenius 定理 , 106 
Fubini 定理 , 118 
赋 范 代数 ，197 
赋 范 空间 , 10 
负 变 差 , 129 
负 集 , 138 
复 测度 , 127 
复 同 态 , 211 
G 导数 ,64 
G 可 微 , 63 
Gauss 核 , 250 
G; 集 ,3 
格 运算 , 112 
Gelfand 表示 , 212 
Gelfand 拓扑 ,213 


广义 函数 , 298 

广义 实测 度 ，137 

归纳 极限 拓扑 , 297 
Haar 测度 , 237 
Hahn-Banach 定理 , 36 
Hahn 分 解 ，138 
Hausdorff 空间 ,6 
Hausdorff-Young 不 等 式 , 241 
Hermite 双 线 性 泛 函 , 49 
Hesse 矩阵 ,57 

Hilbert 空间 , 44 

Holder 不 等 式 , 148 
缓 增 分 布 , 299 

缓 增 函 数 ，306 


I1~J 
Jacobi 矩阵, 62 
Jensen 不 等 式 , 83 
基本 半 范 族 , 15 
基本 集 , 12 
基本 解 ,，334 
基本 空间 , 298 
积 测度 , 118 
积 范 数 , 25 
积 空间 , 24 
积 拓扑 , 24 
极 大 定理 , 159 
极 大 函数 ，158 
极 大 理想 , 211 
极 大 元 , 3 
极 大 原理 ,3 
极 大 子 空间 , 29 
极 化 恒等式 , 45 
极 小 化 序列 , 91 
计数 测度 ，110 
简单 函数 ，113 
结构 空间 , 212 
解析 肾 数 ,173, 186 


Ce 


解析 扩张 , 203 
紧 集 , 17 

紧 集 的 穷竭 序列 , 21 
紧 线性 算 子 , 33 

紧 一 致 收敛 , 65 
近似 单位 , 248 
Jordan 分 解 ，130 
Jordan 判别 法 ，262 
局 部 紧 空间 , 19 
局 部 Lipschitz 连续 , 72 
局 部 凸 空间 ，14 
局 部 性 原理 , 262 
局 部 一 致 收敛 , 65 
局 部 有 限 族 , 303 
距离 公理 , 5 

卷 积 , 241 
卷 积 代数 , 243 
卷 积 算 子 , 344 
绝对 连续 , 130 
绝对 连续 函数 , 162 
均 方 收敛 ,149 


K~L 
开 集 公理 , 3 
开 映 射 定理 , 32 
可 测 函数 , 120 
可 测 空 间 , 110 
可 度量 化 , 5 
可 分 空间 , 4 
可 数值 函数 ,120 
控制 收敛 定理 , 116 
工 点 , 158 
已 通 近 ，149 
已 范 数 ，149 
PP 收敛 ，149 
Lagrange 乘 子 , 96 
Lagrange 函数 ，96 
Laplace 变换 ,289 


Laurent 级 数 , 176 
LCH, 19 

LCS, 14 

Lebesgue 测度 , 110 
Lebesgue 点 ,158 
Lebesgue 分 解 ，133 
Lebesgue 积分 , 157 
Lebesgue-Nikodym 定理 


Lebesgue-Stieltjes 积分 ， 


Leibniz 公式 , 67 
Levi 定理 , 116 

LF 空间 , 297 

LF 拓扑 ,297 
链 规 则 , 55 
连通 集 , 22 

连续 函数 代数 ，198 
零 化 子 , 39 

零 集 ,111 ,132 
邻 域 基 , 4 
邻 域 次 基 , 4 

0 邻 域 , 10 
Liouville 定理 , 179 
Lipschitz 连续 ,72 
Lipschitz 模 数 ,72 
流 ，104 

Lusin 定理 , 142 


M ~Q 
满 射 定理 ，44 
Moore-Smith 极限 , 6 
内 积 公理 , 44 
内 正则 , 140 
逆 算 子 定理 ,32 
拟 序 , 3 
Pp 次 平均 收敛 , 149 
Paley-Wiener 定理 , 322 
Parseval 等 式 , 46 
Peetre 不 等 式 , 330 


,133 


170 
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拼接 引 理 , 9 
平均 收 伍 , 149 

平行 四 边 形 公 式 , 45 
Plancherel 定理 , 278 
Poinckre 不 等 式 , 328 
Poissson 核 , 249 ,250 
谱 半 径 , 199 

谱 映 射 公式 , 205 
谱 值 , 199 

谱 族 , 227 

笃 入 , 26 

全 变 差 , 128 

全 导数 , 62 

全 序 ,3 

全 有 界 , 17 

群 代数 ,243 


R~S 
Radon 测度 , 299 
Radon-Nikodym 导数 ,131 
Riemann-Stieltjes 积分 ，165 
Riesz 表示 定理 , 48 ,144 
Riesz 引 理 , 234 
R-N 导数 , 131 
RNP 空间 , 131 
弱 绝 对 连续 函数 ，162 
弱 可 测 函 数 , 120 
弱 拓 扑 , 40 
弱 "拓扑 , 40 
弱 有 界 变 差 函 数 , 162 
Schauder 基 , 12 
Schwartz 空间 , 277 
Schwarz 不 等 式 , 44 
Schwarz 引 理 , 178 
商 范 数 , 27 
商 集 , 26 
商 空 间 , 26 
商 拓扑 , 26 


商 映 射 ，27 
实测 度 , 127 
收敛 网 , 6 
Sobolev 空间 , 325 
Stone-Weierstrass 定理 , 220 
速 降 分 布 , 316 
速 降 函 数 , 277 
算 子 代数 ,198 
算 子 范 数 , 31 
sup 范 数 , 18 

o 代数 , 110 

o 紧 集 , 17 

og 有 限 测度 , 110 


T~W 
Taylor 公式 ,59 
Taylor 级 数 ，176 
特征 , 281 
梯度 , 54 
条 件 极 值 , 95 
Tietze 扩张 定理 , 17 
同 胚 , 7 
同 态 定理 , 27 
同 态 核 , 197 
通常 拓扑 , 6 
投影 , 24 ,26 
凸 包 ，14 
凸 函 数 ，82 
凸 组 合 ，14 
拓扑 基 , 4 
拓扑 空间 ,3 
拓扑 藤 入 ,7 
拓扑 同 构 , 11 
拓扑 直 和 , 29 
拓扑 次 基 , 4 
拓扑 自 同 构 ,11 
Tychonoff 定理 , 26 
U 算 子 , 50 
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U 元 , 218 
Urysohn 引 理 , 17 
外 正则 ,140 
完备 度量 空间 , 7 
完备 化 , 11 ,112 
网 , 6 

微分 同 胚 ,73 
Wiener 代数 ，198 
Wiener 定理 , 215 


X~Y 
下 半 连 续 , 88 
相伴 算 子 , 49 
相伴 元 , 217 
相对 紧 集 , 17 
相对 拓扑 ，4 
向 量 值 测度 , 126 
压缩 映射 原理 , 72 
一 点 紧 化 , 21 
一 致 有 界 原理 , 33 
隐 函 数 定理 , 76 
有 界 变 差 函数 ，162 
有 界 测 度 ，128 
有 界线 性 算 子 ,31 
有 向 集 , 3 
有 限 阶 分 布 , 299 
预 解 式 ，199 
张 量 积 , 317 
正 变 差 , 129 
正 测 度 , 110 
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正定 函数 ,285 
正 泛 函 , 225 
正规 空间 , 16 
正规 算 子 , 50 
正规 元 , 218 
正规 族 ，193 
正 集 , 138 

正 交 补 , 45 

正 交 分 解 定 理 , 47 
正 投影 , 48 

正 线性 算 子 , 81 
正 线 性 泛 隐 , 144 
正则 测度 , 140 
正则 分 布 , 300 
正则 空间 , 16 
正则 嵌入, 38 
正则 值 , 199 

整 消 数 ,174 
支 集 , 19 

中 值 定理 , 57 
周期 分 布 , 340 
自 伴 算 子 , 50 

自 伴 元 , 218 

自 反 空间 , 39 
自由 极 值 , 90 
最 大 模 原 理 , 177 
最 佳 逼近 , 447 

最 速 降 线 问 题 , 93 
最 小 化 问题 , 90 
最 优 解 ,90 


和 前 音 


分 析 学 的 近代 发 展 经 历 了 一 个 富有 成 果 的 辉煌 时 期 , 今天 ， 
它 的 内 容 已 如 北 庞大 ， 以 至 和信 们 难以 想象 它 能 被 容纳 在 什么 有 
限 的 框架 之 内 。 因此 ， 当 J.Dieudonne 的 无 着 本 巨著 “Elkm- 
ents di Analyse> 问 世 有 时 ， 人 和 人们 在 欣 庆 之 余 ， 似 平 更 加 确信 ， 分 
析 学 巴 与 整 全 现代 数学 融 为 一 体 了 .在 一 定 意义 上 ， 现 代 分 析 
与 其 说 是 一 个 学 科 ， 不 如 说 是 一 个 方法 体系 ， 它 的 基本 思想 植 
根 于 变量 数学 发 展 早期 所 形 成 的 那些 问题 中 ,而 其 理论 形式 则 
因 近 世代 数 与 拓 丰 方法 的 广 笑 诊 人 而 呈现 出 念 来 盒 精致 与 抽象 
的 而 貌 . 

本 书 试图 以 基本 的 与 统一 的 观点 处 理 现代 分 析 匮 以 立足 的 
某 些 基础 概念 ， 从 而 为 希望 进入 这 一 领域 的 读者 提 供 一 个 导 
引 . 其 中 第 一 章 以 尽 可 能 紧 资 的 形式 概述 了 学 习 现代 分 析 所 必 
需 的 抽象 空间 知识 ， 已 初步 学 过 点 集 拓 扑 与 线性 泛 函 分 析 的 读 
省 会 发 现 ， 这 一 童 对 于 他 们 复习 与 深化 这 方 而 的 内 容 依 然 会 有 
所 补益 ， 随 后 的 三 章 叙 述 经 典 的 实 分 析 与 复 分 析 到 “Banach 
空间 值 晴 数 ” 的 推广 ， 这 种 推广 的 应 用 价值 在 车 干 典 型 实例 中 
予以 阐明 。 第 五 、 六 两 童 是 近年 来 日 趋 重要 的 “大 范围 分 析 ” 
即 “ 流 形 上 的 分 析 ” 的 一 个 导 引 ; 作为 “ 流 形 上 的 分 析 ” 的 应 
用 实例 ， 在 第 七 章 中 简要 介绍 了 Lie 群 的 基础 概 仿 ，Fouriez 分 
析 、 广 义 函 数论 以 及 与 之 密切 相关 的 投 分 算 子 理论 ， 无 疑 是 现 
代 分 析 中 最 活跃 且 最 有 应 用 价值 的 部 分 之 --， 它 们 的 内 容 已 如 
此 丰富 ， 本 书 最 后 三 章 的 简略 介绍 只 能 名 有 人 门 性 质 ， 本 书 当 

TI， 一 ~ 


热 不 可 能 在 任何 意义 上 提供 现代 分 析 的 概貌 ， 它 只 是 力 疼 通过 
一 些 典 型 材料 来 展示 近代 分 析 发 展 的 某 些 基 本 趋向 ， 

撤 述 与 论证 的 简明 性 是 本 书 所 追求 的 基本 目标 之 一 ， 除了 
篇 慷 的 考虑 之 外 ， 作 者 觉得 ， 唯 有 简洁 的 方法 才 是 走 正 有 前 途 
的 . “ 莘 单 即 美 ”, 似乎 应 成 为 数学 的 格言 .少数 几 个 定理 《如 
Riesz 表 未定 理 ，fHaar 测 度 存在 定理 ) 的 证 明 因 其 过 长 而 省 赂 
了 ， 这 对 于 阅读 本 书 并 无 影响 . 

为 了 节省 篇 幅 ， 本 书 较 多 地 采用 编 记号 ， 所 用 记号 一 般 是 
流行 的 . 读者 可 随时 利用 书 末 的 “常用 记号 ” 表 . 护 算 中 出 现 
的 常数 经 常 表 成 const, 细心 阅读 者 当 能 确切 了 和 解 它 与 其 它 量 的 
关系 .不致 误 解 时 , 符号 邯 { 及 I, UU, 门 符 ) 下 的 指标 结巴 省 赂 . 
对 括号 的 用 法 作 如 下 约定 ， 方 括号 内 记述 意义 平行 的 条 件 或 结 
论 : 圆 揪 号 内 则 是 注释 、 揪 入 语 或 引证 出 处 。 记 号 轴 .4 表示 第 
一 登 81，§1.1(1) 表 示 $1.1 中 的 式 (1); 就 写 亿 时 表 未 本章 8 。 

每 节 后 面 附 有 少量 习题 习题 中 总 使 用 与 正 文 一 致 的 记 
号 ， 例 如 ， 若 正文 中 已 约定 Ei 记 8B- 空间 ， 则 习题 中 的 百 自 动 
地 理解 为 B- 空 间 曾 不 存 交 代 ， 个别 本 题 的 结论 也 用 在 正文 
中 ， 这 和 多半 是 读 结论 的 证 明 是 平凡 的 ， 或 与 本 书 关系 不 大 而 不 
宜 占 去 正文 的 篇 幅 ， 个 别 定理 的 证 明 引 用 了 后 文中 的 结论 ， 木 
过 显然 不 致 引 超 循环 推理 ,这 种 情况 虽然 力求 带 免 ， 但 有 了 肝 为 
了 不 使 内 容 的 排列 最 得 支 离 破 玲 ， 适 当 兼 岳 各 章节 的 完整 性 是 
必要 的 ， 

本 书 初稿 承蒙 周 权 子 教授 的 详细 审阅 ， 许 多 音节 在 内 容 与 
形式 上 的 改进 都 大 大 得 益 于 周 椒 子 教授 的 意见 ， 对 此 ， 必 者 谨 
致 豆 心 的 感谢 ， 

体 .者 
1988 御 元 月 于 武 议 
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. 第 一 章 ” 拓扑 疝 量 空 间 


本 章 颁 述 全 书 所 必需 的 有 关 抽 象 空间 的 基础 竹 念 ， 论 必 的 
内 容 是 标准 的 ， 大 部 分 包含 于 流行 的 大 学 教材 中 ， 只 是 这里 处 
理 得 艳 购 括 些 ， 对 许多 结论 只 给 出 了 简略 的 证 明 ， 


831 集 与 拓扑 


| 集 论 的 记号 与 基本 用 语 是 众所周知 的 ， 现 扼要 列举 如 下 ， 
- 以 供 阅 读本 书 时 省 查 . 

给 定 集 六 ， 以 F(X) 记 XX 的 所 有 于 集 之 集 ， 表示 一 集 4 € 
| 多 (XX) 的 标 淮 方式 是 ， 4= {zwEXI5 谢 是 PP} ， 关 是 基 个 命 

期 不 致 误 解 时 可 简写 作 4 = 二 1r| zx 庄 四 六 }) 或 4 一 久 tP)。 例如 ， 
| 实 域 R 上 -一 实 函数 /的 零点 集 可 表 为 R(f= 0)。 集 运算 记号 是 标 
| 准 的 ， 差 集 写 成 4^B， 而 将 记 生 4 - 8 保留 给 代数 系统 使 用 . 
| 通常 用 4" 记 补 集 及 AtACX), 单元 集 {x} 与 元 + 在 概念 上 自 

然 有 别 ， 但 记号 的 基 种 “混用 ”有 其 方便 而 又 无 误解 之 错 。 例 
各， 不 妨 用 ANz, 4 xz 分 别 表 示 有 4 入 12}, 4 x {2} ， 类 似 地 ， 
| 若 {zejae 4 是 荆 中 一 族 元 ， 则 写作 {wo} 己 闫 ， 导管 它 实 际 上 是 一 
1» 个 峡 射 QF-> 工 ,， 

1.1.,1] 定 尺 给 定 非 室 集 天 ,了 ， 称 积 集 Xx 了 一 (Cz #1 

| 和 了 的 任何 了 入 为 关系 投 RCXxY,SCY x ZF, ACX, 
| ={(9,2)| {YY) 七 RR} 为 RR 的 首 ， 称 SR={(x,z2)| jy: 


| I 


{x 9) Ey, 2) 后 } 为 如 与 召 的 复合 ， 令 (4 一 1 外 3 了 2E4d， 
(9,8) 所 .车 FC 瑟 xx 了 VE 玉 的 至 多 含 一 元 ， 册 称 f 为 
消 数 或 映射 ， 分 别称 D(7) 二 了 (了) 与 1mf = 二 f( 革 ) 为 1 的 定 浆 域 
与 值 域 . 
给 出 一 映射 了 了 时， 通常 采用 以 下 标准 形式 ， 
TIDCOCAXY, rf 2), {1) 
其 中 D=D(f) .(1) 可 简写 作 f:D-> 了 或 Dr 了 ,以 1x 或 记 记 单 
位 映射 革 宝 卫 ,#F 玫 ;5 记 包 售 映 射 4 一 开 , 丰 一 x( 假 定 4 性 了)， 
或 写作 4 一 站 车 1: 让 六 了 ,i AC， 则 称 有 4 二 fo 为 f 在 4 
上 的 限制 ， 称 了 为 逢 4 的 一 个 扩张 ， 若 i 了}= 了 ， 刚 称 f 为 满 
射 ; 若 f (72) 一 了 (x 过 # 二 3， 风 称 为 单身 f 同 时 为 单 射 与 满 
射 时 称 为 戏 射 ， 此 时 了 有 一 首 射 7: 了 一 苹 , f(z)F 王 x*， 车 1 芋 
六 {0,11， 则 称 pp 为 集 4= 二 wp 站 (1) 性 了 的 特征 馈 数 ， 记 作 X 
任 给 映射 :1 玉 疡 如 ,gt 了 了 >， 积 映射 x 9 定义 为 
fxgXxYExF, (wr yy)), (2) 
任 给 冀 数 fi 六 一 C91 了 一 C, 张 量 积 f6Og 定 义 为 
fn xT CC, (s,m FE . (3) 
1.1.2 定义 ” 设 非 空 集 生 上 给 定 了 关系 xz<y. (iD 车 YzE 
了 则 称 委 为 拟 序 .满足 *r<3y<z 一 7 一 
扩 的 拟 序 专 称 为 偏 序 ， 举 所 为 偏 序 且 YX，yER， wy 与 yA 交 
之 一 成 立 , 则 称 专 为 全 序 ,， “ 拟 序 集 ”、* 偏 序 集 ” 及 “全 序 集 ” 
的 意 浆 自明 。( 让 设 志 为 拟 序 ，4CC 了 .车 Ya EA4: asp 出 
称 5 为 4 的 上 界 ， 车 8E 4， 且 b<aE 4 二 q<<b， 则 称 5 为 4 的 极 
大 元 “下界” 与 “ 极 小 元 ”的 定义 人 坊 此 . 车 中 的 任何 有 限 子 
集 有 上 界 ， 则 称 { 开 ,< 委 ? 为 有 向 集 . 
任 给 拟 序 集 [有 向 集 1( 玉 , 志 ), (了 ,< 亏 )， 古 x 了 看 作 拟 序 集 
[有 向 和 集 !1 时 总 理解 为 (xz, 3) 福 (2 8 门 < 和 ->3<Y 自 < 
以 下 命题 被 作为 公理 接受 ， 
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Zorn 引 理 匣 总 为 偏 序 集 ， 其 中 每 个 全 序 子 集 有 上 界 ， 
则 所 有 报头 元， 

1.1.3 定义 ” 任 给 集 4， 若 存在 单 射 4->N( 本 书 中 约定 N 
= 一 {0, 1 2,…})， 则 称 4 为 可 数 集 . 

容易 验证 : 可 数 个 可 数 集 之 并 及 有 限 个 可 数 集 之 积 是 可 数 
集 ， 实 数 集 是 不 可 数 的 . 

1.1.4 定义 ” 设 足 是 一 非 空 集 . 车 7 己 F( 革 ) 满足 条 件 ; 
(让 下 , 人 ET (ii)z 对 任意 并 与 有 限 交 运算 封闭 , 则 称 7 为 证 上 
的 一 个 拓扑 , 称 瑟 或 (到 ,7) 为 拓 扩 空间 ， 称 任何 4€7 为 开 集 ， 
4 为 闭 集 .车 7,T' 是 了 上 的 两 个 拓 间 ,TCT', 则 说 Tr 弱 于 7' 或 7' 强 
于 7. 

给 定 拓扑 空间 (全 ,T), 4A 咏 评 ， 下 面 界定 与 4 有 关 的 一 叫 概 
念 与 术语 ， 且 顺便 指出 一 些 简单 结论 。 

1” 者 *ET 己 4 了 Er 则 说 ?是 4 的 内 点 4 的 全 体内 点 
组 成 4 的 内 孝 ， 记 作 4*， 显 然 4*Er, 若 zed*[BCde]， 则 称 
4 为 点 z[ 集 刁 ] 的 一 个 邻 域 

2” 称 4 一 {zlzEF" 一 4 门生 邓 ) 为 4 的 闭 包 ; 称 94= 4、 
4 为 4 的 边界 . 当 4= 瑟 时 称 4 为 互 的 稠 子 集 , 当天 有 可 数 筒子 
集 时 称 它 为 可 分 空间 ， 容 易 验 证 ，A 二 ((4°)*)°, 4 一 (了 oo 
是 开 [ 闭 ] 集 <=> 4 一 A4*[4= 1， 

3” 当 zxE€ ANz% 时 称 ? 为 4 的 又 点 . 以 4* 记 4 的 所 有 聚 点 之 
集 , 称 4N 4 中 的 点 为 4 的 孤立 点 , 若 玉 ?一 (<=>T 二 .P(X))， 
则 称 么 为 离散 空间 . 

4” 设 4 王 ， 则 ra 一 {4 站 FIFEr} 是 4 上 的 拓 扩 , 称 为 
在 4 中 导出 的 粕 对 拓扑 ， 称 (4,r4) 为 芋 的 (拓扑 ) 子 空间 ,来 
加 申明 时 误 的 子 集 上 上 总 采用 相对 拓扑 。 

1.1.5 定义 车 ( 了 ,< 委 ) 是 一 有 向 集 , 则 称 尾 何 族 {zj} 
抱 家 为 总 中 的 网 (注意 序列 是 网 的 特例 )、 车 *E 芝 ， 任 给 z 的 部 
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域 V EET ,Yt fw EF, 则 说 网 信 沾 收 训 P 于 z, 写作 zx. 
苦 对 到 中 侍 一 对 相 抠 点 z，9 存在 + 的 邻 域 5 与 y 的 邻 域 广 

UNF 二 名 ， 则 称 革 为 了 ,空间 或 Hausdor 并 空间 。 易 证 六 为 T, 空 

间 <= 之 芋 中 任何 网 至 多 收 人 证 于 一 点 。 因 此 在 ZT 空间 中 可 用 记号 


“limz, 一 . 
1 


1.1.6 定义 ” 设 8 是 了 中 一 族 开 集 [XE 长 的 一 族 邹 域 ] . 若 
中 丝 个 开 集 是 8 中 荣 些 集 之 并 [z 的 每 个 郭 域 含 东 个 BE 1 ， 
则 说 #8 是 于 的 -个 拓扑 基 或 一 族 莫 于 集 I[z 的 一 个 邻 域 薪 或 一 族 
基 党 域 ! 。 若 8 中 集 的 所 有 有 限 交 构成 六 的 所 扑 基 [zx 的 邻 域 
基 ] ， 峙 称 B 为 下 的 拓扑 子 基 [x 的 邻 域 子 基 ]， 车 广 有 可 数 拓扑 
此 5 每 个 zE 承 有 可 数 邵 域 基 ]， 则 称 站 为 第 二 可 数 空间 [第 一 可 
数 空间 1 . 

拓 扩 定理 之 条 件 中 出 现 的 开 集 [ 邻 域 ] 改 为 基 开 集 [ 基 邻 域 
后 ， 通 常 仍 可 保 皖 结 论 ， 

1.1.7 定理 若 BPC 2F( 开 ) 满足 条 件 : (UsesB 一 是 [以 
RU)Y A, BEB, rE ANB, 30CEB, xECCANBI, MXLE 
存在 瞧 一 以 8 为 拓扑 子 基 [拓扑 基 ] 的 拓 竺 +， | 

证 用 满 是 亿 (让) 时 可 令 T 二 {4| 3 {Bs}CB8: A= U8,)s 
营 8 仅 满足 全 )， 则 8 中 的 集 的 有 限 交 之 全 体 满 是 (i) (ii)。 已 

经 常 利用 1.1.7 来 定义 拓 砷 .例如 ， 设 (了 ，T)，(Y 了 ，7') 
为 拓 填 空间 ， 则 以 8 一 {4xB14eEr，BET'} 作为 拓 扑 基 定义 
出 下 x 了 上 的 积 拓 盾 ( 积 拓 盾 的 一 般 定 久 见 1.5.1) ， 


1.1.8 定义 ” 设 政 是 一 非 空 集 ，#: 苹 x 下 和 > [0,oco) 满 足 条 
件 ; CDa(w, 及 ) 一 自生 -区 一 六 (i)d(y, 2s) =a 9) < (5, 2) + 
dy,2)(Y Ty,2E TT)， 则 称 & 为 人 上 的 一 个 宕 量 ， 称 也 或 ( 蔗 ， 
0) 为 度量 空间 ， 任 给 aE 下 ,7r>>0, 称 B(a,7r)={xE XId(a， 
Tr [Bar) = {2E | (2) 才 T}] 为 以 ga 为 心 以 7 为 半径 的 


过 


球 [ 倪 球 ] ， 以 瑟 中 的 所 有 球 作 为 基 开 集 在 互 上 决定 一 拓扑 ， 称 
为 由 5 诱导 的 度量 拓扑 ， 称 4 为 与 此 拓 扩 相 容 的 度 鞭 ， 若 一 拓 提 
空间 上 存在 与 其 拓 挤 相 容 的 度量 ， 则 称 它 是 可 度量 化 的 . 
不 臻 混 计时 ， 人 性 何 度量 空间 的 放 基 都 记 作 了 . 设 X 为 座 量 

空间 ， 4,BC， 称 4&4A,B) 一 infe(A x B) 为 4,8 闻 的 距离 ， 
称 &(4)=supd(4x4d) 为 4 的 直径 ， 妆 CEf4)< oo 时 称 4 为 有 界 
集 ， 给 定 一 网 {z.) 己 下 ， 启 然 $Ye>0, Il Vt ts 
d(T Wr) 之 8。 设 从 是 一 集 ，{f 11 昌 产 耳 } 是 以 函数 为 元 素 的 网 
(函数 网 )， 它 满足 

VD 3é, Vito, YE Q: Etz) f(r)) ae, (4) 


则 说 {F 在 吕 上 一 致 收 八 于 六 记 作 用 
未 加 声明 时 ， 在 R" 或 C" 中 总 采用 由 Buclid 度 最 d(x,y) = [5 
-外 决定 的 拓扑 ， 任 给 z 一 (20 9) EC", 约 定 


(tl 一 (这 1. (5) 


1.1.9 定理 若是 第 二 可 数 空间 。 则 臣 可 分 ， 了 的 每 个 
开 程 姜 #《 即 其 并 为 的 一 族 开 集 ) 有 可 数 子 所 芋 。 可 分 度量 
空间 是 第 二 可 数 的 。 

证 车 {B。 IWEN} 是 五 的 拓扑 基 ，5sE Bs,，N’' 二 {nl30U 
EW BCUs), 则 {Bn 二 玉 ，{Us |nE 是 多 的 一 个 可 数 子 
准 沪 . 沽 X 为 族 盖 空间 ， TJX, 则 fo 和， n> 们 是 
的 拓扑 基 ， ， 口 

1.1.10 定义 设 开 ,是 拓 裤 空间 , frX> 了 . 称 了 在 zeEX 
连续 ， 车 对 {x2) 的 任 给 分 域 V， 存在 z+ 的 分 域 UV， f7CF , 若 在 
每 点 *E 卫 连 续 , 则 说 了 种 续 ， 令 C( 工 ,了 ) = 一 ff XI 连续 }， 
CX)=O(A,K), K=R 或 忆 ，O(X,n) 一 ,CC*)。 若 j Ee 
C(X, 了 ) 为 驱 射 和 -EOCY, 思 ), 则 称 f 为 辣 胚 所作 ff: 下 二. 
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当 基 于 宕 大 王 )CTY 了 时 说 f 是 一 指 扑 嵌入 ， 此 时 将 所 与 名 全) 等 
同 地 看 作 了 的 子 空间 . 车 f 瑞 开 [ 闭 j 集 为 开 [ 闲 ] 集 ， 则 称 了 为 开 
{[ 闭 1 映射 ,车 攻 ,了 是 论 量 空间 ，f'+ 荆 一 了 满足 条 件 
Ye>0, I>0, VY r,s'E £, 
{rr OF), Fr) ) La, 
则 说 子 一致 连续 ， 

1.1.11 定理 设 入 ,了 是 拘 扑 空间 ， 阁 一 了 荆 , 出 以 下 条 件 
互相 等 价 ， 人 DEC 了 了) (这 ) 任 给 开业 BCY，f-1BC 及 是 
开 集 ， (iii 任 给 闭 集 BC 了 ， 广 !BC 世 是 半 业 ; (iv) 对 了 王 的 某 
个 拓 盾 了 于 基 8，Y¥ BEB， f71BCX 是 开 集 ! (v) 任 给 收 襄 网 
{rij}C 革 ， 从 z, 关 zx 推 出 F(x:) 一 了 (2). 

证 只 证 (VY) 祝 (1) (其 余 是 明显 的 ) . 若 了 在 + E 瑟 不 连 
a 则 有 于 z 的 部 域 了 ， 任 给 z 的 邻 域 55, 在 在 fs EV， flxo) Ee 

{UU} 以 包含 为 序 是 一 有 向 集 ， 因 而 {zr} 是 一 个 网 , 显 航 zo 一 
+ mj (ro) f(r), 口 

因 形 如 (~-00, 4, (49,00)(YaER) 的 区 间 构 成 R 的 一 拓扑 子 
基 ， 由 1.1.11， 一 晴 数 :六 RR 连续 <> YaER， X (fo) 与 
蔗 (f2>9) 迪 为 开 集 。 

”省 考 文献 ，[25] , [48]}, [82], 


习 题 


1， 没 f1 计 一 是 第 一 开 数 的 ， 惠 在 zE 飞 连 线 所 字 任 给 收 伏 于 = 的 序列 
(zn}s fr f(r}, 
2。 设 ft 让 > 了 {a} 是 下 的 一 开 字 盖 ， MECCE, Dee> Ya fc 
CUe, YY 
“4 {wj} 才 在 网 {zj 7 


: 


| $2 护 间 代 束 信 统 
首先 类 述 必需 的 基 本 代数 用 滞 。 给 定 非 空 集 克 ， 称 任何 有 


(6) 
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射 8s 瑟 x 尼 > 至 汐 下 上 的 一 个 送 算 上 若 写 802, 拉 为 x28 [2 十 |， 
出 称 9 为 荚 [ 加 1 法， 运算 的 结合 星 与 交换 性 分 别 由 恒等式 x*(#3) 
2)Z 与 TY 93 界定 。 但 满足 ex 二 ze = 二 z 的 元 e 称 为 单位 元 ， 
它 存在 时 必 是 唯一 的 满足 X39 二 e 二 yz 的 元 称 为 ?的 逆 元 ， 记 
作 z7 当 z! 存 在 《必定 瞧 一 ) 时 称 4? 为 可 赣 元 。 对 于 加法 ， 
单 柱 元 与 递 元 相应 地 改称 为 零 元 ( 0) 与 负 元 (~*#)。 设 KK 二 RR 或 
C， 一 里 射 上 ;过 x 天 六 天 Caz 玄 足 (oP)x 二 atpBr), 12 
二 2, 则 称 8 为 数 匡 ， 或 说 KK 是 于 的 对 数 域 ， 若 苦 上 定 叉 了 加 法 
与 习 装 [与 数 莱 1]， 满 足 2(# 二 2) 三 29 十 XW3, (FX 十 2 更 Ww 十 六 
Latw+ ys+ ay, (a t+ Ar=art pr, a, PER ， 册 说 乘法 
[ 数 匡 1 对 加 法 是 分 配 的 ， 定 多 了 满足 一 定 规则 的 若干 运算 的 系 
统称 为 代数 系 ， 几 个 常用 的 代数 系 界 定 如 下 : 
1.2.1 定 尺 ”车 集 9 上 定 类 了 一 结合 的 线 [ 如 ] 靶 ， 使 得 单 
位 元 存在 且 每 个 *EG 可 道 ， 刚 称 0 为 苹 法 群 [加 群 ]， 或 就 则 和 件 
和 群 。 运 算 可 交换 的 群 称 为 交换 群 或 4bel 秤 。 本 书 中 约定 加 群 总 
是 交换 群 ,车 互 是 以 开 为 系数 域 的 加 群 朋 数 切 对 加 法 是 分 配 的 ， 
则 称 玉 泡 玫 上 的 向 重 空 间 ; 共和 上 还 定义 了 对 加法 分 本 的 [有 
结合 的 ] 科 法 ， 使 得 a (xy) 二 vay) (or)y 《28E 琶 ,0EK)， 
则 称 攻 为 K 上 的 [结合 ] 代数 。 当 说 到 基数 下 的 单位 元 、 可 逆 元 
与 交换 性 时 ， 都 是 对 其 中 的 续 读 丽 言 的 . : 
关于 向 量 空间 的 基 与 维 数 概 念 是 熟知 的 ,今后 只 轰 未 加 声 
朋 ， 所 寂 及 的 向 量 空间 与 代数 概 为 复 闪 间 与 复 代 数 ( 即 系数 域 
为 CC)， 奉天 结 喉 用 实 空间 或 实 代数 时 应 作 的 售 疏 通常 是 和 
明和 的 ， 
处 理 代 数 系 统 时 经 常 使 用 以 下 缩 记 号 ; . 
4 一 一 {3 ac dA,bE 8B}, 0 ) 
只 要 其 中 a5~! 便 有 意义 、 编 记 号 4 - 8， 4 + BB 等 仿 此 . 
1.2.2 定义 ”车 一 个 群 同 时 是 TP, 拓 利空 间 , 朋 映 射 GxG 


了 


一 人 《1 8132 连 续 ， 赂 称 妈 为 折 扯 肉 。 若 一 调 量 空间 于 以 
加 尘 是 拓扑 群 ， 且 睦 射 Cx 互 -> 并 ，(oyzJt>az 连 续 ， 则 称 袜 
为 拓扑 向 量 空间 或 简称 TVS。 类 似 地 可 定 闵 拓 填 代数. 一 般 
地 ， 称 任何 具有 连续 代数 运算 的 代数 系 为 拓扑 代数 系 . 

给 定 拓 扒 代数 系 开 ， 若 一 双 射 P :是 -一 误 本 身 及 9 都 由 于 
中 的 代数 运算 定 浆 ， 别 2 必 为 同 旺 。 例 如 ， 拓 拉 群 中 的 去 王 移 
zi>gz 【59 固定) 是 同 肽 、 这 一 简单 事实 有 基本 意义 ， 它 推出 拓 
扑 群 1TVS] 的 拓扑 结构 完全 决定 于 单位 元 [ 零 元 ] 的 邻 域 基 (本 
书 中 称 零 元 的 邻 域 为 0- 邻 域 】) . 下 而 列 出 两 个 基本 结果 ， 其 证 
明 是 标准 的 ， 例 如 可 参 午 {73] . 

1.2.3 定理 若 多 是 拓扑 群 8 的 单位 元 e 的 邻 域 基 , 则 多 有 
性 质 ; (站 NveD0= fe; GDYV,VEg, WE WCUN 
VY PE, UE UUCV, (iv) YFES, JUEY.: 
UC (VYaEd, VE, IUES, dUa-iCV. 反之 车 
G 是 一 个 群 ， C(O) 满足 纪 一 Cv}， 则 G8 上 存在 唯一 拓扑 ， 
使 G 成 为 以 多 为 8 的 邻 鼎 基 的 托 扑 群 . 

-了 .2.4 定 狂 若 多 是 TVS 王 的 f- 邻 域 肆 , 则 多 有 性 质 ， 人 人 
NoeU={0 GyYU, Veg, WE WEUNDS Gn). 
yrFeg, Eg Ut+UCV; (vy¥YVYEg, IUEW: aU 
CV ED (VYIET,UEY, Jd0EC rE aU0. 反之， 
若 祥 是 一 向 量 空间 ， 多 以 (并) 满 是 (外 一 (v)， 则 工 上 存在 只 
一 所 扑 ， 使 起 成 为 以 多 为 0- 驾 域 基 的 TVS. 

; -1:245 案 义 ”车 卫 ,了 上 都 害 义 了 疗法 [ 数 需 1，f 了 + 下 了 漠 
足 f(z 二 了 C2) 了 C9) [fCor) =af(x)], 则 说 /保持 莱 法 [ 数 乘 ] 

“ 保 转 加 法 ”的 意义 仿 此 ,. 兰 邓 ,了 是 间 种 代数 友 ， 了 :天 一 了 保 
持 访 种 代数 系 中 的 所 有 运算 ， 则 称 为 同志 ， 群 周 态 、 线 性 同 
志 { 或 线性 第 子 }y、 代 数 同 志 的 意义 自明 .是 单 [ 满 、 汉 ] 射 的 辣 
杰 称 为 单 同志 [ 满 同 恋 、 同 构 ] 。 沙 * 是 了 的 群 单位 元 或 零 元 , 则 
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称 Kerf 一 J"'(8) 为 同 态 /: 久 > 了 的 楼 。 车 瑟 , 了 是 拓 择 代数 系 ， 
f+: 下->Y 是 同 构 且 为 同 腾 ， 则 称 f 为 拓 盾 同 构 . 洪 下 为 [ 拓 盾 ] 
向 量 空间 ， 则 [连续 ] 线 性 苍 国 [+ 六 >C 之 全 体 依 自 然 的 运算 板 
成 一 向 量 空 间 ， 称 为 人 的 代数 | 拓扑] 对 和信， 记 作 了 *[ 且 车 
入 为 代数 ， 则 称 任何 代数 同志 f: 和 >C 为 复 同 窟 。 

若 忆 ,了 为 拓 补 群 ，f 开 了 是 一 同 太 ， 则 由 分 角 


平移 平移 
下 和 (2 


taE 蕊 固定 ;看 则 : ?在 单位 起 处 连续 霹 坟 了 由 处 这 续 .对 线性 
间 态 与 代数 同志 有 类 泣 结 果 . 

1.2.6 定义 设 蔷 为 TYS， 若 4 忆 卫 甘于 革 中 的 运算 封闭 ， 
则 刀 亦 是 一 TYS， 称 为 下 的 子 空间 ， 任 给 BC 下 ， 设 <B; 是 也 中 
所 有 含 吾 的 册子 空 间 之 交 ， 则 称 < 好 > 为 吾 生 成 的 闭 子 空间 ， 妆 
“如 := 六 时 称 召 为 互 的 基本 焦 ， 任 给 w,yE 王 ， 称 点 集 fx, 站 二 
+ 一 上 yt1} 为 以 ,为 端点 的 线段 .车 ACR, yw,y 
EA [2,g CA YE 0, 1] 14+(1- 直 4CA4), 训 称 4 为 
巴 集 ; 若 la| 专 1=>94CA, 则 称 4 为 平衡 集 ; 称 凸 平衡 集 为 绝对 
四 集 . 任 给 BCX, 革 中 所 有 合 B 的 凸 集 之 交 称 为 8 的 凸 包 ,车 下 
有 一 由 凸 集 组 成 的 0- 郭 域 基 , 则 称 甩 为 局 部 凸 空间 或 简称 LCS， 
称 4C 天 为 有 界 集 ， 若 对 任 给 0- 郭 域 F， 在 在 wECdcCaT， 

老 , 玉 和 襄 1.2,.4 之 (iy)， 则 璇 二 U1o 80 为 平衡 集 且 YC 
V， 可 见 YS 总 有 由 平衡 集 组 成 的 0- 邻 域 基 ， 由 此 又 推 出 ， 
LCS 总 有 由 绝对 凸 集 组 成 的 0- 分 域 基 ， 

1.2.7 定 区 设 世 为 向 量 空间 ,着 一 国 数 瑟 [0，co)， 
zz 广 足 条 性， (azj= Jal zi Cii1z 十 2 < 和 | + 和] 
《EC2 YE Nis| 为 也 于 的 半 范 ; 著 它 还 请 足 ，(iii) 
z=0 二 z=0， 则 称 1z| 为 范 数 ， 称 卫 为 赋 范 空间 .在 同 范 空 
河中 总 洒 用 由 度量 2(z,y) 一 1x 一 站 决定 的 拓 盾 ( 称 范 数 拓扑 ). 
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若 赋 范 空 间 芋 同时 是 一 结合 代数 ， 其 中 的 范 数 满足 1zy| 专 12 
ylCz,ye 广 )， 则 称 于 为 赋 范 代数 ， 若 互 ,了 为 赋 范 空间 [ 黑 范 
代数 ]， 一 同 构 了 1 五 -> 了 满足 f(x#)| =1z1， 则 称 了 为 等 距 司 
构 ， 

赋 范 空 向 显然 是 TVS， 其 中 的 有 界 集 就 是 依 范 数 《 即 依 府 
重 ) 有 办 的 集 . 

1.2.8 定理 设 {lzlo ae 4} 是 向 量 空间 了 上 的 一 族 半 
范 ， 它 满足 “Xx 关 0 二 3a: [zs 天 0”。 令 Bo ,== fl [xz1: 之 7}， 风 
以 Br(aE 4，7r2>0) 的 有 限 交 之 全 体 作 为 0- 邻 域 基 定 余下 为 
LCS， 每 个 LCS 的 拓扑 都 可 如 此 得 到 ， 

证 ”定理 前 一 半 直 接 下 1.2.4 推 出 . 今 设 互 为 LCS， 取 它 
的 一 绝对 凸 0- 邻 域 基 局 oc4， 定 区 

1 2 一 int >0zEAE EK, a€EA. {3) 
显然 14zx)。 一 |411zhs。 洪 XE XUo gENUs 4, RO0， 则 


四 


贝 此 推 则 fz 十 ges ls]js 十 Iya 1zle 是 一 半 范 ， 设 B6, ,= | 
[zl <) ， 从 Bo,1CUsC Bo, :看 出 {Bs,r) 构成 也 的 0- 邻 域 
基 ， 口 

车 并 党 人 如 1 .2.8, 则 在 于 中 zeD< > Ya Iz. |e 0; 
BC 广 看 有 和 界 二 > Ya SaB [Ea -a 当 {Bo, +) 是 总 的 全 分 域 
基 时 称 日 ?1 为 下 的 基本 时 范 旋 。 若 下 是 第 一 可 数 航 LCS， 则 
从 1.2,8 之 证 明 看 出 存在 基本 半 范 恋 {x1 aEN. 令 


1 iz} 
+ 二 2 是 : 
i Ti “EX, ( 4) 


则 (4) 满足 1,2.7 的 (iD Gi) 及 |-z| 二 |z]， 称 它 为 禄 上 的 玉 - 范 
数 ， 称 祥 为 F- 赋 范 空间 , 此 时 的 拓 提 由 诬 量 Zz, 9) 二 1z ~ yl 
10 


决定 但 人 须 注 党 ， 互 中 依 度量 有 界 的 集 未 必 是 1,2.6 所 界定 的 
有 界 集 ! 

如 Bourbaki 学 派 所 强调 的 ， LCS 是 现代 泛 函 分 析 的 合适 基 
础 ， 它 不 如 TVYS 那样 失 之 过 宽 ， 又 不 象 赋 范 空间 那样 类 之 过 
窗 . 在 很 多 方面 ，LCS 理 论 可 与 赋 范 空间 理论 平行 地 展 并 ， 差 
钊 常常 只 是 以 半 范 族 代 趟 范 数 而 已 . 

1.2.9 定义 设 下 是 一 度量 空间 [TVS] . 称 一 个 网 fz er 
民生 为 Cauchy 网 ， 若 lim dz, zo) =0 [lim(z. — $a) =0] 。 


中 


车 过 中 任何 Cauehy 网 收敛 ， 则 称 互 完备 ， 称 完备 的 严 - 赋 范 空 
间 [ 赋 范 空间 、 赋 范 代 数 ] 为 Frechet 空 间 [Banach 空 间 、Banach 
代数 1， 和 简称- 空间 [8B- 空 间 、B- 代 数 ] . 

车 tz 是 度量 空间 瑟 中 的 Cauchy 网 ， 则 可 取出 下 标 f,<&4。 
全 ， 使 得 VE， 和 ,<11n [zj 是 Cauchy 序 列 ， 当 
ztnZ 时 必 zeYy。 因 此 瑟 完 备 和 >> 互 中 任何 Cauchy 序列 收 
伐 ，、 若 了 是 赋 范 或 F- 赋 范 空间 ， 则 它 在 TVS 意义 上 的 完备 与 
度量 意 叉 下 的 完备 一 致 . 

参考 文献 [22], [39] , [48], [50] , [64], [78], 85] 。 
习题 

设 瑟 为 TVS，4C 和 ， 则 4 有 办 所-> 任 给 [zw}C 4 与 正 数列 cg， 有 


nTn 人 DD, 


8383 紧 性 与 Baire 定 理 


以 下 设 互 是 给 定 的 拓扑 空间 . 

1.3.1 定义 设 4CX. 车 从 4[ 玉 ] 的 任何 开 槛 盖 中 可 取 
出 有 限 子 构 盖 ， 出 称 4[ 芒 ] 为 法 集 [ 紧 空间 ] ， 当 2 为 紧 集 时 称 4 
为 相对 紧 集 ， 若 站 中 每 点 有 一 紧邻 域 ， 则 称 久 为 局 剖 紧 空间 ， 

租 言 之 ， 紧 集 就 是 使 有 限 标 差 定 理 适 用 的 点 集 ， 紧 性 的 郑 
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义 在 于 ， 从 一 局 部 性 条 件 出 发 ， 往 往 在 紧 集 上 推出 一 整体 性 结 
论 ， 一 般 模 式 是 , 设 {Pooe 4) 是 以 有 向 集 4 编 序 的 一 族 命 
题 ，a 扫 8 时 Po 一 Pae， 则 药 证 有 某 仿 Po 在 紧 集 五 上 处 处 成 立 ， 
只 需 证 明 ; Y*E ,GE4,P, 在 x 的 一 名 域 内 成 并 . 

1.5.2 例 给 定 映射 序列 [fn: 芝 了) ,了 为 座 量 空间 .者 


yaE 时 ,有 6 的 第 域 了 7 则 说 { 有 局 各 一 致 收效 于 六 车 在 
任何 紧 集 玉 己 贸 上 fs 二 ， 则 说 人 4 宗 一致 收 黎 于 F ， 取 定 紧 集 
CX,e>0, 车 YaEk， 有 a 的 绅 域 Ya，na EN， 使 得 Y 2 
Ra zc， (fr), fz))<e， 取 下 的 有 限 栓 六 人 or ， 则 YY 
>>maxneuzE Kd(fn(z),j(z))<e， 这 表明 局 部 一 致 牧 化 间 


含 紧 一 致 收 襄 : 当 革 局 部 紧 时 上 述 两 种 收 剑 等 价 ， 

1.3.3 定理 7 空间 的 紧 子 集 是 闲 集 !， 紫 空间 的 闭 子 集 是 
紧 集 ; 连 闭 映射 映 紧 集 为 上 紧 集 ; 从 紧 空 间 到 TT, 空 闻 的 连续 双 
射 是 间 豚 ， 

证 只 证 第 一 个 结论 ， 设 4 是 了 ;空间 半 的 紧 子 集 ,+E 4°. 
Y ae A, 取 不 交 的 开 第 Uso,Foas Eto,9ETVo. 设 4CCUIT,,, 则 
IEDU= 门 ?VoCCA4*， 可 见 4" 是 开 集 . LJ 

顺便 指出 ， 完 备 性 与 紧 性 有 某 些 可 对 巾 之 处 . 例如 ， 度 车 
空间 的 完备 子 空间 是 闲 的 ， 完 备 空间 的 闭 予 空间 必 完 备 ， 等 等 
《还 可 参看 1.3,8) ， 

对 于 紧 度量 空间 有 一 些 更 合用 的 肇 划 . 

1.5.4 定理 著 蕊 为 度量 窗 间 , 则 专 下 条 件 互 相等 价 ， 人 二 
入 是 紧 的 5 {i 让 ) 阁 BB, 是 世 的 非 空 团子 集 , B, 写 Bs 洁 …, 则 站 Bs* 
各} (ii) 任何 序 列 {xw} C 半 含 收 合子 列 (iv) 革 完备 且 Y >0， 
存在 覆盖 总 的 有 限 个 球 B(zi,e)〔〈 后 一 性 质 称 为 至 有 办 性 ) . 

证 显然 (i)=> (让 )， 若 位 中 C 己 苹 不 含 收 伏 子 列 ， 则 B,= 
[21|i 洋 册 是 闲 集 ，#=1,2,…, 而 门 如 一 末 ， 可 网 (ifiiiy) 。 
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(i) 坟 (iv), 显然 ( 道 ) 二 完备 性 。 若 瑟 非 会 有 界 , 则 有 > 
0， 不 不 为 任何 有 限 个 半径 为 8 的 球 粮 盖 . 任 取 ziEX， 次 取 
Xs EEA、B(?Y,,e), 捍 取 za E 芋 入 [B(x 2) UB(r,, 6)],'*， 如 
此 得 到 的 序列 fz 显然 不 含 收 就 子 询 . 

(iy) 之 (i)， 设 (iy) 福 足 ， 而 三 的 某 个 开 狂 盖 记 不 含有 限 子 
搁 盖 ， 以 有 眼 个 半径 为 1 的 球 攻 盖 下 ， 其 中 必 有 一 个 【 记 作 
号 :》 不 诚 有 中 有 了 根 个 集 蓝 盖 ， 又 以 有 限 个 人 半径 为 1/2 的 球 蓝 羡 
8B8,， 其 中 必 有 一 个 ， 记 作 B8,, B81 门 B, 不 被 # 中 有 限 个 集 绪 羡 ， 
… 如 此 得 到 一 列 球 {8,} ，B; 的 半径 为 1/#, 4 二 门 ?7B: 不 被 8 中 
有 限 个 集 镍 盖 ， 任 取 zc 4, 得 Cauchy 列 [25) , 设 2n>zEBEP, 
财 当 ?充分 大 时 4, 伺 召 ， 得 出 矛盾， | 

推论 ” 设 X 为 度量 空间 ，4 必 ZZ. A 中 任 
何 序 列 含 有 收 绕 子 列 全 4 全 有 界 ; 车 开 完 ， 则 4 相对 紧 < 人 > 此 
全 有 界 ， 其 次 易 见 全 有 界 性 荐 含 可 分 性 ， 太空 人 人 
的 ， 

R* 中 的 相对 紧 集 [ 紧 集 ] 就 是 有 界 沫 [帮办 条 案 1 

尾 给 集 处 ， 赋 范 空 间 ， 了 映射 #1 下 如， 约 笑 “ 

fl =suplf (2)1. {17): 

状 为 时 空间 ， 则 易 验 证 0O{ 计 ， ) 依 上 确 界 范 数 ( 1 症 - 坊 
空间 ， 当 吾 是 8- 空 间 时 CC, 上 ) 亦 是 8- 空间 ， 

1.3.5 Arzela-Asecoi 定 理 设 和 是 紧 崇 氏家 阐 ,加 是 B- 办 
闻 ,， DCO(CZ, By， 则 省 相 对 紧 <> ywe ,tz)== 二 (下 
E 艰 相对 紫 ， 且 印 等 底 连 续 ， 即 Y 2>0，3 50, vie®, 江 ' 
E HE, HER YE) ~ FO) Ne. 

证 ” 设 P 相 对 肾 。 靖 定 zE 于 ,由 C({X， 太后 fz) 过 
续 推出 B(x} 相 对 紧 .. 若 加 不 等 度 连 绪 ， 则 着 吉 >03 有 EE 才 4, yy， 
E X(N=], 2, jr 1 不妨 
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设 在 CC 下 ,至 ) 中 六 -> 了 在 下 中 加 -2 ys， 于 十 
2< fnCon) 一 了 (Xpn)] +t Bf ws) — FOr) + f(z) — feyn) | 
+ f(y ~ fntyn) 0(n00), 
得 出 六 盾 ， 其 次 设 每 个 (x)(xE 下 ) 相 对 紧 生 名 等 度 连 续 ， i 
CC 多 是 一 序列 取 吕 的 可 数 笛子 集 ftegj 从 和 atx1)} 中 取出 收 
合子 列 !fstz1))， 再 取 雪 (zo) 的 收 化 子 列 他 :22)),…， 如 此 
得 到 一 审 序列 !f) ,==1,2,…， 其 对 角 线 序列 全 :在 每 点 zs (4 
二 1,2，…) 收 促 ， 令 gr 一 f!， 任 给 xzEIY， 取 充分 接近 ?的 ?1， 
由 不 等 式 
Ig ~ ga) CT) | gr) 一 go 十 上 8 一 8 
gat) — gals)) 
及 全 的 等 度 连 续 性 推出 19, -91s 一 0Cm,#->oo)， 由 此 得 出 8 的 
相对 紧 性 . 已 
推论 。 若 六 是 紧 度 量 空间 ,BCO(X，C")， 则 外 相对 归 
<> 入 有 界 〈 即 一 致 有 界 ) 且 等 度 连 续 . 
将 1.3.5 前 一 半 和 证明 略 加 修改 即 可 证 上 明 ， 
1.3.6 定 现 . 从 紧 府 量 空间 到 度量 空间 的 连续 映射 必 一 ` 致 
1.3.7 定义 荐 4CX,(A)* = 邓 ， 则 称 4 为 访 集 ; 称 可 数 
个 蕊 集 之 并 为 答 兵 ;， 过 “中 任何 瘦 集 之 补 在 站 中 秽 密 ， 出 称 瑟 
为 Baire 空 间 . 9 
易 直接 验证 Baire 空 间 天 有 以 下 性 质 ， or 
皆 为 采集 ， 山 几 有 某 个 4u 含 内 点 1 (ii) 著 Guan1T,2， ,是 下 
中 有 的 稠密 Ce 集 ( 称 可 数 个 开 集 之 交 为 Ge 于 * 则 G， 亦 为 称 
密 Co 集 . 
本 书 中 楼 多 处 合用 记号 4 所 也， 这 意 指 4CCB°; 
1.3,8 Baire 定 理 车.( 认 每 点 ?EE 和 有 一 邻 域 是 完 备 放 量 . 
芋 间 ， 或 ( 贡 ) 三 是 局 部 紧 Hausdorfi 空 间 ( 本 书 中 简称 为 LCH)， 
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财 瑟 是 Baire 空 间 ， 

证 不 站 设 二 是 完 秆 度 置 空间 [LCHJ，4 =U4。 (4 = 
TR=1,2,，…》， 千 A 和， 旭 4 六, 则 有 球 B8 ,一 B(x,,?7,) 
CA"N 信 4,0 之 7 之 1[ 有 #1E 于 及 xz 的 紧 邹 域 B,C4"、A,, 寡 考 
1.4.61. 同 理 有 球 8,=B(x,,7,)CE BNA,,0<r,< 人 112[ 有 zsEX 
及 zx, 的 紧邻 域 8, 忆 BN4,1,…, 如 此 得 到 一 到 球 B,= B(xn, rn) 
蕊 了 -40<Yyn< 11 一 列 非 空 紧 集 B，，B,CB,_1 A;,]， 
FE 一 1 2 有 一 4 .于 是 [zr 是 一 Cauchy 列 , 设 z 一 fz， 则 42E 
4 人 NUA4[ 门 BCA "NU 有 4.1, 得 出 予 盾 .因此 4*== 苹 , 口 

1.5.9 例 入 =0C(10,1],R) 依 上 确 界 范 数 上 BB- 空 间 ， 不 
难看 出 C= ffEXIV( 有 ) 污 和 j 是 证 中 的 开 集 ，V(f) 记 的 全 变 
差 、 因 每 个 f€E 全 可 用 全 灾 差 充分 大 的 连续 函数 (如 “锯齿 形 ” 
国 数 ) 一 致 逼近 , 故 妈 ,一 瑟 (mn 一 1,2,…). 玫 是 1.3,. 8 推出 门 Ci 一 
十 E 到 | 天 (站 一 ce 在 到 中 稠密 ， 

以 上 推理 的 优越 性 在 于 ， 断定 “有 足够 多 的 非 刚 变 连续 国 
数 ” 这 一 较 难 的 问题 转化 成 了 一 个 较 易 的 问题 ， 即 断定 “有 足 
够 多 的 人 金 变 差 充分 大 的 连续 阔 数 ”. 一 艇 的 原理 是 ， 攻 每 个 人 驹 
题 忆 (2 三 1,2,…) 在 Baife 空 间 芋 的 某 稠 开 集 如 上 成 立 ， 则 已 , 必 
在 某 个 入 密集 如 己基 上 一 致 戌 立 ， 这 一 原理 是 分 析 申 许多 存在 
性 证 明 的 基础 ， 


参考 文献 ，[22], [25], [39], [48], [52] , [64], [82] . 


习 十 


1, 紧 空 间 上 的 关连 续 国 数 取得 最 大 最 小 值 ， 

2， 设 4。， 如 是 拓扑 群 吕 的 条 子 集 ， 央 4 五 是 时 集 ， 车 4 为 条 柴 ， 日 为 用 集 ， 
由 全 是 闭 集 . 

8。 设 f ECU0, 1 R), Yreto 1 fn tr) rf (tz) ， 网 六 罕 t 13 
上 有 “中 验 窜 ”的 连续 点 。 
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$4 连通 性 与 分 离 性 


”以 下 设 于 是 给 定 的 拓扑 空间 . 

1.4.1 定义 ”车 互 不 能 分 解 为 两 个 互 不 相交 的 非 空 开 子 集 
之 并 ， 则 称 互 为 连通 空间 . 称 连 通 子 空间 为 连通 菜 ， 称 连 遂 开 
集 为 区 域 : 称 卫 的 极 大 连通 子 集 为 分 支 ， 若 下 中 每 点 有 由 连通 
集 组 成 的 邻 域 基 ， 则 说 下 局 都 连通 ， 若 ww ECCI0,1], 闻 ), 齐 称 
煞 为 于 中 连接 pg(0) 与 pg() 的 路 ， 若 且 中 任意 两 点 有 路 连接 ， 
市 搁 和 也 是 路 连通 的 ， 

约定 称 既 开 又 阿 的 集 为 开 闭 和 集 ， 显然 ,总 连通 入 > 工 ,他 是 
下 中 公有 的 开 闭 集 . 

1.4.2 定理 过 道 才 二 YEO(,R)，f( 于 ) 是 一 区 阅 
(ACR 是 区 间 意 味 着 : 当 a,bE A， qb 时 [a,8] C4). 

证 .车 fEO(X, R), f(z)<r<f(y), zx, YEXE, 
?世态 入 ), 则 从 天 汪 于 (jf?)U 生 (了?7) 看 出 基 不 连通 .反之 ， 
车 4C 忆 是 一 异 于 不 , 必 的 开 闭 集 ， 出/ = KaeE0(R,R), f() 
< {91j 非 区 间 . 出 | 

以 下 定理 收集 了 连通 集 的 基本 性 质 . 

1.4.3 定理 (〈i)4C 六 连通 之 4 连通 (ii) 若 门 4 关羽 
皆 连 道 ， 岂 LU4o 连 前 《iii) 连 续 卫 射 映 连 通 集 为 连通 集 ， {iv) 
路 连 道 空 镜 是 连通 的 ! 《vv) 站 是 其 互 不 相交 的 分 支 之 并， 分支 
必 为 闲 委 ， 局 部 连 道 空间 的 分 支 皆 为 开 阿 集 ， 

证 明 是 平凡 的 ， 昌 多 半 可 利用 1.4.2, 例如 对 《{i，YE 
CC(4R)， 有 从 4Cf4Cf4 和 出 1 是 一 民间 、 

1.4.4 定理 壤 一 拓扑 群 G 的 平 群 站 含有 内 点 ， 册 五 是 C 
中 的 开 闲 集 # 因此 连通 拓扑 群 的 真子 群 〈 畦 别 ，TYS 的 真子 宣 
阐 ) 必 无 内 点 ,若是 一 LCS{1,2.6),，DCB 是 一 开 案 ， 则 UD 
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连通 所 -也 路 连通 ， 

证 了 到 定 aEH'. YrxEH; weEeH’ -at+2=(H-a+rt)° 
CH "， 可 见 占 是 开 集 . 二 HH = LTz 瑟 lzE 五 *} 是 开 集 ， 故 将 
也 是 闭 集 . 

其 次 设 UCE 连 通 ， 取 定 4E VU， 令 A4 二 {XEUVIz 与 4 可 用 眉 
内 之 路 连接 }, 只 需 证 4 二 VV， 任 给 5E TVD, 取 8 的 西 邹 域 BU。 因 
8 内 任 章 两 点 可 用 8 内 之 线段 连接 , 故 必 B8C4 或 者 B 站 4=2. 
这 表明 有 4 是 VV 中 的 开 闭 集 ， 而 s& 4， 因 此 A=V. 口 

1.4.4 后 半 部 分 的 证 六 今 后 将 多 次 送 用 ， 题 堪 留 次 一般 
说 来 ， 若 要 证 明 某 命题 己 在 某 连 通 集 世 《如 1.4.4 中 的 慷 ) 上 
处 处 成 立 ， 则 人 娘 融 证 明 :，(i 忆 至 少 在 某 点 zoE 成 立 ， (二) 假 
定 了 在 点 xs 成 立 [不 成 立 ] 可 推出 P 在 x 邻近 成 立 [不 成 立 ] .这 一 
推理 格式 可 与 数学 归纳 苇 相 类 比 . 

下 面 转向 分 离 性 的 讨论 . 

1.4.5 定义 ”设计 是 站 ,空间 ， 攻 对 任 给 闭 集 4CCXX, 闵 集 
BC4°[ 点 x4°]， 存 在 4 的 邻 域 UV 与 B[ 点 *?] 的 邻 域 F， UNV 
三 人 名， 则 称 革 为 正规 [正则 ] 空间 . 

直接 从 定义 推出 ， 车 下 是 正规 [正则 ] 的 , 4 千 Fc 荆 [{2} 伺 
VXI, Wav, AEUVEVI2 EVEVTI. 

1.4.6 定 班 度量 空间 与 紧 TJ。 空间 是 正规 的 ; 拓扑 品 与 
LCH 是 正则 的 ， LCH 中 每 点 有 紧邻 域 基 . 

证 设 4,B8 是 和 中 的 不 交 闭 集 ,zE 49、 若 站 为 度量 空间 ， 
则 万 , B 被 开 集 UV =={z|d(z, A)<d(z,B)}S Vat{zjd(z, A)> 
d(x,B): 分离 。 若 下 为 紧 氏 空间， 则 Y5E 8B， 有 所 的 邻 域 Us 与 
8 的 驾 域 VV UNnV,= Zi. 有 有 了 人 V0: 和 六 令 UV= 门 Uo,, 
V=UF, MN ACEUV, BEF, UN = 8, 若 交 是 拓扑 群 ， 则 
2 4 是 单位 元 e 的 邻 域 ， 于 是 有 e 的 名 二 U, PEF-ICe-Lde， + 
与 4 由 邻 域 ?% 世 与 (zF) "分离 ， 若 下 是 LCH， 则 有 紧 邻 城下 ， 
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天 是 正规 的 ， 故 有 7 的 邻 域 生 ， 卫 下 开 八 4，z 与 4 由 瑟 与 本 
分 离 . Lj 

引进 一 些 常用 记 寻 与 术语 . 设 f: 外, 每 个 f(z)( xE 苇 ) 
取 在 含 于 的 某 向 量 空间 中 (特别 ， 忆 本 身 可 以 是 一 向 量 空间 )， 
则 定义 f 的 支 集 suppf 为 集合 


suppf 一 {2 反 天 | 大 8) 天 0 。 . {11 

其 ( 计 ,如 ) 是 从 革 到 吾 中 的 一 个 函数 集 ， 则 约定 
Fo) 二 {fF( 生 , 吾 )|suppf 为 紧 集 }， (2) 
FTE,R)T FR CC), F(X)= F(X,C), {3) 


有 时 将 Fo( 瑟 , 吾 ) 或 了 (三 , 吾 ) 简 写 为 邢 。 或 和 (例如 Ce 瑟瑟) 
简写 为 0,) ， 而 节 , 刀 由 上 下 文 决定 设 4, BC 记号 4<f 
1j 到 一 表示 JE CCX, [0,11),f|4=1 [suppf 多 8] ( 依 Rudin- 
[65] ). . 
关于 正规 空间 有 展 于 Urysohn 与 Tietsz 的 以 下 著名 结果 ， 
1.4.7 定理 设 基 是 ,空间 , 则 以 下 条 件 互 相等 价 ，(i) 芒 
正规 ! (让 ACVCX>IfeEC(T)，A<J<V， (iii) 任 给 闭 
集 4 己 五 及 了 EDC(4)，3 相 9 捷 吕 (下 )， 91A~fHsuplf( < ) | 一 


supl gz)| . 
二 它 丐 


证 车 于 正规 ，4EGEFC， 则 可 递 次 取出 集 17(r 二 下 2-" 
下 一 1 2 21 2，…), 使 得 4EVEDVEVCr<r') 定义 
HT)=1-infirlseU.}, 则 不 难 验 证 4 < < 下， 反之 ，A<f 
< 广 推 出 4 华文 (J7>1/32)E 产 ， 关 于 (i) => (i) 的 证 明 从 赂 ， 
可 参看 [48]， 口 

关于 LCH 的 以 下 结果 可 与 1.4.7 相 对 照 . 

1.4.8 定理 设 下 是 LCH, 4CEVCX, 4 为 紧 集 ， 则 (i ) 存 
在 紧 集 到 ，ACWEV; (ii)9feC( XK) A<f < dii)yy 4 
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EOCAY, IJ9ECOAN), vlA4=| B suplf(x)| 一 sup1942) 


证 (从 1,4.6 推 出 ,将 1.4.7 用 于 多 得 fECCW)， A4<f 
分; 补充 定义 fiW"=0、 则 了 ECeA(X)，4<f<V, 对 于 
(让 让， 内 1.4,7、 可 投 1ECCOW). 取 EC(A): A<wp<W} 
售 gr)=p{r)fr) (EW) 及 owW =0, 则 gECA(X), 9g|4 
一 了 . 

1.4.9 定理 设 著 为 LCH， 则 存在 紫 T, 空 间 和 疼 ， 它 以 焉 为 
其 子 空间 且 广 入 苹 仅 含 一 点 . 这样 和 的 久 在 同上 胚 的 意义 下 是 瞧 一 
的 ， 称 为 下 的 一 点 紧 化 . 

证 全 取 一 个 不 在 芒 中 的 元 ， 不 六 记 和 ce， 令 定 = 下 U 
{foo} . 设 * 是 五 的 开 子 集 之 全 体 ， 令 T 一 | 仿 改 乓 | 天 所 天 是 紧 集 ) . 
以 8 一 zUz' 作 为 拓扑 基 在 琉 中 导 人 一 拓扑 ， 若 多 是 六 的 一 开 材 
盖 ， 则 有 UoE 2 : ooEVo， 于 是 有 紧 集 CR， KCV， 
取 和 5-; 徐 瘟 太 ， 则 {57 4-o 复 盖 义 , 可 见证 是 紧 的 ， 定理 的 
其 余 结 论 是 明显 前 ， 

1.4.10 定义 ” 设 屋 是 LCH, 吾 是 一 号 -空间 ，j ECX ,8)， 
车 可 连续 地 延 拓 到 一 点 紧 化 屋 U icej 上， 使 Feo) = 一 0， 则 讽 
“f 在 无 穷 远 点 为 零 ”"， 这 种 畏 数 之 全 体 记 作 00( 计 ， 玉 )， 

1.4.11 定理 设 革 是 第 二 可 数 的 LCH. 则 久 可 度量 化 : 存 
在 紫 和 集 扩 。， 芝 直下,。，， 攻 ss 站 一 12 【这 样 的 {下 
钦 为 世 中 的 紧 集 的 穷竭 序列 )， 

证 取 立 的 可 数 拓 和 扑 基 {B8,! . 令 = 二 {tm,n)| 3jm EE 
CT) Bn 三 fnn 导 Bro}， 声 当 {六 , 科 EJV 时 fms 已 经 取 定 。 令 
Das 一 太 (fan>0). 当 2E Bo 时 有 紫 集 WCBs 及 BaCW: re Bn, 
于 是 1.4.8 推 出 (m,n) EJ,ZEDVmoCBr, 可 网 纪 mr) 是 了 的 抚 扩 
基 . 将 fj 与 Umw} 重新 排列 为 {fn} 与 IV 3，)， 

下 面 要 利用 B~ 空 间 ， 其 定义 见 883.5。 定 义 
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PEL, so fat) fat), ee) 
车 在 下 中 必 >z， 出 从 不 等 式 
pe) ~ pao) fe) fo) lt+ DD 直 


看 由 在 BE 由 oa) ol oo) 车 zx ,不妨 设 对 某 个 Us 
EUn, {rel CU 于是 g(ri)y -pir)l > fa(%) |>0, 可 


见 在 中 {zr} 加 (7)， 这 推出 为 背 射 且 双 向 连续 ， 因 此 ww 是 
一 拓 填 搬 人 ， 芝 作为 的 于 空间 是 可 度量 化 的 ， 

令 下 ,= 二， (注意 8 .二 suppfn 是 紧 集 ) ; 取 最 小 的 x*， 使 得 
下 CU 令 K, 一 1;,…， 如 此 得 到 疡 要求 的 {Ks ， 门 

推论 ” 老 王 是 第 二 可 数 的 ECH , 则 互 有 出 相对 紧 集 组 成 的 
可 数 拓 扑 基 ; 下 是 可 数 个 紧 集 之 并 (有 这 种 性 质 的 空间 或 点 集 
称 为 c- 紧 的 ) ， 

1.4.12 定义 ” 称 芋 的 一 子 集 族 !{4。 局 部 有 限 ， 若 每 点 
YE 二 有 一 邻 域 主 多 与 有 限 个 4。 相 交 ， 

局 部 有 限 族 在 许多 方 商 类 似 王 有限 族 ,例如 ， 若 {4。 局 部 
有 限 ， 则 U 4。 二 U 4， 营 {fo CO(X), fsuppf。} 局 部 有 限 ， 则 
= 二 EEC)【 它 局 部 地 是 有 限 和 ) . 

1.4.13 单位 分 解 定理 设 汉 是 第 二 可 数 的 LCH，f{ 印 。) 是 
于 中 一 斤 开 集 ， 它 覆盖 闭 集 4 己 政 ,出 存在 {14.1 CO(), 使 
得 4 芯 序 。。 fsuppho 局 部 有 限 ， 导 4,<1， 台 1%,14=1, 这 样 
的 140) 称 为 4 上 从 属于 {Wi 的 一 个 单位 分 租 . 

证 可 设 4 一 站 《一 般 情 况 可 从 考虑 支 的 开 覆 善 {WY 
{4 引得 坦 )， 设 { 下 各 1.4.11， 令 4na= 二 PN 站 (KK?, NE,,) 
{约定 下 0 二 记 )， YYE do， 取 xz 的 紧邻 域 os 人 4 固定 # 而 
取 遂 *， 从 所 得 wz 中 取出 有 限 个 ， 记 作 {Vj 站， 使 得 并， 人 八 
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下 CU 和 PETi: 等 于 其 个 4， 然 后 志 取 a， 将 所 得 的 可 
数 个 集 重 新 排列 为 人 与 蔬 ， 旺 然 和 = UF:， [7 是 局 部 
有 限 的 . 

由 1 .4.8, Yi, 39EOA(R) Vi<gr<Vi, 于 是 9g 一 gE 
(EE), 0, fi 一 J/9 EECA) ff 二 1 对 每 个 ;最 
定 Grs UCW,,. 令 4.= 之 上 当 基 19 一直 二 安 了 时 令 4=0， 


册 O 和 EQ(UT), 


(44 村 9 时 自然 sapp2sC 厂 。 .从 !suppf 局 部 有 限 直 接 推 出 
:Supp2 局 部 存 限 ， 于 是 之 如 二 之 扬 =1， 国 

1.4.14 定理 设 有 是 TYS， 册 以 下 条 件 互相 等 价 : 
(iDdimX<eco (i) 及 横 捉 同 物 于 某 个 Cm 《ii) 四 是 LCH， 

证 (=>(1i)， 取 天 的 一 组 基 {ey,…,8sj}j ， 则 tC 了 ， 
(he 是 一 连续 的 线性 同 构 . 令 B8= {人 EC"|1E| 
到 革 。 因 有 =6B 是 紧 僻 ， 故 有 平 奖 的 0- 邻 域 ZC TSDT 站 F 
=@,. 若 3SEC™, EI, r= T(E 全 区 荐 2 站 | 一 了 人/E|) 二 
帮 8) 门 F， 这 个 矛盾 开明 TCFB)， 可 见 六 :连续 . 

最 然 (i 一 (ii)， 今 证 (ii) 一 (， 取 蕊 的 平衡 的 紧 0- 邻 域 


『， 则 有 有 限 集 4C 下 PFC4+ 二 7，4 生 戌 尽 的 有 限 维 子 空 


间 正 ， 由 已 证 结论 ，B 必 是 于 的 从 PCB+ 寺 F 归纳 地 捧 出 7 


CB+2 V(r,2.00), 因此 VCN(B+2"V)=8=B, 于 
是 1,4.4 推 出 B= 义 ， 门 
1.4.14 表明 每 个 有 耻 维 向 量 空间 有 唯 一 的 方式 定义 为 
TVS， 今 后 涉及 的 有 限 维 向 量 空间 将 自动 地 看 作 TVS . 
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习 是 


1。 无 限 维 忆 “空间 不 弃 在 代数 总 义 下 的 可 数 基 。 “一 


2。 设 六 是 TVYS，V 己 汪 是 紧 6- 者 域 ， 则 对 任 给 88C 久 有 B=n 丫 (8 
+ 3- ). 


$5 积 与 商 


本 节 依 次 从 集 认 的、 拓扑 的 ， 代 数 的 及 拓扑 代数 的 观点 处 
理 积 与 商 的 构造 ， 

1.5.1 定义 ”给 定 集 族 {X ,|iEll. 

1” 定义 [了 jj 的 积 集 下 = 条 革 ,为 以 下 集合 ， 

X= {rwUXl Viel, ie rT). (1) 

约定 #1 二 7 让 (2EXY,EET)， 记 5 为 (zw) 称 映 射 Pi 
zh 一 bt 为 投影 . 若 YIET， 大 ,一 芋 ， 则 记 开 下 ,为 了 7 

2” 设 i{ 下 ,Tf1} 是 一 族 拓 提 空间 ， 以 p= foTIIFEre 
ti 下 作为 拓扑 子 基 在 下 = 厅 互 上 上 决定 一 拓扑 r， 称 为 积 拓 并， 
称 ( 蕊 ,z) 为 it 二 站 的 积 空间 ， 

3” 设 { 开 # 是 一 族 〈 乘 法) 群 ， 则 瑟 = 亲生 依 乘法 (x1) 
“91 一 (328 是 一 个 群 ， 称 为 [有 站 的 积 群 。 积 向 量 空 间 的 定义 
仿 此 ,车 { 王 ,} 是 一 族 加 群 [向 量 空间 ]， 则 其 

号 了, 二 人 EZ;| 除 有 限 个 i 外 ， vs 二 0} (2) 

为 [五 的 直 和 。 若 了 ,,…, ,是 加 群 [向 量 空间 ] 下 的 于 群 .[ 子 
空间 ] ， 每 个 zE 工 有 唯一 分 解 f 二 于 zy, zi 所 着， 刚 瑟 关 苛 蕊 ,一 - 
岂 苹 ,， 喜 也 说 了 是 {XX,) 的 直 和 ， 写 作 下 二 龟 苹 , 一 于 | 级 “外 , 
及,. 

积 拓 站 有 一 些 良 好 的 性 质 . 

1.5.2 定理 设 X 是 拓扑 空间 族 {( 革 ;,71)} 的 积 空间 ， 则 
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7 本 ok 


[投影 入 :下 一 于; 皆 为 连续 开 上 映射 《〈 芝 ) 任 给 网 和 节 ] 伺 是 :2 
-< YiET tir (i) 企 给 拓 盾 空间 了 与 映射 f: 人 >> 这， 
tft)), FECOT, XE> YiET: frECIT, KX,). 

证 (让 居然 二 连 续 。Ps 为 开 觅 射 林 于 等 式 : 

t (0, pi hs )= {2 让 

和》 显 热 X17 EV, 
Vet M3t, Vi IEF, MTEPTYF， RL zz ， 

(iD) 设 ViEl: fiE OCT, A), MYiEl, YE fF! 
(P70) 二 启 Y 是 人 的 开 子 集 ， 恨 此 fECCT, 耳 ) (1.1.11), 其 
逆 总 然 . 口 

不 难 证 明 ， 任 意 个 2 [正则 、 过 通 ] 空 间 的 积 空间 大 了 , [ 正 
由 、 连 通 ] 空间 ， 更 有 意义 的 结果 是 ， 

1.5.3 Tycbonotf 定 理 和 企 意 个 紧 空 利 的 积 室 间 是 紧 的 ， 

关于 1 .5.3 的 证 明 可 参看 148]. 

车 等 个 耳 : 中 有 湖 种 “ 相 容 ”的 结构 ， 则 在 厅 节 ; 中 相应 的 
“ 积 结构 ”的 相 容 性 问题 一 般 有 肯定 解答 . 例如 , 若 每 个 下 ;是 
TVS 《这 意味 首 基 ,中 的 二 村 结构 与 向 量 空间 结 构 相 容 ) ， 则 
11; 依 其 积 本 和 盾 与 积 向 量 空间 结构 是 一 TVS ， 且 当 型 , 皆 完 
备 时 门下 ! 亦 完备 (这 颇 类 似 于 1.5.3， 担 证 明 容 易 得 多 ) , 若 
{ 广 :} 是 可 数 个 下- 赋 范 空间 [有 限 个 赋 范 空间 1]， 则 开 到 :的 扰 提 

、 因 - 1 it 

司 决 定 于 一 7- 施 数 [ 范 数 ]， 例 如 可 令 10)1 = 号 二 
Lz 二 之 上 zi: 或 maxhsi;， 这 种 范 数 概 称 积 范 数 1， 其 中 
1 是 工 , 中 的 下 - 范 数 [ 范 数 ]. 车 { 屋 1] 是 一 族 TVS， 玉 = 
下 瑟 ， 则 摧 影 四 全 下 与 嵌入 号 下 稍为 违 续 线 性 算 子 ， 
9 由 笨 件 “pic91 一 这，i%j 了 时 p81 二 0” 决 定 。 对 于 “ 积 拓扑 
群 ” 可 建立 类 似 结 论 ， 
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在 其 种 意义 上 ，“ 商 ”是 与 “各 ”相对 立 的 痊 念 ， 

1.5.4 定义 ” 抬 定 非 空 案 是 与 关 欠 RC 无 x 斑 ， 

1 ry gER, Ei) Y YEE, cry Clilz~y 
> 则 说 或 入 是 第 上 一 答 价 头 芒 ， 
称 中 (zs) 《通常 写作 或 #3, [xz] ) 为 含 * 的 等 价 类 ， 所 有 等 价 类 之 
集 称 为 六 《机 有 R) 网 商 集 ， 记 作怪 /R 或 了 /一 ; 称 喘 射 p11 玉 -> 
种 /1 上 8,wt 一 3 坟 投影 . 

2 ” 设 (了 ,+T) 是 一 拓扑 空 间 ，R 是 一 等 价 基 系 ，P: 站 一 
蕊 /上 为 投影 ， 则 ?二 18C/Rip-1BE7T) 是 革 /R 上 一 拓扑 ， 称 
为 商 拓扑 称 ( 训 /RB,?) 为 是 的 商 ( 邱 扣 ) 空 间 ， 若 f; 蕴 -> 了 是 括 
扑 空间 之 间 的 一 满 墅 ，Y BCY，B 是 开 集 <<>f-!1 BCX 是 开 
集 ， 则 说 f 是 商 映 射 ， 于 是 总 / 品 上 的 商 拓扑 是 “ 开 / 召 上 使 投影 g 
为 商 回 射 的 唯一 拓扑 ”. 通常 说 开 / 吾 是 “ 粘 合 "是 中 互相 等 价 
的 点 而 得 之 空间 . 

3 ” 若 友 是 一 个 群 ，4C 忆 于是 一 子 群 ，2 必 8 < 村 
《大 >2 EA)， 则 一 是 一 等 价 鞭 系 ， 记 去 /~ 为 了 /4，X!14 
就 是 所 有 左 陡 集 z4(zE 瑟 ) 之 集 ， 称 为 无 陪 集 空间 . 巷 Y xE 
文 ; ?4 二 4dx， 则 称 4 为 了 的 正规 子 群 ， 此 时 着/4 依 运 算 x4 
"#4 二 XYy 有 4 成 为 一 个 群 ， 称 为 下 〈 模 4) 的 商 群 通常 用 = 
8 (mod4) 表 示 zT1yE 4。 若 瑟 是 一 向 量 空间 ，ACCXT 是 一 子 空 
间 ， 么 /4 是 将 和 当 作 加 群 时 的 高 群 , 则 工 /4 依 数 滚 atz+4)= 
4Y 十 本 EC,3E 玛 ) 是 一 向 量 空间 ， 称 为 工 ( 模 4) 的 商 空间 . 
若是 是 一 代数 ，4C 瑟 是 一 子 代 数 ， 入 4 握 4，44 避 人 二 ， 则 称 
所 为 世 的 一 个 《双边 ) 理想 ， 此 时 商 空间 和 芷 /4 《 视 开 为 向 量 空 
间 ) 依 刁 法 t* 十 4)(y++4) 二 zy 十 4{z,y€ 症 ) 是 一 代数 ， 称 为 
读 的 商 代数 或 同 余 类 代数 

区 于 商 结 购 的 “ 相 容 性 ”有 有 以 下 结果 。 

1.5.5 定理 设 X 是 一 拓扑 群 [TVS， 拓 扑 代数 1, 4 伺 习 是 
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一 闭 正 规 子 群 [ 闭 子 空间 ， 闭 理想 ]， 则 商 群 [ 商 空 间 ， 订 代 数 ] 
互 /4 以 商 拓 站 是 一 拒 扑 群 [TYS， 拓 扑 代数 ] ,投影 条 下 -> 三/ 征 
| 为 开 欧 连续 网 态 ， 若 下 是 一 赋 范 宝 间 [ 冉 范 代数 ]，4C 三 是 一 
闭 子 空间 [ 闭 理 想 ] ， 定 又 商 范 数 1%1 =infyeylzl(zE 与/ 4)， 
别 革 /4 依 商 范 数 是 一 赋 范 空间 [ 赋 范 代数 ]; 当 革 完备 时 /4 
亦 完 备 ， 
证 对 定理 前 一 半 只 考虑 拓扑 群 的 情况 , 性 给 开 集 了 二 碟 ， 
= UseuzF 为 开 集 ， 因 而 BF 己 站 /4 是 开 集 ， 可 见 ? 是 开 
狂 凋 .YYz,gE 焉 , 设 太 CX/14 是 和 一 的 邻 域 ， 分 别 取 z,g 的 硫 
| 域 1 使 UVTICpg 7 过， 则 8UV,pV 分 别 为 ,的 名 域 ，?U 
(PF) 二 UVTD)C 到 ,可见 革 /4 中 的 运算 (5, 了) 一 ! 巡 
续 . 此 #5， 则 zx-1y 玫 4， 于 是 有 单位 元 e 的 邻 成 F，z-F3C 
4". 取 e 的 邻 域 U， VUVCV， 则 PC(Uz) 与 UY) 分 别 为 ,5 的 
领域 且 互 不 相交 ， 这 就 证 明了 屯 / 4 是 一 拓 扩 群 . 
沁 次 证 定理 后 一 半 . 不 难 验 证 131 确 为 范 数 ， 且 当 蕊 是 缺 
范 代数 时 |ayl< 上 lz1. 国 1zi<r<=> yeEz， ly|<r, 故 苹 /4 
平 用 商 范 数 时 投影 8 是 连续 开 映 射 ， 因 而 商 范 数 决 定 商 拓 提 . 
若 玉 完备 ， XC 入 症 /4 是 -一 Cauchy 列 ， 不 逮 设 EE 
2 一 (2 二 1, 2，…). 职 总 5 深 取 jE : I 一 3 之 1 再 取 
3 E 加 | 3 一 拓 |<172,…, 如 此 得 Cauchy 列 fg 由 所 下 加 所 吉 。 
设 y38。， 则 二 闻 。 口 
窗 结 构 往 入 由 某 个 “同人 驴 ” 导 出 . 以 下 的 一 组 结论 可 槛 称 
之 为 局 态 定 建 . 
1.5.6 定 媳 设 f; 全 > 了 是 一 满 射 ,XY~y<=>f 了 (7) 二 f(y). 
网 1” 全 是 下 上 一 等 价 关 率 ， 
9g: KE/~>Y, P(E Sf) (3) 
是 一 双 射 ，g。p 一 ff， 其 中 bp: 五 生生 /~ 是 投 束 ， 
2 ” 者 苹 , 了 是 拓 扩 空间， 了 是 商 映 射 ,下 / 一 中 采用 北 拓 
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扑 ， 则 (3 ) 是 一 局 三 . 

3” 者 1 是 一 __ 群 同 态 | 线性 同 态 ， 代数 同 态 ]， 则 Kery， 和 证 旺 
的 正规 子 群 [ 子 空间 ， 理 起 |， 了 /~~ 二 了 节 /Kerf， 且 (3) 是 一 群 
同 构 [线性 同 构 ， 民 数 间 构 ]. 

4” 车 3 中 的 同时 是 连续 开 上 映射 ， 卫 , 了 是 拓 掉 群 [TVS， 
拓扑 代数 ]， 风 Kerf 是 六 的 ，(3) 为 拓扑 同 构 . 

证 1",3" 是 显然 的 ,对 于 2"， 任 给 开 集 GC/ ~ 与 开 集 
BCY， 因 fn9(G)=2p71G 与 让 B 一 pg ~!1B8 毗 为 了 的 开 于 集 ,w 
页 9@G 与 9-! 下 分 别 为 了 与 蕊 /一 的 开 子 集 ， 可 部 9 是 同 胚 ， 4 直接 
从 2 ,3" 推 出， 河 

1.5.6 中 的 并 /一 与 了 可 等 闻 地 看 作 习 的 同 .一 商 集 (或 商 
群 ， 商 空间 、 商 代数 等 ) ， 容 易 验证 开 (或 闭 ) 的 连续 满 射 必 
为 商 映 射 。 故 当 郊 王 开 瑟 ; 是 积 拓扑 空间 [ 积 TVST 时 ， 投 影 ?,， 
式 一 全 :满足 1.5.6 之 2 [4"] 的 条 件 ， 因 此 可 以 说 站 :是 总 的 商 
空间 ,这样 ，“ 积 ”与 “ 商 ” 在 字面 上 的 对 立 就 获得 了 欧 切 的 
含义 . . 

车 芯 二 4 曙 B 是 向 量 空间 ， 则 从 1.5.6 之 3 推出 了 /A 二 8B， 
当 芋 是 了 TVS 且 丘 拒 辐 和 构 于 4 x 8B 时 称 4 儿 8B 为 拓 提 天 和 . 

1.5.7 定理 设 卫 是 一 TVS, XX 二 A 由 B，p19+b>9, 9: 
atbmo8 (a€ 4,bEB). 则 (i) 4 外 B 是 括 丰 直 和 < 所 >>p,9 连 
续 ; (ii) 洛 4 鲜 BB 为 拓 牛 直 和 ， 出 4，B 为 子 子 空间 ， 祥 /4 二 了 8B 
《拓扑 同 构 ); (iii) 车 4 是 闭 的 ，jmB<oo, 央 4 四 B 是 拓 利 
直 和 ， 
证 (i 车 4 引号 是 拓扑 查 和 ， 则 3,9 显然 是 开 的 连续 线性 
注射 反之 车 ?, 9 连续， 则 f+ 4x By 了 苹 ，(q,5)HF-3q 6 必 为 括 
扑 同 构 ( 参 考 1.5.2).( 订 ) 由 1.5.6 之 4", 和 /A 二 是 /Kerg 守 8. 
(省 ) 设 x: 芋 > 用/ 为 投影 ，P: /A>B， 4th>6 (bE 
8), 刚 9 连续 (1 .4.14)， 于 是 4 一 9 汪 及 p 汪 1-g 连 续 , [二 17， 
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办 B 是 拓扑 直 和 和， 1 

1.5.8 定义 设 苹 是 一 局 量 空间 [代数 ]，4CC 半 是 一 子 空 
间 1 理 想 ]，4** 苹 。 著 除 苹 ，4 之 奸臣 中 不 薄 有 包含 4 的 子 空 
阅 1 惠 想 ] ， 则 称 4 为 羡 的 极 大 子 空间 [ 极 大 理想 ] . 极 大 子 空间 
的 平移 象 称 为 超 平面 ， 

1,5.9 定 埋 没 A 是 向 量 空间 X 的 于 空间 ， 如 是 含 单位 元 
的 交换 代数 了 的 理想 . 周 (i)4 是 极 大 子 空 间 志 = 过 革 / 4 三 CC 二 祝 
91feE XNO0:A=Kerf; 《二 ) 车臣 是 TVS,， 则 4 是 闭 的 航 大 子 
空间 <> 苹 /4 宇 C (拓扑 间 梅 ) <>3fEXNO A=Kerf; 
(让 ) 如 是 极 大 理 粗 < 之 了 /BB 是 一 个 域 ， 即 其 非 霍 元 错 可 逆 ， 

证 (i) 者 4 是 极 大 了 空间 ， 取 tz6€E X44， 巾 必 下 三 二 中 
C20, 于 是 下 入 A 二 局， 其 次 调 有 P14C, ps ce 
投影 ， 则 =popEX*N0，Kerf 一 4. 最 后 , 任 给 FE 和 seN\0， 
车 和 4 二 Kerf， 取 zo EE A， 则 从 分 解 

迹 
*=| > -A 2 | + #2 ) gs,, < 
看 出 X= ADCxo， 从 而 4 是 极 大 子 空间 ， 

《ii) 的 证 明 类 和 似 于 (i (利用 1.5.7)， 

(ili) 若是 极 大 理想 ， 取 z EYNB, 则 1 = 如 十 x 了 是 以 BB 为 
真子 集 的 理想， 从 丙 7 = 了 ， 于 是 jbEB, yeErY, e=b+ay, 
由 此 推出 YE 了 AB 是 z 的 逆 , 若 B 非 极 大 理想 , 则 有 理 扯 J/ 二 B， 
BJF, 取 xEJ\B, 由 x 了 +BCJ 推出 YyEY， 在 了 iB 
中 和 天 5， 玉 不 可 敌 ， 一 

参考 文献 ，[22], [25], [391, [48], 1501, [64], [78), [82] . 
习题 


1. 这 转 开 [ 闭 ] 廊 射 是 商 喘 射 ， 
2。 上 CSLF- 空 间 ] 的 商 空间 是 L CSI 所 -空间 1]. 
9。 设 4，8 是 TVYSXX 的 六 子 空间 ， 出 m 昌 <oo， 则 A+ 号 是 闭 的 。 
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86 连续 线性 工地 . 


设 卫 ,了 为 TVS， 以 上 (XX, 了 ) 记 从 广 到 了 的 连续 线性 算 子 之 
全 体 ， 它 依 自 然 的 运算 成 为 一 个 向 量 空间 ， 而 上 (天)== 上 ( 评 、 
斑 ) 以 算 子 复合 作为 “乘法 ”是 以 1x 为 单位 元 的 代数 ， 若 开 , 了 
县 赋 范 空间 ， 则 L(X,Y) [二 ( 蕊 订 依 范 数 17| 一 sup 上 Zz 是 一 


赋 范 空间 【[ 赋 范 代数 ] ， 当 了 是 8- 空 间 了 时 可 验证 (X,Y 了 ) 
[L(Y 是 8B- 空间 18- 代 数 ]， 特 别 卫 ' 是 8 空间 . 

给 定 线性 算 子 7: 五 了， 车 了 上 映 有 界 集 为 有 界 集 ， 则 称 了 
为 有 界 算 子 。 显然 了 连续 二 下 有 界 : 当 瑟 可 度量 化 时 其 逆 亦 
真 ， 取 节 级 0- 邻 域 基 VV 二 UV, 污 …， 者 了 不 连续 ， 由 有 了 的 平衡 


0 一 加 域 玉 及 六 i 仁 EU Ta EV(R=1,2, “… )， 于 是 [axn)} 无 


界 ，?#zr0， 有 下 非 有 办 算 子 ， 若 鼠 , 了 为 LCS 且 分 别 有 革 本 半 
范 族 纠 zw 与 代 外 本 ， 出 
《连续 < 之 YA 30,30>0, YsEX, zzlesSclzl。， 
i (1) 
特别 ， 若 f 是 世上 的 线性 花 函 ， 刚 加 

fj ER a, 了 CO>0 YE XN, IJ)ISCfzle C2) 

下 面 建立 关于 线性 算 子 的 几 个 基本 定理 ， 

1.6.1 定理 设 X 是 -空间 ,了 是 TVs， PC 三 x 了 是 一 六 
子 空 闻 ， 车 有 (XZ) (记号 依 1.1.,1，R 看 作 二 元 甘 系 ) 是 了 中 的 
非 兽 集 ， 风 RC( 广 ) 二 了 了， 且 对 D=R~i(Y) 的 住人 向 并 闻 集 0， 
如 ( 习 ) 是 了 的 开 子 集 ， 

证 设 4z| 是 不 中 的 已- 范 数 ， 约 定 玉 (Fr) 一 foE 工 |[e- 
?<r ,D(z,7)=DNB (sr), 任 给 交 20， 埋 其 (和 7) 一 Ura， 
RCD(O,7/4)) 推 出 RCDCO0,7/4)) 非 牙 和 集 ， 了 于 是 有 了 的 平衡 0- 邻 
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a 


域 耻 及 Bey, b+VCRGDCGO,7/4))， 从 而 

VCRODGO, T/A)) ~ RODCO, T/AD CRDO, 7/2)) ， 
取 定 yE RCODC0O0,7)), 必 有 Xz1ED(0,7) 及 gEty+ VN Rr)， 
于 是 # 一 EVCRCODCO, TI2)) .以 8 -总 ,7/2 分 别 代 普 y,T, 重复 
以 上 论证 ， 司 取出 x ED(0,7/2), 8 全 在 (zs) ,使 得 # 一 一 3 全 
EDCO0,714))， 如 此 继续 , 得 z。 ED(0,72!-") ,ys ER(z,), 使 得 
EE EATON 各 二 112。 念 ss 一 2 十 … 十 了 
zn 二 十 … 十 go 刚 sw2zE 呈 (0 27)，zsE 吕 (sa)、 任 给 (2, 扫 的 
令 域 BCz,8) x 证 , 取 8 充 分 大 ,使 得 So 抵 呈 (2，812)，72- 812， 
因 全 到 是 # -zr 的 邻 域 ， 政 有 WwEDIO0，,，72-")， 2zE€(W - ao) 
站 BCW)， 于 是 (5s 十 ,zn 十 z) 所 且 门 <B(2, 8) xx 全 )。 因 吕 是 
半 的 ， 戈 C2, 站 EER,ygERGz)C RED(0,27))}， 因 此 RCD(C0,7)) 
CR{DO, 2r)). 

设 U 是 D 的 开 子 集 ，¥ ER(D)， 人 可 设 yE REx), UDDD(z， 
27)， 于 是 兴 YCCRCD(C0,7))CRCD(C0,27)) 推 出 

gt VER + RDGO, 2r) CCRCODG, 97)) CC RU), 

可 见 RCD) 是 开 集 .R( 苹 ) 是 开 子 空间 推出 BRC) 二 了 (1.4.4). 门 

闪 T1DC 久 了 是 一 线性 算 子 ， 其 “图 象 ”G(T)= {(z， 
7Y)|12E 引 是 苹 x 工 的 亲子 空间 ， 则 称 了 为 闭 算 子 ， 分 别 令 
1.6.1 中 的 中 为 Q(T) 与 9{T)-! ( 依 1.1.1) 得 到 ， 

推论 T5 开 映射 定理 ) 设 六 ,了 是 -空间 ,. 洪 TEL( X,Y 了)， 
了 TX 二 了 {或 TXC7 了 非 瘦 集 ), 则 人 是 开 上 映射 : 若 TEL( 及 ,了 ) 
是 双 射 ， 则 它 必 为 拓扑 同 构 ， 

推论 2 {用 图 象 定理 ) 设 症 为 TYS， 了 为 -空间 ，T:DC 
区 这 了 是 一 闭 线 性 算 子 ，D 非 瘦 集 ， 则 DD 二 下 ,人 EL( 芝 ,了 ) .车 
所 ,了 为 中- 空间， 线性 算 子 了 鞍 了 满足 条 件 “ 这 xX， 人 ro-> 
乡 一 下 2 MWTEL(X,Y). 

任 给 闵 己 五 ( 苹 , 了 ), 4CCKK， 今 


F(A)= {Tz TEF,TEA). : (3) 

1.6.2 定义 设 FCLrZ, 了 ). 若 AC 卫 ，F{ 有 4) 在 YF 中 有 有 
界 ， 则 说 怪 在 4 上 一 致 用 界 ， 车 下 在 每 个 有 界 亿 有 4 记 苹 上 一 致 有 
界 ， 则 说 一 致 有 界 ， 若 任 给 0- 邻 域 FC 了 ,存在 0- 邻 域 UC 革 : 
fF(U)CV， 刚 这 下 等 度 连续 . 

1.6.3 引 理 设 8CE 了) 给 定 条 件 ，(i) 在 全 0- 邻 
域 UCC 革 下 一 致 有 界 : (iiNF 等 度 连 续 ; (i) 一 致 有 界 ， 则 (i) 
二 (ifiii)y 当 了 是 堆 范 空间 时 (让 专 二 (ii)， 当 也 可 度量 化 
且 Y 了 是 赋 范 空间 时 (让 < 一 > (< 志 >(iii)， 当 无 ， Y 英 为 研 范 空间 
时 (i) > (ii) < i> 0p {| TITEF} < ooo. 

证 认 VVs 沪 是 也 的 0" 邹 域 基 ， 关 每 个 CU) 泡 和 四， 
7 是 融 范 空间 , 网 Y ,9 了 .Exo E Uo |Torn|>>n, 于 是 2 这 0， 
(ni 无界， 可 见 (iii)y 全 (i， 其 它 结 论 是 明显 的 . [ 

1.6.4 一 致 有 徊 原理 设 X, 了 是 TVS, FCL(X,Y), DC 
X,YIED， F(z)CY 有 界 ,(i) 车 DD 非 注 集 , 则 了 等 度 连 续 ! 
(ii) 若 DD 为 紧 晤 集 ， 则 FCD) 记 了 有 界 . 

证 任 给 0- 邻 域 了 CT， 取 闭 平 衡 0- 邻 域 夏 CF: 钱 - 
Wr, 令 D,= 门 penn TiW, 删 驴 ,是 六 集 且 六 YD，、 

(i) 阁 如 韭 着 集 ， 则 某 个 Ds 含 一 内 点 &， 取 0- 邻 域 珀 安 开 ， 
使 得 9 十 aU 亡 D,， 刚 


FOUCL LRCD:) ~ F(a)) CnW -nW)CV, 


(tii) 车 上 为 紧 廿 集 ， 则 3#，DND, 和 在 DD 中 有 一 内 点 
A] .3.8)。 取 平衡 0- 邻 域 UC 下 ,使 得 DP 站 (s+)CD,, 易 见 DD 
有 界 ， 故 有 >1，DPCa+t+8U， 于 是 
D=p (0 -Br Da+pD]- (8 -1)a 
CAIDNCGott)) -Bp- DD TCAD, -B=-1) DD,, 
因此 FCDICBFCDA)- (BB-D DFODITCAnW-W) 
30 


Cpay. [] 

推论 设 半 为 8- 空 锐 ， 了 为 赋 范 空间 ，{T) CL(CT,Y)， 

若 YzE 四 ， supl Tz} < oo, Wysupl Tl <o0; Rsupl 了 oj 一 co， 

贡 4= {zlsup17。21=o0} = m tfzl aa， [7.z|> 对 是 藉 中 的 秽 
侯 恕 集 ， 

1.6.5 定理 设 苹 , 了 是 Pr- 空 闻 ，DCCX 是 一 稠密 子 空 向 ， 
了 ED,Y), 则 存在 隐 一 的 TEL(X,T 了 ): TI1D=T; 当 芒 ， 
了 是 8- 空 间 上 时 1T ,二 sup {ITxilzED, zl<<1). 

证 到 定 芝 ,了 的 可 数 基本 半 范 族 H 着 #1) 与 {jyls} ， 由 (1)， 
VE, nk), JCS0, YrED; Tr Orsini)。， 性 给 
ED, 取 Iso CCD, sx. 因 [TYx, -了 了 Ye wt) 0 
(Eb jo0)， 故 [Txd} 是 了 中 的 Cauchy 列 ， 因此 存在 T.*= Im 
Px， 全, 二 {wj 的 选取 无关 ， Ee {zs} = {v1, ¥1, 
2 0 MimTr, limTz = imTy,. 显然 了 ,| 忆 一 人 多， 且 公 ， 


由 于 歇 一 决定 ， 设 zx, fx 忆 D， 则 从 NTarje Crizriace, 推 
出 


{Tz Clzlan, ECT, EF=1,2, | ‘4d) 


可 见 了 ,EZ( 入 ,了 )， 定 理 的 后 一 结论 从 (4) 推 出 . 国 
今后 只 要 1.6.5 的 条 忻 满足 ， 就 直接 认为 TEL( 下 ,了 )， 
1.6.8 定义 称 映 有 界 集 为 相对 紧 集 的 线性 算 子 为 紧 算 子 . 
显然 有 有 限 维 值 域 的 线性 连续 算 子 ( 称 有 限 秩 算 子 ) 是 紧 算 

了 于: 痪 算 子 与 连续 线性 算 子 之 复 台 是 紧 算 子 ， 

1,6.7 定理 设 交 ,7 是 如 - 室 间 ， 风 从 区 到 Y 的 所 有 紧 算 

子 构成 一 B- 空 馈 (约定 记 作 玉 (是, 了 )) ， 

证 只 需 指明 吕 ( 苹 ,了 ) 在 L (XX, 了) 中 是 闭 的 , 设 TE 

EX,Y), Ye>0, 3T,€E K(X,Y), HT,- TI<e/2, $B= 
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8B(0,1) 己 记 , 因 人 P,B 金 有 界 (1.3.4 之 推论 ), 帮 有 有 限 集 FCY， 
TBCOCF+BO, #/2)， 因此 TBC(T-T(B) +T.BCF+ 
BC(0,2)， 这 表明 全 B 全 有 界 《<- 访 相对 紧 ) ， 于 是 下 公民 ( 工 ， 
Y), L 

没 直 ,及 os 了 是 TVS， 赫 一 算 子 人 《zu ez 下 Xe 
x 且 n 了 对 每 个 变 元 如 是 线性 的 ， 则 称 它 为 # 重 线 性 算 子 ， 


4 二 2 时 称 作 双 线性 算 子 ， 从 也 ,x … x 五, 到 了 的 连续 x 重 线性 算 
1 个 


re et 
于 之 全 体 记 作 LC 玉 1 全 n 了 ), 令 CI, 了 )=L{ 廊 ,…, 大 ， 
) 、 若 人 ELYTX, 了 )，T(z,… ,zn) 《通常 写 作 有 下 zz》 中 
任 一 对 变 元 对 调 后 其 值 不 变 [ 前 置 人 外 号 }， 则 称 了 是 对 称 [ 反 称 ] 
的 ! 令 
Ls 三 , 了 ) 二 EL 了 )| 个 对称 !， (C5) 
若是 ,,…, 芒 ,, 了 是 教学 空间 ， 则 了 ( 在 …, 下 n9 了 ) 和 如 同上 ( 三,， 
了 ) 一 样 具 有 自然 的 生 范 空间 结构 ; 任 给 TEL(CK,…, 下 n; 了 )， 
| 全 | = sup PC2, + fa) 1, (6) 


Way ile Ns 
于 是 上 T(z, tn TE 1 ， 当 F 
完 竺 鸭 六 1，…,; 训 ,; 了 ) 是 一 B- 空 间 ， 
以 下 是 连续 双 线 性 算 子 的 几 个 典型 例子 ， 
LIX,FT}x XY, (TT, ATE; 
L(Y, Bx DRY LE, ZY), CS, TINOSIT, 
有 
其 中 辽 , 了 ,2 是 越 范 空 间 ， 峙 wn 一 LCC", Cm)， 

1.6,8 定理 设 六 是 所- 空间 ， 了 是 可 度量 化 的 TVS，2Z 是 
TVS, TI 不 x 了 2 是 一 双 线性 算 子 ， 敬 TT(4,9) 分 别 对 %， ?这 
线 ， 贡 TEL(E,F,2). 

证 进 在 x 中 {4 yn) > (ro, yo). 全 TtfZ = 人 TC Yin) 
《区 下 下 只 一 和 则 报 瑟瑟 下， 吕 )， YFE RimT, (2) 


人 
1 


存在 ， 故 好, 锋 度 连续 (1.6,4)， 任 给 0- 邻 域 玉 CZ， 取 0- 邻 
域 0UC TV)= 了 TCV x gC =]1,2,…)， 当 充分 大 
时 ， TE) 二 + 了 , 于 是 

T(z, Ya) E TURO, Yn) + TOU x ga} ET 0) + Wt+y, 
可 网) 从 而 TEL(K,Y; 名). | 

参考 文献 ，[22] , [39], [43], [50] , [64] ，[?8] ，[851， 
习 是 

1, 任 给 凶 项 式 P C(x) = AATh(AkEC, 国定】》， 成 辣 于 | | 所 宫 
ona Pri, 局 与 号 无 闫 ， 

2.。 没 必 = 4 中 如 是 瓦 - 空 间 ，.4 ， 且 是 万 的 闭 子 空间 ， 则 4 起 中 是 拓扑 直 


S37 Habn-Banach 定 理 


对 于 一 个 TVS 塘 ， 一 个 首要 的 问题 是 ， 到 的 拓 站 对 偶 里 ， 
丰 否 含有 “是 够 多 ”的 元 来? 下 而 一 组 统称 为 Hahn-Banach 定 
理 的 结果 对 此 作 了 令 人 满意 的 解答 ， 首 先 指 出 ， 若 Fe 下 *， 则 
多 一 Ref 是 直上 的 实 线性 泛 国 上 ft 一 (2) -ip(liz), 了 连续 
二 这 连续 ， 若 p: 下 RR 满足 p(z 二 四) p(x) 十 p(9), g(ar) = 
p(s) (YE 00)， 则 称 & 为 了 上 的 Minkowski 汉 梧 . 

1.7.1 定理 设 p 是 蒜 上 的 一 个 Minkowski 污 阅 [ 半 范 ]， 
了 是 一 实 [ 复 ] 子 空间 , FE 4 满足 fg[|f| 亏 2] ， 则 存在 到 
上 的 实 [ 复 | 线性 省 函 g， 9g| 4=f,~p(-z) (pi) fig 
P|, . 

证 令 如 是 “3” (如 ,9) 之 金 体 ,其 中 B 是 卫 的 实 于 空间 ， 
ACB, gE B*,g| A=F, A 
然 的 包含 成 一 偏 序 集 ， 不 难看 出 可 对 它 应 用 Zorn3 引 理 得 出 一 极 
大 元 (8;9), 内 需 证 8 地， 假定 存在 s€ \B, 从 床 等 式 g(x) 
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oy) pr ty Pp (OZ 十 G) 十 2 (~ a) (7,yEB) 推介 ,存在 
Y 此 及 ， 使 得 
SuPp [9(3) 一 3 一 0] 入 ”<infft2(s 十 9) — g(x)]. (1) 


ST=BORo, (s+ ha) =9(2) + hr(zE B,AER), BE Y*, 
AB=9， 设 yz 十 ha,zEB,4>>0, 则 由 (1) 推 出 


-7 (rr (+o) -ed(#) 

从 而 -2 (~ 起 加) 才 P(9)， 当 4<0 时 以 - 代 y 可 达 同 一 结论 ， 
因此 (了 了 ,四 双开， 这 与 ( 吾 ,9) 是 极 大 元 了 巴 盾 . 

着 ?是 半 范 ，|f| 科 2 则 由 已 证 结论 有 定 上 的 实 线 性 泛 函 
Pp: PATRef, -PPEP .SRE PR) iP) (rE EE), 
唱 9 4=f, lg(2)l=ey (2)=Pp(ar)ep( es) ~ p(s) (2E EF, 
1e1 一 1)，9 是 定理 所 求 之 复线 性 证 国 . 站 

车 在 1.7,1 中 二 是 LCS, 了 E 4'， 则 存在 苹 上 的 半 范 1'1, Yr 
EA 1f(r)|<const]z)=p(z) (86(2)), 特 别 若 A4=Ca(ca* 
0) ,fAa} 二 Nel， 则 可 取 p(#) 二 1x1。 于 是 从 1.7.1 扒 站， 

推论 ” 设 玉 是 LCS,0¥aE 蔬 , 4C 广 于 是 一 子 洁 间 ，1 .| 是 广 
二 一 连续 淮 范 ，feEA4'， 央 存 在 9，BE 下 gl A=f, hla)= 
al Ti) | 和 rs )}， 当下 是 以 上:1 为 范 数 的 赋 范 空间 
时 ， 可 村 求 191 = 二 sup il Fe zeE4,1s|<1} , 14 =1, 

1.7.2 定理 设 4,BC 所 是 不 交 的 绯 空 唔 集 ，4 是 开 的 ， 
则 存在 六 上 的 实 连续 线 性 让 为 多 及 7ER， (ea)<yr 之 9p(8) 
(4a,5EB)(N 定 说 9 分 离 4, 如). 

证 取 定 HE 吾 ~ 上 4， 令 放 二 有 ~- B 二 #4， 则 六 是 下 的 出 0- 急 
域 ，4EF . 定 沈 

Pls} =int OGA YE 三， . 【2 

参照 82(3) 看 出 ?是 一 个 Minkowski 访 畏 ， 其 次 晶 见 8(2)<1(z 
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所 区 )， 382) 231 定义 了 44) 二 4(4ER)， 则 当 和 0 时 天 和 轴 
A 于 P(Ahy)， 由 1.7,1, 存在 茸 
上 的 实 线 性 泛 孙 Pp PIRu=f,~p(-z)<p(T) 才 p(T)(XE 是)， 
因 Y2ET 站 FF [ptr)}|l <max pz) 7(-7)} 之 1, 故 0 连 续 ， 
因 久 (0 一 于 的 一 1， 故 对 任 给 4E 4，BbEB 有 P(g) p(t5)+1 
<aKa-t+acIi， 可 匈 pf4) 与 po( 瑟 ) 是 两 个 互 不 相交 的 实 区 
间 、 令 ?=intgp(8)， 则 9p;" 合 平定 理 所 求 . 口 

以 下 设 卫 为 LCS， 了 从 1,7,2 可 得 一 系 别 推论 . 

扒 论 1 设 4 福 号 是 西 [绝对 西 ] 集 ，8E 4 则 有 fE 到” 
7 所 及 ,ZE Ref (xs) re Ref (th) [fF 2 | rf)1]. 

证 取 3 的 凸 开 邻 域 YCA4°. 由 1.7.2， 有 FE XX',， rER， 
Ref(z)<r<Refty) (2E 4, yeEV): 苟 4 绝对 西 ， zs€ 4， 则 
1f (2)| =ef(s) =Ref (ler) re Ref (bf Bel =1). OO 

任 给 ACT,FCX'， 引 进 记 号 ， 

= {feEX' I A =0: Fr={s€ XIF(z)=0}, (8) 

显然 4" 是 了 蔷 ' 的 子 空间 ，F+ 是 五 的 闭 子 空间 . 

推论 2 任 给 予 空间 4 伺 芷 ，4= 4444 一 (41)-， 

直接 看 出 4C 4 著 5E 2°, 则 依 推论 1 有 FE 三 :5，]f2| 
< YE dA), RIEAt, bEA. 

推论 3 (着 ')== {0} ++= 人， 或 简写 作 瑟 人 一 0. 

“省 个 二 0” 这 一 简短 式 子 初 看 起 来 似 无 多 大 音义 ; 实际 上 ， 
它 在 整个 LCS 理 论 中 起 着 基本 的 作用 ， 其 意义 简单 说 来 在 于 ， 
若 敏 证 向量 等 式 xz 一 %z,yEe 工 )， 则 只 需 证 数量 答 式 ffz)-- 
f(y)( YE 革 ')， 而 后 者 可 能 是 一 个 初等 问题 . 

描 论 4 4 冤 喜 是 基本 集 (1.2.6]< 拓 > 4L= 一 0， 

事实 上 ， 设 4 生成 起 的 亲子 空间 且 ， 出 易 见 4+ 一 B1， 因此 
B= Ee Ai1), ” 

Hahn-Banach 定 理 的 一 个 经 上 典 应 用 是 得 出 所 再 无 穷 线性 方 
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程 组 有 解 的 条 件 . 给 定 赋 范 空间 蔷 ，{%o1aE4)CX 有 to CC 
C。 若 fEE 和 吝 ' 满 呆 方 程 组 


fl) = Ed, { 4) 
则 有 CQ>0， 对 任何 14s} 记 C 及 4 的 有 限 子 集 8 有 : 
| 2 Mafial < 0) 人 tat. (5) 


反之 ， 若 (5) 纺 足 ，Y 了 是 {3。) 生成 的 子 空 间 ， 则 依 (4) 定 六 出 
了 EY， 而 依 1.7.1 可 认为 jE XX', fC. 

在 适当 的 几何 语言 下 ，Hahn-Banach 定 理 表 达 了 一 些 直观 
上 富有 启发 性 的 事实 。 例如，1.7.2 无 非 是 说 ， 不 交 的 项 凸 集 
《 共 中 一 个 是 开 的 ) 可 用 超 平面 分 开 . 下 面 建 并 甘于 古 性 的 另 
一 个 重 构 定理 ， 设 SC KC， 若 对 任 给 x, YE 上, 当 有 # &(0， 
1): tr +t -DyE SHC, yES, 而 称 疙 为 瑟 的 极 端 集 ; 当 屋 
仅 含 一 点 4 时 称 4 为 报端 点 . 

1-.7.3 Krein-Milman 定 理 证 互 是 LCS， 四 是 紧 集 民 全 下 
的 极 器 点 之 全 体 ， 如 是 了 的 凸 包 则 下 性 芋 ， 

证 设 5s 是 上 的 紧 极 端 集 之 全 体 ， 则 下 EeEé#， 任 给 SEE5， 令 
5 = 多 ( 访 )， 设 2" 是 5' 的 一 个 极 大 全 序 ( 依 包含 ) 子 族 ， 于 是 
6" 中 所 有 集 之 交 ， 则 对 生 必 (注意 每 个 452 紧 1), 早 煞 ES' 
任 给 pp EX', 令 人 Mo= [rE MI Rep(+) =sup(Rep) (CNM), 
直接 验 知 村 。 €2， 酌 上 续 必 有 导 。 一 对 ,于 是 Hahn-Banach 定 理 推 
出 型 是 单 点 集 , 因此 S 门 玉生 必 , 车 有 加 EN 入 晶 , 划 3jPEX'", 
YYE 万 Rep(zj<c Repfasodl-7.2 之 推论 1)， 子 是 五 站 六。 一 
亿 ( 廿 。 的 定义 如 则 六,), 但 上 w。 E5， 盏 门 天 ?只 坷 ， 得 出 了 矛盾， 
六 此 天 已 五 . 、 

参考 文献 ，[22], [39], [50], i164], [78], [85]. 
习 题 
1， 设 才 是 LCS， 则 革 的 闭 子 空间 是 闭 超 平 面 之 次， 闭 凸 子 业 是 冰 半 罕 间 


《其 帘 必 自明 之 况 ， 
3。 进 玉 是 卫 范 空间 ， 0 EX'，, 岗 d tr, Kerfy=|jiz)y| /7 fi、 
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S38 强 拓 四 与 弱 扰 寺 


本 节 中 设 互 ,了 是 给 定 的 LCS. 
1.8.1 定义 ” 任 给 AC 素 , FC 四 ' ,xE 及 ,EX'， 今 
llr =supl pw) [fia=sup|f(o)!; (C1) 

A = :mER oI}, Fr=iat XIlalr<1l. (2) 
出 半 范 族 i414CX 有 界 } 与 和 fdC 瑟 有 限 } (或 等 价 
地 ， 由 0- 邻 域 基 {4°14C 有 有 和 界 } 与 {4°|4 己 镁 有限! ) 在 X' 上 
定义 的 拓扑 分 别称 为 强大 护 与 弱 拓 起 ， 带 有 这 些 朱 站 的 下 ' 分 
刑 记 作 及 5 与 了 sy 半 范 族 胡 zl PC 和 :有 界 } 与 {zz|FC 
羡 有 限 } 《或 相应 的 0- 邻 域 基 { 有 中 ) 分 别 定义 出 素 上 的 强 拓 扑 
与 避 帮 扑 ， 记 号 卫 s 与 怀 r 有 相应 的 意义 、 依 赖 于 强 拓 和 孙 与 弱 托 


扑 的 概念 分 别称 为 强 溉 念 与 弱 概 念 ， 有 A™, 45, zzF.z 二 记号 有 直 
然 的 登 义 。 

直接 看 出 ， 枉 及 应 中 ff 二 > YXe 及 : f(z}>J(z)， 因 
此 和 8 CC* 是 一 拓扑 候 人 (1.5.2)。 对 四 # 可 作 类 似 结 论 . 

1.8.2 定理 令 X 多 二 (3% XI= (XL)!, j(f) = 
(XCfE R'E RT), 则 芝 w 苹 训 ,Zi 一 3 是 一 拓扑 同 钧 ， 若 
文 是 赋 范 空间 ， 则 所 一 及 (xyz 是 一 等 距 身 入 、 

证 任 给 zsE 六 ， 最 然 3E Xs ， 因 #2 二 0 过 2 了 小 二 0， 鼓 
zh 一 # 是 单 射 ， 任 给 网 fr CX >se> yfEX' fy) > 
2) >Z YY PE RE ， 今 证 有 ZzE 看， pf)=f2) (FE 
六). 取 4 二 经 …, zai 己 系 ,使 得 YE A'， 19《 和 | 之 1, 易 见 
4+CKergp， 于 是 

PFE ), fr pf) 《了 fE 下 ) 
是 定义 在 C" 的 茶 于 空间 上 的 线性 污渍 ， 将 区 延 拓 名 C” 上 、 令 


号 


$e) 二 Gi, 48 是 C" 的 标 淮 基 ， 则 
P=ETHrI Ge) FP),fE XT'. 

蒋 世 是 赋 范 空间 ， 则 苹 s, 蕊 s 中 的 折 扯 即 范 数 拓 扑 . 
YX 有 ,最 热 3C 8, 和 < 委 1z1. 设 z 关 0, 取 了 E 三 大 2 一 [于 
Hf 二 101.7.1 之 推论 )， 困 上 比 1z1 气 入 1， 从 而 1x{ 一人 全 [J 

1.8.2 与 显然 的 事实 (天 Pr) 一 天 合 起 来 说 明 ， 太 Ww 与 及 声 
互 为 对 人 情 ， 这 使 得 每 个 有 关怀 r 的 定理 自动 好 导出 一 个 关于 
发 y 的 “对 侦 定 理 ”， 且 反之 亦 然 ， 

1.8.3 定理 (Mazur) 任 给 凸 梨 4C 站 ， 4 一 4 

证 只 要 证 4 一 4 . 若 zE4， 则 从 1.7.2 之 推论 1 直接 看 
出 ， 任 何 网 :x 己 4 不 弱 收 证 于 #*， 故 x* 蕊 4”. 总 

推论 ” 任 给 予 空 间 4 志 苇 ，47 = .44 ( 矢 汰 1.7.2 之 推论 
2)》 ， 对 偶 地 ， 任 给 子 空间 PC 和 ， 87 一 Pi 下 是 的 基 
不 集 所 之 P+=0 (与 1,7.2 之 推论 4 对 腿 )，、 

1.8.4 定名 (Banach-Aliaoglu,1940) 夫 六 CC 四! 锻 度 连续 
(1.6.2)， 则 * 码 紧 ， 当 基 可 分 时 8” 依 强 拓 扑 可 度量 化 ， 特 
别 ， 任 给 0- 邻 城 FC，V? 弦 紧 ， 若 生 是 [可 分 ] 赋 范 空间 ， 
= {1zzl 才 ， 则 PV? 二 {fe "fi 和 1) 弱 贤 [ 依 强 拓扑 可 度 
量化 ] . 

证 ”可 设 f=F”， 内 每 个 F(x) 《记号 依 8603))》 有 界 ， 故 
P=J[zexF(z) 是 紧 的 (1.5.3) . 令 证 六 在 P 中 是 逆 的 。 设 网 
!f! CC 逐 点 收 雍 于 fEP， YY 2>0， 取 0~- 邻 域 U 忆 X,Y x5EUV， 
YE le， 这 推出 |x)| 志 ae (XED),. 可 省 FE 下 从 
而 f < 痛 ， 

车 互 = {qr} ， 令 1f1s 二 |f(an)|(fETX' R=1,2,…)， 则 不 
的 罚 拓 扑 可 用 半 范 族 划 了 刻 划 ， 从 而 是 可 度量 化 的 . 一 

1.8.5 定理 任 给 4C 忆 :4 有 界 所 >4 弱 有 界 ! 车 工 是 下 ~- 
空间 ,了 CX"', 则 了 了 强 有 界 <> 让 狂 度 连续 所 之 有 蕊 的 连续 半 范 
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zi: sop llf(r)| lf EF, jrteil} oo<=>F 有 界 ， 

证 设 4 器 有 界 。 任 给 闲 绝 对 上山 0~- 邻 域 FCC，A(C XX ) 
在 每 “点 ”J E 天 有 界 推出 4 在 弱 紧 集 F" 上 一 致 有 界 (1.6,4)， 
即 有 >90: ACAV™, 易 验 证 = 二 VV 矢 照 1.7.2 之 推论 2), 可 
匈 4 有 界 . 对 于 定理 后 一 半 ， 只 娶 证 让 弱 有 界 坟 FF 等 座 连续 ， 
而 这 是 1.6.4 的 直接 推论 . 各 

1.8.6 定理 设计 是 -空间 ， 则 ti) 支 中 的 强 哲 坤 重合 王 
原 拓扑 \a) 文 "是 序列 习 完 睾 的 ， 妓 若 序列 和 灾 状 ' 逐 点 收 
父 于 六 则 六 E 瑟 . 

证 (i) 可 设 区 有 可 数 基 本 半 范 族 出 zj ， 令 1。 一 sup 
(fer) {slnl}, Fa,s= {f €E XII}, Bs,, = 21)zl 
志 中 , 则 易 见 iF3, 7) 是 蔷 的 0- 邻 域 基 ，B,,: 呈 FF',,/,， 只 要 证 
B01 2 一 )。 若 Ix1,>r， 则 依 1.7.1 之 推 
论 有 EX'， fz) 二 Bzt, ,fn 一 1， 于 是 多 = 了/rE Rs, 1 
TERFS, wr, 

CD) tj 逐 点 收 比 于 7 推出 {fs 器 有 界 ， 从 而 等 度 连续 
(1.8.5)， 这 就 不 难 推 出 连续 . 口 ] 

1.8.7 定 理 设 下 是 赋 范 空间 .(i) 若 互 可 分 ， 则 态 ， 可 分 
é 基 有 if, CX 1f,| =1, izl=suplf, C2)1( ¥ ec€E XX) (ii) 
三 村 分 过 时 可 分 . 

证 () 取 文 的 可 数 科 子 集 fas}; 任 给 让 C 瑟 ', 令 gps,( 下 ) 一 
fe fon))IfEF}). 设 B= [fjfEX'|1f1<1}， 取 可 数 
集 BsCBpn(B)CPA( Bj n=1,2,…), 则 不 难看 出 BCUBr 
由 此 显然 推出 区» 可 分 . 取 fn EX n=1， fawn) 二 janjl 
(Ga 一 1,2,…)， 则 YzE 让， 

[alsupl fat) | >supilol- |fnC% ~ an)|] 


8up( hal 1s- ond) 1 ~ it- 一 Je， 
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(i) 取 {fe 了 "11f1 = 二 1 的 笛子 集 生 s} ， 职 Xr EE 和: | 35 二 
1，] 疡 (za 之 172032 一 1 2 fo 必 为 也 的 基本 集 《 由 此 
推出 孔 可 分 ) ,否则 ，3 了 E(x ) Hf 二 1 (1,7.2 之 推论 
4)， 于 是 他 =- 所 | 阅 | 户 (zw| 关 172(8 一 1 ,2 …)， 得 出 矛盾 ， 口 

1.8.8 定理 若 志 是 可 分 下 -空间 【 自 反 (《 直 一 号 人) B- 空 
阅 1， 则 每 个 有 和 界 序列 {fn} 己 之 '[ zn) 忆 王 1 含 弱 收敛 子 到 ， 

证 因 {f;) 等 度 连 续 (1.8.5)， 用 类 似 于 1.3.5 的 证 法 可 从 
{fn} 了 出 旨 收 证 子 列 ,对 定理 之 另 一 半 , 想 定 卫 可 分 (一般 情况 
之 证 明和 参看 [85]) . 肚 == 了 (与 1.8.7 推 出 XX 可 分 ,于 是 {fzsjr 组 紧 
依 器 白 站 可 度量 化 (1.8.4), 从 而 {oj 合 名 收敛 子 列 (1.3.4)- 


1.8.9 定 妈 任 给 下 E 天 ( 瑟 ,了 )， 依 


了 9H 9 (3) 
定义 的 线性 算 子 允 ' 称 为 2 的 对 倘 算 子 . 
任 给 TEL(X, 了 )，gET'， 有 和 界 集 4 己 马 ， 依 {1) 有 
I2'gla =suplg Tx)| =|9lrs. (C4) 


从 (4) 看 出 TELCYS, XSIN LCYY ,及 所 )， 依 1.8.2 的 记号 ， 
CIENT) = TN —=Try), sE ¥, gEr', 

可 以 认为 了 = 二 7T"EL(CXF,Yw}。 共 了 ,了 是 赋 范 空间 ， 则 
iT’= sup I9( Tx)| = sup [Pr} =171. (5) 


1 

1.8.10 定理 设 TEL(X,Y), RCi}KerT = (ImT)1, 
KerT’~{(ImT)r (ii) {KerT)t=ImT'”, {KerT N+:—Imf, 
(DT 是 单 射 二 ImT'7 一 了 氏 '， 7T' 是 音 射 >ImT 一 7， 

证 由 (3) 直 接 推 内 (i}， 结 合 (i},1.8,3 之 推论 及 1.7,2 之 
推论 2 推出 {这 ); 由 (让) 推 池 (iii). 1 

1.8.11 定 瑾 设 4CC 是 亲子 空间 则 六 7 4 4 ， 
(w/w 二 CAL)w， 宇 记 拓 井 同 构 。 若 下 是 赋 范 :空间 ， 则 有 
等 距 同 构 ， 了 和 /Als A'， 【站 143 二 4. 
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证 ”只 证 前 一 从 (后 半 部 分 的 证 明 葬 为 直接 ) ,设计 A4C 忆 
苹 ， 则 让 所 二 (让 ;wy )， 引 是 满 射 人 ,7,1 之 推论 》，Keri' 一 
4 要 证 雯 pr /44+ 关 47 ,只 项 指明 人 :情人 4 是 开 上 映射 (1, 
5.6)， 任 给 到 二 ff 人 4 己 证 ,将 4U 邢 生成 的 向 量 空 间 写 
成 4 和 8B， 取 B8 的 一 组 基 {5r) ， 若 立 加 本 | 4t 二 0 (记号 5 根 1.8. 
2) ， 姻 守 和 Br 忆 441 二 4， 内 而 囊 和 4pBw 二 0， 可 见 信 | 4 二 线性 
无 甘 ， 于 是 有 {fr] 己 A fe(561) 一 G41， 令 二 Qj 十 jy/ 扎 些 ， 
EB (jen), ff 给 /EF= peEATpa)| Sl 1Sij 
Rn) ， 可 设 f€ 2X',， 令 g=f 一 fb Of Wi'(g)=g9| A=f, 9€ 
Br, |82 =)fa) 1), TRIEWY, (FROD 
E ， 这 吉本 让 是 开 有 映射。 

其 次 ，( 计 wi A 二 (和 /Ay (CA) (A+)s, OO 

任 给 TEL(X,Y)， 称 coKerT 了 T= 了 ImT 汶 人 工 的 余 村 .车 
ImT 在 了 中 是 闭 的 ， 则 1 供 1.8.11 有 线性 向 构 ; 

(cokerT)' emT)t+=KerT’, {6 

1.8.12 定理 设 X, 了 是 同 范 空间 ,TEL(X, 了 ).(i) 若 人 T 
是 紧 算 子 ， 则 T 了 上 映 任何 弹 收 伊 序列 {fo} 忆 世 为 收 敏 序列 ， 当 广 
省 s 时 其 逆 亦 真 。 (ij) 了 是 紧 算 子 推出 TY 了 5 一 斑 : 是 紧 算 
子 . 

证 (i) tz 中 避 收 伍 推 出 ix 中 有 界 ， 于 是 {Txw} 的 任何 子 列 
有 上 收效 子 列 ， 共 而 {Tr} 本 息 收 伍 ， 若 太 二 半 8， 也 有 映 弱 收 馈 
序列 为 收 化 序列 ， is} 亡 左 是 有 界 序列 ， 取 弱 收 化 子 列 fxn,) 
(1.8.8)， 则 fx 收 稚 ， 

(ii) 任 给 有 界 序列 jg CY'， 7 是 紧 算 子 推出 Im 中 可 分 ， 
因此 (9.} 看 作 (ImT)' 中 的 序 列 含 弱 收 合子 列 (1.8.8)， 不 妨 度 
VyeImT7rg(y)>g(y)(9EY'). 干 是 必 有 TT'g -Tg>0， 
香 则 ， 不 妨 设 1T'(9s- 9)1>a>0， 取 zn, EX }snl =1, |(g, ~ 
9 儿 荆 za)| 这 2/2(8 二 1],3,…)， 不 姑 设 Tzn->yEImT， 则 28/3 之 
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19.。 — 91ers — yi Cg ~ oy) 与 qr)>g(#) 蔬 盾 ，。 器 
参考 攻 献 ， [22] , [39], [50}, 164], [781, [821, [85]. 
习 是 
4。 车 在 大 六 中 nz， 在 并 (中 帮 -F， 册 (zy 二 六 (2)。 
3，。 设 式 ，Y 是 昌 - 妆 同 ,， {Tn 二 LX 了, 阁 WWxET, OEY': sup 
orTrnz} < co, Msupl To 
3。 设 站 ，F 基 所- 妾 条 则 上 C5 YF) = 上 I. 


$9 LF 空间 与 Montel 室 间 


本 节 讨 论 一 种 从 一 列 已 知 LCS 板 成 新 的 LCS 的 方法 ， 首 上 先 
建立 一 个 基本 引 理 . 

1.9.1 引 理 设 和 是 一 LCS, 4 己 是 一 团子 空间 ; VU 是 4 
的 一 凸 0- 邻 域 ， 则 存在 六 的 凸 0- 邻 起 FF，5 = 一 4nF ， 对 结 定 
的 20E€ 有 UU， 可 要 求 『 不 食 %、 

证 设 F 一 4 站 太太 是 下 的 0- 邻 域 . 取 芋 的 同 0" 分 域 亢 ,， 
本 oC 己 本， 二 ,是 矶 ,U8 的 西 包 ， 则 5 二 4 人 市 |， 不妨 设 为 去 
4*， 于 是 有 蕊 的 三 0- 名 域 B， zo 七 4 二 B 一 p 'pB,B: 苹 和 > 于/ 有 A 
是 投影 ， 上 = 证 :站 (4+ 瑟 ) 邯 合 定理 所 求 ， i 

1.9.2 定理 投入 二 UU 于 ,下 , 是 LCS 匡 了 ,是 环 ,,| 的 亲子 
空间 (# 二 1],2,…)。 坊 风 二 各 C15 是 的 集 ，Y nt 下 as 门 U 是 
瑟 的 0- 邻 域 } ， 则 以 多 为 0~ 邻 域 基 决定 王 上 一 遍 部 凸 拓扑 ， 它 
在 和 "上 的 相对 拓扑 即 于 的 原 拓 扑 ， 

证 首先 验证 多 满足 1.2.4 之 条 件 ( 旨 一 (v)，(i(i 这 )(v) 显 
然 满足 .验证 (i)， 车 mm E 0, 则 有 工 的 凸 (- 邻 域 世 CC 是 AN 
20; 由 1.9.1 叉 及; 的 同 0- 分 域 UC XNs0t 本 二 下 站 0s,…， 
一 般 地 得 Un 下 Mzo, Bo 一 串门 站 一 1 2 于 是 功臣 
UUV,E Y .验证 (iv):， 设 志 和 Y, 取 每 个 并 ,的 绝对 四 0 邻 域 太志 
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站 VU， 令 V 是 UV 的 西 包 , 则 VE ,|41 才 1>4V CVCUD, 
因此 乡 决 定 芋 上 一 局 部 凸 拓 丰 *， 

人 尾 给 蕊 ;的 西 0- 邻 域 V，， 由 1.9.1 可 求 得 到:(R>n， # 国 定 》 
的 是 0- 邻 域 Us: Ui 一 于 门 Ui;,,， 于 是 VU=UUsE 2 ,Un 二 六， 


站 如 ,可 见 攻 :的 拓扑 是 7 在 王 : 中 的 相对 拓 守 . UU 
1.9.2 中 的 拓 捉 7 称 为 臣 上 的 归纳 极限 拓扑 ， 称 《( 字 ,*) 为 
[有 aj 的 归纳 极限 ， 写作 立 二 lim 半 ,归纳 极限 拓扑 有 一 些 良 


好 的 性 质 ， 首 要 的 一 点 是 ， 苹 中 许多 问题 的 讨论 往往 可 归结 于 
各 个 (或 某 个 ) 革 , 中 相应 问题 的 讨论 ， 击 卫 , 可 能 是 较 施 番 的 
空间 . 
以 下 设 装 二 lim 茸 ,， 多 如 1,9.2 中 所 述 ， 
上 一 和 


1.9.35 定理 人 尾 给 4C 芋 ， 站 有 界 二 字 #8， 4C 忆 于 ,用 才 在 
<" 中 有 界 ， 任 给 序列 fxs) 王 马 ,在 瑟 中 zz 后 > 在 某 个 下 中 
3 一 3 消 了 是 一 CCS， 到 ~ 了 是 一 线性 算 子 ， 则 ELCX, 
Y)<=> Va TIRECL( RE,, Y). 


证 设 4 有 界 ,但 了 rcEdNXn(a=1,2,…)， 取 和 ,的 凸 0- 
” 邻 域 UV， 由 1.9.1 有 六 ,的 凸 0- 分 域 5,， VU,= XNU,, hg, 
Us 一 1,2; 丸 有 下， 的 此 0- 邻 域 了 ss Us = NN Va, Rg 
EVrth=1,2). 令 UV =yu NY UA 
(==1,2,3)}。 如 此 继续 ,得 是 集 也 hk-'z ,EU (ten=1,2， 
UnE2 ,这 与 4 省 界 矛 彰 (参考 8 之 习题 》 于 4A 必 为 
某 个 互 ,的 有 界 子 集 、 若 在 下 中 zz， 则 ftze 有 界 ， 改 必 在 某 
个 ,中 zr->z?. 车 每 个 了 | 开 * 连 续 ， 则 对 任 给 凸 全部 域 wC7， 
及 门卫 -太一 【下 | 下 -7 是 下 的 0~ 邻 域 ， 从 而 他-!7E 多 ， 
Ez( 生 ,了 了)。 以 上 所 证 三 个 结论 的 逆 是 感 热 犁 。 ” 人口 
营 每 个 ,是 -空间 ， 则 称 X==lim 不, 为 F 忆 空间 .LF 空间 
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是 应 用 上 很 重要 的 一 类 LCS， 它 较 了 -空间 为 广 ， 埃 又 保 持 下 一 
空间 的 许多 人 性质 《参看 1.9.4--1.9.7) 。 首先 , 直接 从 1.9.3 得 
到 以 下 重要 结论 : | 

推论 设 是 Lf 空间， 了 是 LCS，T'1 及 > 了 是 一 线性 算 
子 。 则 了 了 ELC( 久 , 了 ) < 这 人 是 有 界 算 子 寺 信任 给 收 全 序列 [x 
(一 大， lm ar 了 (imnze) 着 了 也 研 IF 空 间 ， 了 是 双 射 ， 则 当 


时 了 为 拓扑 同 构 ， 因 此 六 的 “二 灰 拓扑” 
完全 由 序列 收敛 决定 . 
1.9.4 定理 (Dieudonné-Schwartz, 19.49) 设 互 一 1jm 瑟 ,与 


了 一 limF, 是 五 六 空 间 , 全 天天 (站 ,了 . 则 每 全 下 开 。 含 于 某 个 羡 wi 


当 了 和 二 了 时 了 是 开 轴 射 〈 与 1.6.1 推 论 1 对 照 ) ， 
证 因 攻 ;二 (和 ;门下 m), 袁 某 个 着 门卫 一 了 站 站 ,中 


有 内 点 (1,3.8)， 于 是 1.4.4 推出 了 XX ,CYn， 对 定理 之 后 半 部 
只 需 证 ， 和 任 给 凸 0- 邻 域 UCX, 六 门 TU 是 了 ;的 0- 令 束 (二 1， 
2 一)、 姑 六 :二 以 CY 站 全) 二 UTZi,r 其 中 Zi,s== 芝 ;人 门 


2 一 :六 是 二 的 闭 子 空间 ， 必 有 基 个 全 2，，,， 让 在 YY 中 非 瘦 ， 从 而 
了 | Zw! oox YY 是 开 野 射 《1.6.1 之 推论) .因此 TV 
Zr) 二 Ys 从 TCUN 革 ,》 是 于 的 0- 邻 域 ， 故 站 TV 是 了 的 
0- 邻 域 . [| 

1.9.5 定理 设 X=limX, 是 LF 空间 , 了 是 一 LCS， 克 二 


LY). 若 YXE XX， P(E)CY 有 界 , 则 了 答 度 连 绩 . 特别, 车 
FC 及 '， 则 了 弹 有 界 所 > 了 等 度 连 绩 二 > 了 强 有 界 ! 下 弱 紫 所 入 
三 弱 也 且 弱 有 界 〈 矢 照 1.6.4，t.8,4，1.8.5) . 
证 ”和 任 到 了 的 闭 绝 对 凸 0- 邻 域 了 ， 令 了 一 {zjF(z) CF)， 
则 忆 是 六 绝对 目 集 且 天 (IC 余下 只 要 证， 一 互 门 了 是 
尼 a 的 0- 邻 城 (z 一 1 3 …)。 晶 见 下 一 LE-o8a， 于 是 Te 在 六 。 
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中 有 内 点 z。 因 ZE 是 绝对 凸 的 ， 故 0= 志 (#4) 是 Vs 在 六 ,中 的 


内 点 ， 从 而 Vs 是 苹 " 的 0 领域 ， 口 ] 
1.9.6 定理 ” 若 每 个 全 "是 完备 《定义 见 1.2.9) [可 分 | 的 
LCS， 则 各 一 lim 六 ,是 完备 [可 分 ] 的 ， 


证 ”关于 可 分 性 的 结论 是 明显 的 ， 基于 完备 性 只 证 一 较 驳 
的 结论 ， 任何 Cauchy 列 {xi} 己 广 收 钙 (完全 的 证 明 见 1781)， 任 
给 芋 的 0- 轨 域 5， EE ¥ ks Xe — Keo EV, 于 是 {ze} CC [zi 有 
~ rol +U, 可 见 fr 有 界 ， 这 就 可 从 1.9.,3 推 出 izsj 收 襄 . 
[01 
推论 沙 互 = lim 广 ,是 LF 空间 ，Y Rt 六 s 产 半 ， 则 芋 必 不 


可 度量 化 《参考 1.3.8，1.4.4) . 
1.9.7 定理 设 到 是 可 分 工 空 闻 ， 则 三" 中 任何 强 有 界 序 
列 包 含 缉 收 殴 子 列 ， 
证 ”参看 1.8,.8， 1 
1.9.8 定义 称 4C 苹 为 吸收 集 , 若 信守 44， 称 绝对 山 


的 闭 吸 收集 为 桶 ， 称 每 个 桶 是 0- 邻 域 和 的 TVS 为 桶 空间 ,其 苹 是 
一 局 部 西 的 桶 空间 ， 它 的 有 界 闭 子 集 为 紧 集 , 则 称 么 为 Montel 
空间 ， 

1.9.9 定理 设 X~limX, 是 LF 空间 . 则 之 是 桶 空 闻 ， 当 
及 , 匿 均 Montel 寄 间 时 及 亦 为 Montel 空 间 ， 

证 首先 证 每 个 祖 4 己 下 是 0- 令 域 ， 因 芋 , 门 4 是 蔷 。(# 二 
1,2,…) 中 的 桶 ,不 妨 设 症 是 8F- 空 间 ，4 是 吸收 的 与 平衡 的 推出 


于 二 UU%a4， 于 是 4- 名 ,4 是 绝对 山 集 推出 0E3 (A ~ A°) 


C4 ， 可 见 4 为 0~ 邻 域 . 
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车 每 个 于。 是 Montel 空 间 ，4C 往 是 有 界 闲 集 ， 则 4 是 某 个 
入 的 有 界 玫 子 集 ， 从 而 是 紧 的 . 国 

1.9.10 定理 设 么 是 Montel 空 间 ， 则 (4i) 每 个 弱 有 界 集 下 
亿 和 二 等 订 连 续 ， 下 上 的 强 拓 扑 合 于 弱 括 扑 : 〔i) 王 "中 的 序 殉 纤 
狼 伍 推出 强 收 伍 ， 芭 "是 序列 弱 完 备 的 《参看 1.8.6) . 车 加 上 
过 是 -空间 ， 则 还 有 (iii) 下 中 的 序列 弱 收 伍 推出 强 收 化， 
让 是 序 别 弦 完 备 的 (iv) 蕊 是 可 分 的 . 

证 (i) 显然 FR" 是 一 个 桶 ， 而 了 在 * 上 一 到 有 界 , 故 术 等 府 
连续 ， 设 在 中 ff, 4 己 革 有 界 。 国 4 为 紧 集 , 套 对 Ye>0， 
存在 有 限 集 :zj 己 XX; 4CC z+， 由 紫 潜 出 在 A4 上 f ,=f， 
可 网 :fj 强 收 北 子 f， 

(ii) 直接 从 (让 推出 。 以 下 设 互 是 如 -空间 . 

(ii) 车 在 六 wy 中 zw%, 册 fo 有 界 ， 从 而 相对 紧 , 于 是 {xj 
的 每 个 子 列 含 有 收 合子 列 ， 这 推出 x 一 +。 只 要 假定 ix】 使 每 个 
fz (fE 之 沾 收 化 ， 上 述 推 理 同 样 得 出 sn>x*， 从 而 so. 

(iv) 设 却 的 拓扑 由 半 范 jsj < 上 zl, 志 … 定 义 , 若 对 每 个 # 存 
在 可 数 集 4, 己 荆 ， 4 依 [1 外 在 王 中 稠密 ， 则 五 一 U 4,， 车 对 某 
个 RR， 如 # 二 1， 如 上 的 4, 不 存在 ， 则 可取 出 不 司 数 全 B, 收 , 它 
依 1.1;: 有 界 ， 其 中 任 两 点 依 上 上 之 距离 着 se>08 B, 必 有 不 可 数 
于 集 B。， 它 依 1 .1 有 界 ，…， 如 此 得 一 列 集 {B,} ， 取 zn EE BB,， 
使 ; 互 异 ， 则 {wn} 有 界 ， 它 不 含 收 项 子 列 ， 得 出 了 矛盾， [J 

参考 文献 ，[301, [50], [64], [78], [85] ， 
习题 

1.3.5 的 最 陪 一 个 结论 完全 期 划 了 元 上 的 归纳 梳 限 拓扑 。 


$10 有 ilbert 空 间 


1 10.T 定义 设 上 8 是 K(=R 或 C) 上 的 向 量 空间 .车 gi2, yy): 
46 


五 x 于 > 玫 对 2 是 线性 的 ， 对 y 是 共 锯 线性 的 ，9(?, a+z) 二 
a9(r, y+ By(z, 2z), 出 称 9 为 瑟 上 的 Hermite 驱 线性 形式 ， 阁 8 
进而 满足 g(x,y) 二 804.2),9(2，73)2 汪 0， 则 称 它 为 正 Hermite 形 
式 : 若 再 满足 条 御 9(7,7) 一 0 一 ?一 0, 则 称 y 为 内 积 ， 写 作 #8{7， 
#8) 一 (x,9)， 令 1z| 一 ATE,#) 《在 不 等 式 I7 -ey 上 守 0 中 令 一 
(zx, #9 有 得 岂 Schwarz 不 等 式 ，|(32, 扩 | 志 1z1l#1, 册 此 可 验 
证 上 * 确 为 范 数 》， 称 以 1s 作 范 数 的 恕 为 内 积 空间 ， 当 它 完备 
时 称 为 Hilbert 空间 ， 

本 韦 中 用 faz, 殷 记 内 积 【《 对 实 内 积 容 前 也 写作 《z, 只 )， 以 
下 设 鼠 是 给 定 的 复 Hilbert 空间 .不 过 本 节 的 许多 概念 与 结果 
也 适用 于 实 Hilbert 空间 , 而 不 涉及 完备 性 者 司 用 于 内 积 空间 ， 
具体 情况 读者 不 难 自 行 判定 . Hilbert 空间 的 基本 贬 色 是 其 中 
可 推广 Euclia 上 括 何 的 种 种 事实 ， 简单 的 例子 有 ， 

[rryl: + he— yl =2C01r1 + yl), zyeE HN: (1) 

lz+yl = +lyl’, 2,yEH, (X,Y)=0 (C2) 
(“中线 公式 ”与 “名 股 公式 ”) ， 其 几何 解释 是 明显 的 。 

1.10.2 正 变 分 解 定 理 设 4 是 匡 的 闭 子 空间 ,A 二 teiY 
gE 4 28) 二 0 《4 的 正 交 补 ) ， 则 互 王 4 中 41， 

证 只 权证 对 任 给 zsE H, 3aE A #-a€ 4 令 6 =0(%, 
47， 取 1y 广 1 - 0 人 ,将 (1)》 中 的 z，3# 分 别 代 之 以 % 一 
4am 与 + qn 推出 for} 为 Cauchy 列 ， 于 是 aaE4， 仿 厂 一 3z 一 
a， 划 151 =5. 和 任 给 yeE 4,9EC, 在 

Gratoay)l:=6 -2Rea(b, y) + |al:lyi: 

中 0 = 二 (5,9) 11y 上 代入 立 得 (8,y) = 二 0， 即 * -ac 4+, 口 ] 

人 Sf. 7)=(7, a) (7,a€ HH) 则 加 生 辫 ' 旧 fc<lal 从 
1 天生 二 推出 = 和 ae， 性 给 了 拒 吾 改 0，4 一 KKerF， 有 
H= A094. 1.5.9 推 出 4+ 一 Cozo， zoE A?, 于 是 不 难 验 证 
f=fo,0=f(r ro/ | zol’, 故 得 

47 


1.10,3 定理 ” 吾 -= 吾 '， 直 一。 是 一 等 距 双 射 , 满 是 44 十 
产 B 一 4 十 开 F 通常 说 五 与 互 ' 共 辐 构 ). 

若 将 吾 与 吾 ' 等 同 ， 则 记号 4 的 意义 与 他 (3) 一 致 . 

1.10.4 定义 ” 称 {esj rez 性 吾 为 一 个 法 正 交 系 , 若 上 es 二 1， 
i 有 (es, ej) 二 0， 人 尾 络 有 限 集 JCI,， ze, 令 Y/ = rev(X, 
ey)ey; 当 {J 以 包含 其 系 序 次 时 zz 是 囊 中 一 个 网 (1.1.5)y 车 
27y>* 则 说 z 有 展开 式 : 

t= ot(r, et)et， {3) 


者 (3) 对 每 个 4 各 如 成 立 ， 则 培 {e;} 是 如 的 一 个 Hilbert 基 或 法 
正 交 基 ， 此 时 对 性 给 z，yE 吾 有 ; 
(2, 9)= ZL, A 《4) 


1 下 一 六 1(9, 9 (Parseval 等 式 )， (5) 


和 式 (4)(5) 的 意义 如 同 {(3) 一 样 理解 . 
1.10,5 引 理 设 1e,}7CC 加 是 一 法 正 交 色 , 4 是 fei} 生成 的 
矶 的 子 空间 ，*E€ Hxn= (4,er)e,, 则 zs -ziE 4+， 从 而 和? 
< zl =1rl: +iz— xl. 
证 任 给 ?= 一 立 herE 4， 可 直接 验证 (z xa,8)=0。 口 ] 
推论 车 jejierC 王 是 一 法 正 交 系 ，YE 吾 ， 则 
全 外 2 | < 121(Bessel 不 锐 式 ). (6) 


因此 (4)(5 久 6) 中 的 和 式 至 名 含 可 数 个 非常 加 项 . 

1,.10.6 定理 若 {feyj ierCH 是 一 社 正 交 系 ， 则 以 下 条 件 
互相 等 价 ，(i) {fej} 是 吾 的 Hilbert 基 ， (ii) {few} 是 吾 的 基本 集 ; 
《Hg {es )+ = 二 0; {iv)(5) 对 每 个 xE 五 成 立 ， 

证 可 热 CiV) 二 (二 (ii)=>( 进 )。 令 取 定 xE 吾 ， 16) 稚 出 
{#7}《 依 1.10.4 之 记号 )》 为 Cauchy 网 。 设 zy->3y， 则 z -8 
C482， 可见 (iii) 一 (从 fr 一 wz 人 十 jz 有 =j zl 看 出 (iv)》 
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一 (全 ， [J 

投 dim 且 >>0。 由 Zorn 引 理 可 推出 于 中 必 有 一 极 大 法 正 交 
系 1le:}， 于 是 1.10 .6 之 (让) 推出 (8:} 是 吾 的 Hilbert 茶 ,车 瑟 可 
分 ， 则 可 用 经 典 的 Schmidt 正 交 化 方法 从 任何 线 性 无 关 的 称 子 
集 {eonj 己 吾 构 成 一 可 数 Hilbert 基 

任 给 一 族 Hiibeft 空 间 | 吾 和 er， 不 难 验证 

DH1= Kz) ETIAH :| S100) 《7 ) 

全 内 积 ( 人 (zf (8 一 局 (zz gr) 是 一 Hilbert 空 间 ， 称 为 { 五 引 的 
Hilbert 和 ， 

1.10.7 定理 . 设 五 的 亲子 空间 且 (iE7) 互 相 正 交 ( 即 i 史 
> 万 HH#) ， 门 吾 += 0)， 则 五 等 距 同 构 干 乡 五 ,. 

证 定义 fi 吕 DH 一 H(t SDI oo Dt 
有 意义 ， 且 jw 下 冤 1 由:， 任 给 TE H, YiEl, 3riEH;， , 
?EI( .10.2)， 任 给 有 限 集 JCTr 富生 一 人 到 2 


1? 上 (参照 1.10,5)， 可 见 (XD) EDBH':, rnteh?. 
因 >- zi 从 HT 二 10]， 芍 z=ft(x:))， 可 志 半 是 一 等 虹 同 
构 . 口 

若 fei rer 是 吾 的 Hilbert 基 ， 每 个 9: 生成 妃 的 1 维 子 空间 
号 1 则 不 蕉 从 1.10.7 推 出 吾 等 距 间 构 于 全 吾 ;:， 而 后 者 又 等 距 
辣 构 于 7(7)= f(z) ECTH2D1 = 写 | 洛 |? 式 oo} ， 关 于 空间 


7) 参看 83 .5. | 
1.10.8 定义 ” 任 维 TELIH)=5( 加 , 古 )， 称 由 等 式 
(Fz, y= 7, Ty), wyEH - (8) 


决定 的 T*ELIL( 吾 ) 为 7 的 相伴 算 子 、 所 请 正规 算 子 、 王 算 子 
(在 实 Hilbert 空 间 中 称 正 交 算 子 ) 、 自 伴 算 干 、 正 指 影 算 学 分 
别 由 竺 式 定 他 二 定 # 人 ,站 人 TT# 二 1g 二 TP# 定 人 太 二 守 #、 宙 和 人 二 守 
界定 ， | 
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因 问 与 英 ' 共 罗 同 构 ， 将 (8) 与 88(3) 对 瘦 看 出 ， 可 将 7* 解 
县 为 了 的 对 价 . 对 应 了 hF 一 7 最 然 有 性 质 : T**= 了 TT， (aT+ 
BOs—aT* Por (HoT)t= 人 TP, Be*, 17*) 一 | 伙计， 

可 直接 验证 以 下 恒等式 (外 E 卫 ( 末 ))，， 

2(Tz, = (Trt), +y) ET 二 iy), 2 士 鹿 )。、 (9 ) 
从 (9) 推 出 ，(Tz, 5) 二 0=> 了 一 0 (Tx, 7) (S25)>T=5. 

1.10.9 定理 给 定 人 EI(H)., 划 (1)T 是 正规 的 二 >|Tz| 
=|T*z|，(ii)T 是 西 算 了 <>1Tz|=lzl 有 TCH)= 有 Gii) 
是 自 伴 的 所 字 YzE 百 ， (Tz,2z) ER (iy) 2 是 正 投影 算 子 
<—>H=ADA4A!:, aE A,bE AHHT (gq 8) =0, 

证 (让 是 明显 的 . 其 次 TT = 1g<=> To) =( PT, 2) 
=|jzl?, 若 ITz|=1z1， TH)=9， 则 卫 - ‘EL (HD), 干 是 
Te 

显然 了 一 全 站， +) = (Tz, 7) TT)ER, 反 之 ， Fo 
(Tz, £) ER, 则 C9) 推出 (了 YYx, 9) (Ty 2) 一 (2 了) 从 而 全 =: 
Te 

车 T*=T 了 T=T*,， 册 4=T(H) 是 右 的 六 于 空间 ， 并 二 4 昌 
全 VayEH, (~ Vr, Ty)=(z, Ty) -~ (7r, THTYy)=0, 可 见 
fw 4 ， 于 是 了 是 “从 如 到 4 上 的 投影 ， 其 逆 是 显然 的 . 

UD 

,1.10.10 定理 (Lax-Milgram) 设 了 是 召 上 的 Hermite 双 
线性 形式 ， M=supy sony ul |f (2,#) | <oo, 则 大 在 唯一 TE: 
LH fT) =, 8) 12 一 型 .车 还 满足 iafl ,yo | Fe， 
z)| >0， 则 人 十 一 双 射 . 

证 令 丰 (GeG) = fx, #1) 则 定理 条 件 接 出 方 E 五 ， 有 fl 
<MIsl(y€ H). 1.10.3, YyEH, I AyEH, fi(2)={2, 
Ay)，1491=1f,1， 这 就 得 到 一 个 4ELCH): 1Al<NM, 从 于 
uh 1%, Ay)| 导 141 推 出 141 二 MM， 令 T= 4*， 刚 个 邯 
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合 定 理 更 求 ， 且 它 显然 由 f (2, 拉 妆 (TX, 站队 一 梢 定 . 
车 8 一 inf -| Fr 4) |>0, 则 YY2EH, IT?! [zj > 
Tw 5) | 二 | 了 fx,2)| 守 61x1?， 这 推出 了 为 单 射 ， 者 工 znagy 
刚 从 1s 一 所 6 直人 Cxm -gr 让 推出 zzE 豆 ， 于 是 yy 一 了 7， 
可 见 史 (五 ) 是 闲人 柴 ， 任 给 xEC(TH)i:， 从 6x1?<|f(2，#)| 二 
| (Tz, xz)| 一 0 推出 zx 一 0， 于 是 和 中 豆 王 豆 ， 了 为 双 射 得 证 . 上 
亏 考 女 献 ，[22], [39] , [52i, 164], [82], [85] , 
习 题 
”二 性 络 计 凸 集 ACH, rE, 存在 吹 一 5E A I 一 a'= 昌 (x;A)， 特别 有 
a€E At tol= min(lyllyE A}. 

2.。 车 及 ，B 是 态 的 闲 于 宅 间 ,0<e<1l, YaEA, beB: las Bb) | 
alo| [二 ， 则 发 + 五 是 下 的 闭 子 空间 。 

3。 设 PPxzPiE€ELUNY， 则 P 避 是 正 投影 算 子 所-=ImP= (KerP)i 丰 => 
{Pr, x} 二 Pr. . . 

4。 车 霓 尾 算 于 了 :一 末 注 足 (Tr，) 二 trz，T 了 用， 娠 了 二 工 1E (参考 


#8 习题 3) ， 
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第 二 章 徽 分 学 


局 部 地 用 线性 函数 或 多 项 式 近 似 代替 函数 这 一 导致 经 典 微 
分 概念 的 基本 思想 ， 同 样 支配 了 近代 微分 学 。 本 章 将 遵循 类 似 
于 经 典 微分 学 的 线索 展开 Banach 空 间 中 的 微分 理论 及 其 应 用 

约定 字母 区 ，Y，Z 等 总 内 未 (= 及 或 C) 上 的 赋 范 
空间 ; 写 出 映射 fr9CX>Y 时 ， 总 假定 人 ?是 的 非 空 开 子 
集 ， Af(z，) 记 “ 增 量 ”F(z 十 有 -jz)， 


$1 微分 与 中 值 定理 


2.1.1 定 藉 设 f1 CC 和 A 了 ,wxE， 若 有 aEL(X,Y); 
Aflz, R=aR+oh), T+hE ND, (1) 
(1) 意味 着 lim[AF(z,) - oil 一 0， 则 称 了 在 zx 可 微 ， 称 


4 为 了 在 Y 的 Frechtt 导 数 或 就 则 导数 ， 记 作 f'(z) (或 D(x)， 
& 关 )， 洲 对 子 #E 玉 存在 极限 
4 有一 [im4 APCz， 4，， (2) 


则 称 6f(z, 有 为 在 < 沿 h 的 方向 导数 ， 若 VY hE 其 ，61(z,) 
存在 ， 则 说 了 在 z 处 G- 可 微 ， 称 映射 5/(z,) 为 了 在 的 
Gateaux 导数 或 G- 导 数 ， 若 厂 在 吕 内 每 点 可 微 [G- 避 徽 ] ， 训 
说 了 在 吃 内 可 徽 [G- 可 短 ]. 
注 1” 荐 f+ 人 CX-> 了 可 微 ， 则 f 有 导 函 数 〔 或 仍 称 导 
数 ) fC 了)，st3f'(z)， 下 也 记 作 Df 或 2 f(z) 
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(全 ,hE ZX) 机 当 干 经 典 意义 店 的 全 微分 ， 

2” 设 人 人 CK-z 了 . 因 工 (KK 了 了 ，qi20(1) 是 一 等 
距 同 构 ， 有 是 Aftx, 8B) 二 oh 二 oh 有) 寺 >AF2, RR) /Rh-ra(l) (hr0), 
故 广 (2 存在 >HimAf(z,h)/h 存在， 因此 不妨 规定 了 (2)== 
BmAf(z, 和/h，f'(z) 也 写作 8f (3) dz. 

3” 阁 刘 C 己 太一 RR 可 微 ， 则 称 了 (x}E 下 ' 汶 了 在 2 的 
度 ， 当 半 二 R" 时 f'(z) 就 是 道 常 的 梯 谋 ， 

上 设 f1 CR 及” CR Ym) 二 若 拟 
有 9yr79zy 存 在 县 连续 ， 则 如 2.3,2 将 指明 的 ， ff 可 微 ， 且 

并 (hd bh, 4 (3) 

其 中 0 /9(2) 记 Jacobi 息 阵 (9y4/0x))}，e 家 "着 作 烈 向 量 . 


2.1.2 例 1” 任 给 fEL(X, 了 )， 显 妃 f'(x) 三 f. 
2” 设 卫 是 实 Hilbert 空 间 ，f1 下 \ 0 一 到 ，3H-> 42 则 | 


— ls Rl zl 
Af ls, Bh) Terhl tl -= (Er 刚 +o(i， 


改 Ne)h= (Eh), seXNo heX, (4) 
注意 刘 "一 下 (1.10.3)， 所 得 结果 可 写成 产 (s) 二 +/ 1zx|. 

3” 有 091->R，z(0r| lz(ol 不 可 缴 ， 令 *(9 = 
i Yj 二 8t， 则 对 任 给 weE C0,11)' ， 当 0 天 gs-0 附 ， 


lzsj 18 >0, {a AFO0,s) - piro) fet,= (1 


-P(e) 


一 0. 
一 般 说 来 ，“ 好 -可 微 ” 所 “可 微 ” 要 绸 得 多 . 
2.1.3 定理 设 f1 人 CX>Y,2ER, 则 了 在 % 可 微 寺 之 f 
在 + 处 如- 可 微 ，G- 导 数 是 有 界线 性 算 子 ,下 关于 1 天 二 1 一 致 地 
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有 HmAfir, AB)/A 一 二 站 (2 1), 
AD 


证 若 f (x) 存在 ， 则 显然 有 5 (7,8) 二 也 C) 妨 ， 了 (3) 基于 
在 * 的 6- 导数 ， 当 1 好 =1 时 ， 关 于 一 至 地 有 
AFCT, ARY /A -Of Tm, Ry 
=]AT(e, AB) ~ fF' (3) (AR EN A OC AO0), 
反之 ， 令 4 二 HL， 二 和 4， 从 等 式 
DATO A ~ Of fz, Bo/ B= tAf te, MR) /A -GF ,ED 
看 出 定理 条 件 是 充分 的 . 
经 典 微 分 学 中 的 链 规 则 可 推广 于 下 ， 
2.1.4 定理 设 户 虽 忆 下 人 了 了 与 1 妇 C 了 一 交 分 别 在 了 
与 # 二 f(g)E 可 微 ， 则 p 二 9g*f 在 z 可 微 ， 且 
pg (f(r) f(x), (5) 
证 夸大 二 Aftx,， 刚 训 和 >0=>8->0， 了 于 是 并 BED 36 > 


0 当 hE 时 IAF(e, 8) -Fr plethl HB lAgy,)— 
9 CE 8 到 


Ap(s, BY 一 gy f(r}ht 


haAgy, E) — 9g Cy bl tho ci) hiArz, BB) — fC) 
atl + elo Cy) tha. 


i 


注意 到 ERE < 站 二季 x18 ， 邯 看 出 (5) 成 立 . 
推论 3 夫人 CZ 了 可 身 ，yg EPC(F ,2Z}， 则 
也 087Z) = Df(2), #E NN. 
(6) 可 说 成 是 “连续 线性 算 子 可 进入 微分 号 ”， 
推论 2 设 户 向 富有 "及 mr， (re) 
8 人 六 ”及 2 Cg 2 可 
则 结合 (3) 与 (5) 得 到 Jacobi 拭 阵 的 乘法 规则 ， 


品 


(6) 


0(2) 0(2) 8 的 {7) 
(2) Oy A(x)’ 


Sy 


D4 


1 


推广 经 凑 的 Leibniz 柚 分 规则 需要 用 有 界 双 比 性 算 子 代替 
2.1.5 定理 设 f1 人 CDVS9: CXF 可 栅 ，w EE 
Li FY) 则 gg (x) =w(f(X),9(2)) 在 人 各 内 可 机 ， 县 
Pp (sR=wF CER G2) FHO{F TY, (FA), {8) 
XE ，AEX. 
证 记 @to2 为 2， 取 定 TE€ 人 ， 不 难 验 证 映射 
ih (FR or) + fe) 9 2) 
属于 L(tX, 了 )、 于 是 (8 外 从 以 下 全 计 推 出 ， 
lAp(z,B) -ahl lAf Cr, hy -f°(2)8] .g(r+h)] 
二 zh [Ag BB) 一 9 CoRR] + (rR Ag(r, h) | =o0(). 
国 
若 和 一 有 或 C， 风 在 (8) 中 令 训 一 1 得 ， 


天 of(e),g(z))=o(f(z),9(z))+o(F(e) ,gz))、 (9) 


下 面 大 微分 学 的 起 本 定理 之 一 ， 
2.1.6 中 值 定理 设 放 人 CY 和 > 了 6- 可 微 , 从 含 线段 工 
[x, ?+8], 则 TAf(z, B) lsuphof Cy, h)1. 


证 易 见 p(8) = 二 f(x+ 夺 ) 在 [0,1] 上 可 微 ， 生 pf) =6f(z 
十 th hy). 令 B= sup lp "(D1 则 只 要 对 尾 给 p>>P 证 Ip(1) 


-2901Sp. 令 T={iE [0,1]| p00 -gp(0)1 志 pt}， 则 TT 是 
闭 集 ，0 EP， 令 T= 二 supT， 则 必 r 二 1， 香 则 当 s*>0 充 分 小 时 有 
ptr ts ~ pO lp(r) ~ PO TF pspLr+s), 

这 推出 t 十 $EY， 得 出 矛盾. [Lj 
推论 ” 依 2,1.65 的 记号 ， 若 了 可 微 ，aE K(X, 了 )， 则 

[Af ls, h) — ahl suplf’ (Cy) ~ oll, (10) 


ey | 
[| 


特别 ， Af (r,suplf Cy) Nel ， {11) 


参考 文献 ， [2]，[19]，f1221，139]，[52] ，153] . 
习 题 
1， 设 产 品 必 及 -站 在 > 皇马 可 机 ， 副 


F (Cr) = lim wD fi) 


ur 二 Div 一 一 dH 


2， 营 户 站 太 一 了 可 机，0 ED (Az) 二 A 则 (x = 六 人 zz， 由 此 
推出 ， 酉 数 = R00) ， 了 010) =09 在 原点 必 不 


可 微 ， 而 /是 局 -可 机 的 . 
3。 着 用 1 人 EX 人 -可 捞 ， 侣 -导数 是 有 界 厂 性 算 子 且 在 中 内 连续 变动 ， 由 


了 可 微 . 


32 高 阶 微分 与 Taylor 公 式 


高 阶层 数 依 自然 的 方式 递归 地 定义 ， 

2.2.1 定义 ”给 定 记 人 CX 了 .车 ff 在 份 内 可 微 ， 函 数 
DfiCX>L(X,7) 在 点 ?EE 全 可 徽 ， 则 称 DCDf) (zx) 为 了 在 
+ 的 2 阶 导 数 ， 记 作 D?ftz) 或 f"(x) ， 此 时 (2) 亏 L(X， 
二 (有 了) 一般 地 ， 若 了 在 吕 内 ”次 可 徽 , 则 了 阶 导 数 fo2{ 或 
2 起 一 个 如 下 的 上 映射， 

二 
FO DCETPL OR, DOR, ,LORY))), sy fr) 
(1) 
当 f"m 达 续 时 称 了 为 07? 函 数 ， 以 OCD,7 了 ) 记 从 品 到 了 的 0? 也 
数 之 全 体 ， 令 OC(2)= 二 07( 昌 ,CC)(0<ETEo0)，0 与 0 分别 意 
指 连 续 与 无 限 次 可 徽 。 若 疡 怠 > 吕 ?为 双 射 且 了 与 三: 铝 为 Cr 
(rz>1) 函 数 ， 则 称 f 为 C? 微分 同 肽 ，0" 微 分 同 凸 就 叫 微分 同 
县 。 


号 有 


宝 测 卫 ( 疏 ,大 (三 ,…, 开 (发 ,了 ))) 可 用 形式 上 较 简单 的 
F"f 不 ,区 ) 炎 代 ， 一 般 地 ， 对 尾 输 9E (XD(,，… ,LC 芝 ，， 
了 :…))， 定 史 

1 发] Xe 3 
: (2) 
WE LC jal 《参看 81 6) 对 应 9 一 
捍 然 县 线性 的 。 尾 给 DEL(XL,…, 六 YY ,1 
证 wx 也 竺 

Bry, Tr Ro Thr, Ee Fe) 
是 -党 续 线性 算 子 ， 且 其 罗 2 <- 
KR LR), {Ry BR, Fr ) 
是 一 -个 [7 一 1) 重 线性 算 子 ， 其 范 数 三 上 。 递 次 进行 下 法 ; 最 后 
将 得 由 一 个 8EL( 关 1 L( 基 ,上 (入 了 了).…)), 它 满足 #5=5， 
fe -上 81 这 就 建立 了 
2.2.2 定理 计 应 (六 ,LC 入 ,LK YD) )) 
工 (XL 了 了), GF 了 8 是 一 等 距 同 移 ， 其 中 5 由 (2) 式 给 定 

同 此 , 当 f1 人 CX>Yr 次 可 柚 时 不 妨 认 为 fn (wyE LCK, 

六 ) ; 自然， 人 (2D 站 二 CFE) he) ho EE 2, 

: ;个 
hh 所 可 站 作 通常 的 > 阶 微分 
了 17)gzr 的 蕉 广 ， 当 攻 = 二 RR 时， 站 (78 就 是 向 量 f1 (x)EF 
和 

2.2.3 例 1” 设 上 请 只 它 发 > 了 与 91 有 /人 了 -> 名 3 次 可 柚 ， 
foCA', p=g° .f 将 Leibniz 规则 用 Fp (=9 (Ke 
(2) 得 ， 

Dp )at=DiDo( (r=D gg (f(r) f(r) Bk 
= RB) rE tg fT) CE RE. 
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2” 进 f142CR”YR 有 所 有 2 阶 连续 篇 导 数 ， 则 对 任 给 
ECE， 在 一 【页 ， 站 3 Es={hl, Es) ER", 有 


Dif(z)Bk=D ("E24)s 


Ox 


= 了 (2 (Fs= STD ,. (3) 


$4 Orn, 
2.2.4 定理 车 户 寻 伺 基 > 了 在 3E 吕 7 次 可 徽 ,7z1， 则 
fT"(2)EL( 了 ,了 ) (记号 参看 §1.6(5)). 
证 首先 设 r 一 2， 要 证 者 ， 
f(r)Re=f"(r) Eh, ,KE XX. {4) 
任 给 e>0， 取 >0， 使 当 iE 与， 有 及 2 上 时， 
AFCz, 0 — ff" (ar) el. 
显然 A3f(T BE) 二 fw 二 于 +fw) 大 
于 (有 , 古 ) 是 对 称 的 ， 当 上 L656，1 +6 时 ， 
ATFCrs Bh, RB) 一 了 (全 下 < SuB 生产 (十 扬 ) 大 ) 


-FR sup 1 和 A 产 (十 了 下》 — Ff"(rIBEltl 
< sup [Af'(e, +h frr t+h)| + Af'C, 7) 


ul 
一 下 (2 E26 + a6: =3e0?. 
间 理 | 和 大 2 下 下) -了 J"(x)ER|l<3567?， 于 是 
[frBE -f(r) ERE <6ed!. 
利用 f"(?) 的 愉 线 性 去 掉 <， 人 < 的 限制 后 得 ， 
和 《2 一 大 cr) 下 | < Ge 下 人 于 
令 s>0 即 得 (4) .一 般 情况 由 (4) 及 以 下 等 式 礁 出 ， 
已 7 了 (下 
=D "(DD fa) hh hh A, 口 
下 图 考 姬 推广 Taylor 公 式 。 对 于 实 值 可 微 函数 。 事 情 是 很 
简单 的 ， 
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2.2.5 定理 设 丘 人 CC 六 RKR (rr 十 1) 次 可 微 ,， 0<?<c， 
人 包含 线段 [x,x 十 了 半 ， 则 成 立 以 末 Taylor 公 式 ， 


fe+h) = BEI the. 
(5) 
其 中 扩 (7 可 二 jz)，0<D<1. 
证 将 通常 的 Taylor 公 式 用 到 gp (4) 二 f(z+ 坊 ) 得 : 


li 1 rear 可 站 
wp(1) 避让 9 (OD + riTyi? (08), 0<H<1., 


归纳 地 指明 wp 人 (= 了 (4z 十 撤 )ar(0< 让 ?十 1), 基 得 (5) 式 ， 
站 
特别 ， 在 (5) 中 令 "*=0 得 中 值 公式 ， 
fs+h)— fs) = (e+ Oh)E, 0 Ol, (6) 
对 干 向 车 值 可 微 陋 数 ， 可 建立 带 积 分 余 项 的 Taylor 公 式 . 
首先 推广 Riemann 积分 加 下 (积分 学 的 系统 展开 将 在 下 章 进 
行 ) ; 设 feEO([a,51 ,了 Y)， 了 是 8- 空 间 。. 依 通常 的 方 式 构成 
“Riemann 和 ” 台 f(z1}Ati， 其 中 A = 在 二 下 Te 
二 5 ， 央 可 证 有 明 (参看 3.7.6 之 推论 ) ， 存在 与 
{ts, Tj} 的 到 法 无 关 的 极限 ， 


{fa2=lmB f(A (7) 
极限 是 关于 maxAt>0 取 的 . 易 验 证 积分 的 以 下 性 质 ， 
| sca 1<f ices (8) 
[pW 8(5)- F(a), FeoO! (9) 
[1 十 在 
| we=er | -| vr, (10) 


(I0) 中 mp EO [a,5], feo[a, bl, 7). 
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2.2.1 定理 设 产 只 玫 古 了 是 Cri1 项 数 ,0<Ceo, 妇 包 
含 线段 [2,z+ 人 ， 工 是 五 -空间 ， 则 成 立 Taylo7 公 式 : 
f(rth) = Eh + 2) a- Of tth) bd. 
€11) 
证 ?=0 时 (11) 由 :9) 得 出 。 设 定理 已 对 CCTr220) 国 数 证 
明 ， 刚 应 用 (10) 得 ， 


。 < 1 
人 十 真一 ™ 一 -后 3 
A hk) oh Cr) 


= eth) hr 
一 0 


= f+ -fn(wtt hd. 口 
荐 令 末 二 ,sup (z+ 则 从 (11) 推 出 ， 
可 和 + 
《7 二 了 
《ti2) 给 出 用 “7 阶 Taylor 多 项 式 ” 下 近 0" 1! 玖 数 的 误 闫 千 计 . 
着/EC ， sup 1g)lrip"，p,0>0 与 7 无 美 ， 则 (12) 
推出 了 在 2 的 菜 邻 域 骨 可 展开 为 “TaylI9r 级 数 *» ;… : 
fsth) EE, (13) 

在 定义 域 中 每 点 的 一 邻 域 肉 可 展开 为 Tdyiot 级 数 的 0” 函数 称 
为 UL" 函数 或 解析 销 数 ， 每 个 0* 前 著 耻 CR">R" 称 为 实 解 析 
西数 ， 

最 后 ， 考 港 C' 商 数 在 极限 运算 下 的 封闭 性 . 

2.2.7 定理 设 fat 和 己 丰 了 是 CT(1<T? 才 00) 靖 灶 ,n= 
1,2，…， 了 是 8- 空 间 . 若 Yz€ 介 ， f(x)->f(+)， 当 m,n>co 
时 ,一 J(1 才 XC?+1) 在 遇 内 局 部 一 臻 收 钙 于 0(1.8.2)， 


Bf 


12) 


| f(z+h)- DS A 


则 FEeC 2) .10s8cr 二 1 在 只 内 局 部 一 致 收 化 于 
f'*. 
证 “显然 仅 需 对 > 二 1 证 明 ， 且 不 妨 设 如 = B(a6)， 产 全 7， 
9 人 >L( 了 ,了 )， 和 任 给 ?EE 旨 ， 由 人 ,1(11) 有 
fn Ce) faz) lfna) — fala) tsuplfnty) ~ fy) 6, 


可 见 包 全 (注意 实际 上 只 用 到 {fra)} 收 争 ! ) ， 
任 给 YE 可 ， 今 证 六 (X)= 二 8(X)。 设 ++#ED 和 DD， 刚 
IAfr(z,h) -fo Bie sup AFC, ta) NR. (14) 
因 {f.}) 一 致 收 钱 (从 而 9g 连续) ， 喜 可 在 (14) 丙 边 取 极限 ， 
[AfCz, 8) — rh sup IAg (x, tha). 
这 表明 f(z)= 二 gtz)， 碎 而 fEO 0D, 了 ). 和 
推论 车 六 : 吕 抱 三 -> 了 是 Cr(1sr<eco) 国 数 ，m 一 1,2， 
…， 了 是 8- 空 他 ， 之 有 fz 此 在 从 内 局 部 一 致 收 敏 ，0<<R< 
7 十 1， 册 之 疡 (z) 是 一 嫩 " 攻 数 ， 且 可 逐 项 枫 分 ， 
DOSfA(r))= DD fr), Ertl, seE RW, (15) 


参考 交 献 ，[2]，[19]，[22]，152]，[53]，[81]. 
习 题 
41。 设 让 如 己 必 了 在 zf 万 fr 次 可 微 ，[xy 工 + 各 作 ， 则 
ft TEA Rs = ob 


2。 设 产 召 人 :分 于 二 -> 了 是 各 2z 国 隔 ， 当 | 本 1 时 DjE1， etz) 雪 1。 刚 
当 zi 起 1 时 (多 1 

8。 设 ft fas 把 R> 久 是 C1 国 数 ，gE CLaB], Az0, 90D (1) 4 Af' (0). 
NF ME tor) fF 关 0 除非 7 二 0。 


G1 


$33 偏 号 数 


首先 建立 一 个 涉及 线性 算 子 的 预备 结果 , 设 站 六 工人 《1 
1 ti 到 ) 为 TWS， 世 一 [有 下，， 王 一 II，%r 下 站 7 与 
9 了 ;为 投影 ， 昌 1 下 站 与 ri 为 税 人 人 ， 它 们 满足 

id, KF= 7; 
0ps=1x po 一 | 1 (1» 

2,3.1 定理 TEL(X.T)E> INEL(R), YT), 
?= O00 Ds (2) 


分 解 式 (2) 由 全 崔 一 决定 ， 

证 才 9i EZ 了)， 则 (2) 表 示 的 工 显 然 属于 L( 文 ， 
了)， 且 qi 三 t 了 了 8; 由 了 确定 。 反之， 任 给 TEL(X,F 了 ) , 令 
a =970,, gry E LCX,;, YF), 

Tel ) Te bsp;) Tis 口 


由 (2) 得 出 T 了 的 是 隆 表示 ， 任 给 # 二 {7),…,2n)E 正 ， 
On 


‘1 a mp \r, 站 


将 5,jz7 形 式 地 看 作 “ 乘 积 ”， 这 样 ， 可 将 和 等同 于 < 算 子 矩 阵 ” 
《ar7)。， 不 难 证 了 明 ， 算 子 和 矩阵 的 “ 积 ” 与 “ 递 ” 恰 对 应 算 子 的 
复合 与 逆 . 由 (3) 也 得 到 线性 同 构 ， 
LOX,YT)ETILCE, YT), ToT TPO) (4) 
L(X,YT}SIILCE, YF), TE (qT, dm TY) (5) 
[和 LT, CG"), (6) 
当世 ,, 了 :是 赋 范 空间 时 ， 以 上 同 构 为 拓 并 同 构 ， 


62 


以 下 投 瑟 ,了 1 是 赋 范 空 税 ， 给 定 陕 射 
frrY, (ts En) Yn) (7) 
其 中 后 一 户 (z pv) 是 了 的 “分 基 ”.， (77 可 分 解 成 : 
=o f= t=1,2,.%,m 《8) 
《沿用 前 面 的 记号 ?， 若 乒 z 5) 看 作 变 元 2 的 阔 数 可 徽 ， 出 
将 其 导数 称 为 f 对 x; 的 编导 数 ， 记 作 叶 /90z;【( 简 记 f ,或 904f)， 
类 似 地 可 定义 高 阶 妨 导 数 ， 记 号 f(x)/08y.…903y, 或 四 4"… 
9cf(3) 的 意 疼 自明. 
2.3.2 定理 设 f 如 (7)， 则 (站 7? 次 可 微 寺 这 每 个 Jf; 了 次 
可 徽 一 > 每 个 六 存在 所 有 7Y 阶 偏 导 数 ，(iDDFEC?< 之 所 有 7 阶 
偏 导数 9 大 存 在 且 连 续 (1<r<eo)， 
证 (i) 从 (8) 看 出 ，f 7 次 可 租 失 > 每 个 fy 次 可 徽 。 映 
射 和 全 (C2 0 0 可 分 解 成 : 


or 平 趟 
Tj (0, ‘Ty “+, D0) Fr {1, 1 "en 


f 31 
上 一 > 了 (1 ty + Bn ) > fi wi, "yy "rs, 


于 是 当下 可 微 时 由 链 规 则 担 出 ， 
Of (R/Or = gf (8) 0 {r,t (9) 
因此 1 人 (2) = Corfe)eps. (10) 


党首 这 1 次 可 微 ， 则 ff ”~ 1 次 可 微 ， 于 是 不 难 归 纳 地 推出 
所 有 编导 数 ,… 人 00s. 了 存在. 

i 让 国 可 对 7 用 归纳 疲 ， 只 需 考虑 7 一 1 的 情况 .入 FE 
则 从 (9) 直 接 看 出 所 有 98xf 过 续 . 反之， 车 所 有 0f1 存在 且 迷 
续 ， 则 必 fEC， 不 六 就 同一 1，8 一 2 证 明 这 一 点 , 取 定 z 一 (2 ， 
ZI)E DM, MoOf(r)o pyEL( RT,T) 。 设 站 一 (下 让) E Xx 
三 ，，Y 十 和 EE 人 旨 。 雇 下 丘 计 

AFC ~- Toftf(r+h) — f(r, to + h,) 

-OFfCeB lt fr, sth ) — Fs} Of (Cr) Rl 


6B3 


< sup if +éh), wo + he) 一 DC 各 省 
和 
+ sup 0af (2., Ts + ith,) — Of (x) 1h =oC la + a 


表明 六 (2z)?= 衬 DifCz)pry。 由 此 直接 看 出 产 连 续 . [i 
任 扒 六 二 (EE 是， 将 (3) 用 到 (10) 得 ，: 
fs)R=t0f (ror)R, {11) 


右 端 * 在 作 ” 别 第 阵 ”， 沪 子 炬 阵 C9f1192;) 可 称 为 的 "Jacobi 
咎 阵 ”( 参 妥 §103)) ， 当 现 二 1 或 # 二 1] 有 了 时 (11) 可 写成 


f(s)h= Eh, (12) 


或 fr ,FCI ). (13) 
本 节 的 后 一 部 分 考 虚 从 C7 商 数 构成 C7 函数 的 凡 种 典型 方 
式 、 首 先 证 明 : 
2.3.3 定理 车 记 只 玫 生存 与 外 加/C 了 -> 区 是 Crr0 7 二 
oc0) 限 数 ， 了 TC '， 则 gp 二 gr 了 EC OY, 2), 
证 r= 二 0 有 时 定 理 显 然 成 立 ， 设 定理 对 Cr 畏 数 成 立 ，9， 
TECrT<TY< oo)， 则 9 了 与 帮 属 于 Cr 了 
WLCY, ZB)x LE,YTY LL RT, 2Z), (qa 


显然 是 0” 函数 ， 而 gp fg 2))， 了 (2)) > pz), 改 


由 归纳 假设 得 gqg'ECr!， 从 而 Pp EC", 口 
令 T 二 [0,1] CT 有 Or< ceo) 依 范 数 
1 和 二 sup lo) C14) 
# 上 二 和 吧 无 改 于 


是 一 赋 范 空间 ， 当 鞋 是 B- 空 间 时 C(I, 茸 ) 亦 为 8B- 空 间 ， 
2.3.4 定理 在 上 述 记 号 下 ，“ 贼 值 映射 ” 
Dr QO) x (0, DCOr THT, KE) x RX, 
(PO P(E) (15) 
是 CC 的 ， 且 对 任 给 (91,51) EC (I, 于 )xR(1<Li7)， 有 


证 | 


Drotg, tg Si) "C9, B+) 
= (Es 8r + Sg V0) giesr, (16; 
站 上 


其 中 (和 EOI 0)xf01)， 3 表示 3 已 被 划 去 ， 
证 首先 设 * 王 1， 取 定 (CPp ,有 EC 名 xf01)， 易 网 
CIT, A)xRA, (9g, 8 (ts+ gt) 
是 一 连续 线性 算 子 .由 
AB(tpm,t), (9g9,8)) -pte — g(t)] 
iAgpis -pal+lAgt, sl =o( ls| + sh ) 
得 Doarp.t tg, so (ts ty(t)., (C17) 
到 ( 贡 ,TJECIT (2) x {0,1), {9,8)EONUIT, XxR， 使 191， 
三 1 三 |a ， 则 
ID9( pt — DO, 7) (gs = (8 PT) s+ ot) 
-neip (i -p+ lp- ¥ht 1-7|, 
可 见 D6 在 “点 ”(w, 引 连续 ， 因 此 9 E01. 
假定 定理 已 对 C 一 函数 证 明 ，?* 人 >] 。 任 给 (gp， EC 
2 )x(0,1)， (gi,51)ECr (I, 革 )x 有 R， 由 (17) 有 
Do(p EH, 8 = Op ts +o(#). (18) 
六 CT 王 )CIT 王 oo 是 连续 线性 上 映射， 故 (m， 旨 
80g 起 是 Cr 通 数 . 子 是 不 难 从 (18) 推 出 De 是 (g， 1 的 
1 一 的 数 ， 从 而 EC (16) 推 出 如 下 ， 
Drotw, (5). {9,, Se) 
=D" {0(9',t)s + g(t)] (gs, 82)°* (9,, 8;) 


=[p (ts. r+ S90) segsr]s, 
+ ME) Sr Sr | 
= ssr+t BI Mt) egies 
其 中 坟 表 未 6 已 划 去 . 加 


椎 沦 ”车 只 ICT->CT 人 2)，3 一 0 是 C 且 射 ， 则 (0, 1 
x 好 ' 才 及 xY- 民 (tt 一 Poft) 是 局" 腕 射 ， 

2.3.5 定理 给 定 其 折 丰 空间 中,C(, 开 )， 吕 (了 了) 中 采 
用 上 确 失 范 数 (81 .3(1))。 财 任 给 0 爱 射 9: 介 己 二 一 了 旦 出 一 
C" 爱 射 纪 p 

QaCT, OICOCOT, KIFOCOT TF), pg 9. 

(19) 
证 首先 设 ”=1. 人 芷 给 mp，Pp+TAECLT 人 2 )， 扩 合计 
AR Cm, Bh) C9) hl, 
< sup joCoplt) tO) -go bi, = oa:) 


站 二 是 二 人 出 


有 (OPPO pO A teET,. (20) 
依 (20) 可 将 上 觅 射 pF 人 zt) 分 解 成 : 


ps grop Es HO Cw)) AE), 


其 中 ELCOCT,L(A, 了 ))，LCOCT, 革 )，O(CT, 了 了)))。 于 是 
可 如 辣 2.3.4 一 桩 归纳 地 完成 证 明 . Di 
以 上 两 定理 都 是 处 理 函数 空间 中 的 C7 映射， 它们 将 是 证 
明 3.6.1 的 基础 . 这 一 事实 多 少 说 明了 考 虚 “无 限 维 空 间 中 的 
撤 分 学 ”的 必要 性 . 
考 考 文 款 : [2]j，f[19]，[22]，[52]，[53] 


习 题 

1， 着 ftzD10C 关 xyYwZ 对 > 过 纺 ， 对 4 可 扳 且 saplaf/agi<ooy 风 
fECIA ZZ) 于 后 全 了 人 入 1) POEC 1 of ECr-t, sf er, 
X=R, MO/droy=027/0 yd. 


曙 。 车 站 人 广告 了 +r 次 可 戏 ， 对 后 吧 ， hi me 而- 拓 全 吕 


Hi 三 站 rf + Ei 年 ams + trir) /Dt Fr [ balsa 


3。 设 记 名 C 往 和 了 是 避 2 函数 ，h， 丰 志 殉 ，AELCR2 XN) 由 (0) = ， 
a6 


对 011) = 并 决 定 。 著 .45ut = 工人 全 央 万 3 人 0 C0) (O01) = DafF (x) KR, 
由 此 推出 3,2,4。 


34 R*_ 上 的 向 量 值 可 微 函 数 


本 市 中 设 训 是 给 定 的 LCS，{1zls lsES} 是 它 的 一 族 基 本 
半 范 (大 看 条 .2); CR" 是 给 定 的 韭 空 开 集 . 
2.4.1 定义 码 定 fi 人 > 必 ，z 二 (Wo) 写 人 称 


oftw) =limh- 1[1f(s,, …, 2 中 看， in) fir) (1) 
Orr 下 一 自 


为 了 在 ?对 变 元 ?1 的 人 篇 导数 ， 只 可 (1) 右 端 存 在 .高 阶 偏 导数 

依 通 常 的 方式 归纳 地 定义 著 了 在 名 内 有 所 有 <yr+ 工 阶 (0< 

sc2) 的 连续 偏 导数 ， 风 说 f 是 0 前 数 ， 记 作 fE Cr(0,8)， 
若 f EC 8 人 IsSr<ee) ， 则 利用 (1) 可 归纳 地 得 出 ， 


orp(f(z)) _ 9 (3 ， YPER', (2) 


OR, "Dry dr: 
由 瑟 推 出 orf(s)7osr ozt 与 微分 顺序 无 关 ， 
规定 一 赛 缩 记号 如 下 ， 对 于 点 2 一 (2#,,… ,2。) ER*， 铀 分 算 
子 0 志 (6.) (01 二 0/9z1， 必 要 时 写 9 为 0:) 及 重 指标 4 二 


(NS 约定 。 
Yo 一 全 上 本 ， ”= (2 “2 03) 
la| 王立 ay ol 一 ol “ls z 
o a on 
(0) ) ( 六 ~ Bitar ‘4) 


(4 中 p=(p, ,PEN", fap Cor, 1<icn), a-p 
=(01— pi, Gn — ps). 车 P(x,6) = 总 Qa (mr)6°, 如 洒 


C (93)， 至 少 对 某 个 a ，|ql =r,a 天 0， 则 PUz,E) 决 定 一 r 阶 


人 7 


微分 算 子 
0) 一 2 dF). (5) 
好 | 世 FF 
尾 给 J ECT(@,)，Pizx,0) 对 了 作用 的 结果 是 ， 
P{x0)f= 2 qa(2) EA 避 . 


19| < "1 rn 
1 性 


车 五 是 赋 范 空间 ， 则 可 归纳 地 证 明 ， 
fa 开 ot Orf (wh = (Oh) fa), (6) 


A 
此 中 EE ，ER" d= 于 是 当 了 7 EOIC ,EB}), E 
为 号 -和 宇 亲 , [人 ,人 二 站 计 和 时 成 江 以 下 Taylor 公 式 ( 基 胸 2.,2.6)， 
.下 了 全 并 
区 十 起) pn orf (wr) 
i ya pa 
区 ja 1)r0of (z+Eh) ht (7) 
前 几 千 的 某 些 结果 可 推广 于 召 - 值 可 微 国 数 ， 
2.4.2 定理 设 / EC 忆 万) ， gEC (ND, Ba (lr 
oo ), PF) = fr), FCF) CEE 2 ), WELCE ,BE}(B,, 
8, LCS), Wyo EC EB), MaceN’, |o [<r+T 时 成 
Leibn 过 公式 ， 


p(t)= 3 (% oo fe), Og(2)), ZE HN. (8) 


| 
(8) 的 证 明 可 用 对 | 可 的 归纳 革 标 准 基 完成 . 
2.4.5 中 倩 定理 设 户 和 zz 十 天 所 R 吾 可 微 (在 点 2*， 
光 十 下 处 的 可 微 性 意 郊 自明) ， 则 当 s 所 及 gE 有; 
上 十 有 一下 ec sp H's+) | (9) 
f(sth)- f(z) ahi sup Hf'(z+ih)- aol, I 
10) 
证 因 VsES， 和 写 拓 2 人 一 (20 相生 一 和 20 20 +6E 
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[z,z+i)， 故 2.1.6 的 证 法 可 用 ， 只 要 以 上 -1 代 夫 那里 的 范 

数 . 口 
本 贡 的 主要 课题 是 讨论 装备 适当 拓扑 的 函数 空间 Cr*(O， 
右 )， 和 任 给 f EC")(0 和 To0)， 蜂 集 KC 人 0，sES, 令 
Ef x, "sex up 19°f{ x)|;. (11) 


所 有 形 如 (11) 的 半 范 所 成 之 路 定义 Cr 人 ,加 ) 为 一 LCS， 记 作 
38 (4 五 ) 再 令 7? 遍 取 NN, 半 范 族 {fryr,s} 定 区 0O~{ 0, 百 ) 为 
一 LCS， 记 作 g “(8, 吾 ) 或 2g( 介 ,是 ) .直接 看 出 , 在 8 (2,8) 
0?T 人 09) 由 0 过 于 1 之 T 十 1，8 蕊 国 时 ，19*f(x) | 在 
4 内 紧 〔〈 即 局 部 ) 一 致 收 伍 于 0 《参看 1.3.27)、 
取 纪 中 紧 集 的 穷 总 序列 { 玖 (1.4.117， 念 更 (天 1 可) 一 
1f ECONO, BR) lsuppfCCK} NZ"(K;, Ra) 0 一 1 2,…) 作为 
2 以 人 2, 书 ) 的 亲子 空 简 是 LCS， 于 是 依 1.9.2 有 归纳 权限 ， 
P(E)=lm "(Ki,B), Oreoo, 


记 字 ( 归 , 囊 ) 二 多 ( 吕 , 下 ). 不 蕉 从 1.9.3 推 出 ， 在 多, 万 ) 中 
Pi 人 0 存在 归 信 KCCDO {pCB'(K,B), 有 在 8 "(02,8) 
中 wx 二 05 出 此 可 网 多 "(如 ,加 ) 中 的 拓扑 与 { 太 1} 的 选取 无 关 . 

约 焉 多 "二 FC FR)= F(R,C) 记号 
Tm 与 多 "(2) 仿 尼 . F"{ 8, im)(0<7<co) 的 拓扑 决定 
于 半 范 小 {flx,; KC 0O 昧 }，， 


fh = Sup O°f (2)| . (12) 


(012) 是 区 的 |fiir 今后 亦 在 天 非 紧 的 情况 下 使 用 . 

2.4.4 定理 ”车 8 是 -空间 , 则 多 "(日 , 电 )(0<7<ioo0) 是 玉 - 
空间 ， 从 而 多 "(B, 召 ) 是 LF 空间， 特别, "(人 ,rw) 是 户 - 空间 
而 名 "如, 机) 是 LF 空间; (人 ,mW) 与 信 ( 和 全 ,mm) 是 Montal 空 间 0， 

证 本 先 证 多 (名 , 皮 ) 为 F- 空 间 ( 对 了 "(加 , 剖 ) 的 证 明 是 类 
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似 的 ) .到 吾 的 可 数 基 本 半 范 族 {上 1;} ， 呈 中 紧 集 的 穷 剖 序 
列 { 坡 :} 。 任 给 Cauchy 列 { 帮 CC 多 ( 马 , 吾 ) ， 思 的 完备 性 推出 


中 CE 所 0 EON, EB): ozfs(z) — gz) |s— S000, 
i, jEN), 令 f 二 9"， 今 证 90"f=g"。 因 可 对 1al 用 归纳 夸 ， 只 需 
考虑 la| 二 1， 且 不 妨 设 %*=1。 于 是 癌 题 归于 队 和 条件 |fx(%)~ 
1(2) 4 0, 1f4C2) -9(2) 1 二 0(4>o0, 训 jEN) 推 出 f=9 
这 可 用 类 似 于 2.2.7 的 证 法 并 利用 2,4.3 米 完成 . 

其 次 证 g{ 人 总, 全) 为 Montel 空 间 ( 由 此 可 从 1.9.9 推 出 仿 ( 怠 ， 
功 ) 为 Montel 宇 间 ) ， 设 {f 世 多 ( 马 ,看 ) 是 一 有 界 序列 ， 则 六 
7EN: sleer< co { 瑟 中 如 前 述 . 用 中 值 定理 (2.1.6) 可 


说 明 {6"f 在 下 (ai 固定 )》 上 等 度 连 续 。 固定 aa， 相继 在 
五 t+， 天 9 上 应 用 1.3.5。， 再 用 对 角 线 法 ”可 得 出 {0°fs} 的 
染 一 致 收敛 子 列 。 将 a 排 成 一 序列 ， 下 用 一 次 对 角 线 法 ， 即 得 
出 { 记 在 下 (她 于) 中 的 收 帝 子 列 . Ls 

下 面 的 两 个 定理 提供 一 些 定 和 于 gg( 人 ,8) 与 多 (8) 上 
的 典型 的 连续 线性 映射 ， 

2.4.5 定理 设 P(t3,0) 如 (5)， 则 P(X)1F(0,B)> 
FU 与 P(z0): 2 0,)-> 人 BB( 人 2 , 思 ) 为 连续 线性 映射 . 
车 假定 P(#. 5) 的 “系数 ”a EC (C0, Mm) Mpm = 二 L(G", 
C7),M PO, OFCOMm) FNP)SPEON P(N, nm) 
多 (92) 亦 为 连续 线性 上 映射. 

证 ” 任 给 紧 集 KC rEN, sES, aEN',gE0"(D), 
EO pn), f EF(NQOE), gEF(N,m) ， 有 【记号 依 
(11)(12))! 

Lorfhesr, os fas re os Noglhxsr< 《13) 


iorcpf lo B( 8 ) lor -spr F(a), 
70 


<constlf|r, r,s ZEEE, lol <r, 

pflg,r, sconstIf le, +, es (14) 

laglx, r<const|gls, ;, (15) 
于 是 定理 结论 由 (13)(14)(15)，、81.6(1) 及 1.9.3 推 出 . 口 

2.4.86 定理 设 pw EB',hEC" (DO 人 )， 吕 和 Ra 是 一 开 
集 . WC EF ECD), JP 一 人 BYE) BH), 
Tr 及 (>g(', 忻 )，fi—>fo 吊 攻 为 连续 线性 上 映 
射 ， 当 忆 为 微分 同 胚 时 多 (器 , 再 )>B(9',B), ff 。 炙 为 
连续 线性 映射， 

证 任 给 JE 8 (8,B), 量 然 pf EF(9), fohE gn’ 
68). 设 |ple) Clels，C，s 与 eE 8 无 关 (§1.6(2)). 任 给 
紧 集 六 己 人，EKE'C 昌 1， "EN, lal <r, re kK, 4 雹 下 "时 ， 

9" Cp fC = jp (0°f C8))) CioofKz)1 
Ufle,r, «3 
[oCfo hz’) constdf lr, s, 
推出 后 一 式 时 只 需 重复 运用 键 规则 . 于 是 看 出 8 (8,8)> 
0), fogpof 与 FE) EDO, F), 有 一 六 六 为 连续 
线性 映射 。 余下 结论 由 1.9.3 推 出 . 口 

本 节 的 结果 转 别 用 于 吾 是 函数 空间 的 情 闹 ， 应 用 上 粘 重 要 
的 特例 如 下 , 设 只 = 9 x DCRn xRm=R* 是 一 开业， 册 
FW)) 是 一 下 -空间 (2,4,4) ， 其 次 不 难 看 出 ， 
ZB{(, DBC, m)) 可 天 为 形 如 (Ks, 2(E mKCD 
为 紫 集 ,i 二 1,2) 的 空 间 的 归纳 极限 ， 因而 是 LF 空间 .下面 
证 明 , 以 上 两 个 空间 可 代 之 以 较 方 便 的 空间 多 ( 只,m) 与 (0, 
mm). ， 

2.4.7 定理 任 给 pp EC*( ,mm)， Sp (7) =p(r, yr, 
¥) ED x 2) ， Tuly)= op!, 如 有 拓扑 同 构 了 (0,m) 二 = 
F(t, FD ,1m)), PToS DBR,m) SP (C {931 FEO,, 


”1 


747 PE 肯 
证 ” 取 定 mp 毛 名 (日 ,rR)， 首 光 和 让 TpE (人 2 了 (和 1 区))， 
人行 给 yEE 如 ,， 毗 然 gr'E {1})。 令 妇 纳 地 指明 


Oy Ty = Tay PEN'. (16) 
不 妨 内 考 虚 #; 二 1， 户 二 1， 此 时 (16) 相 当 于 在 名 ( 旨 ;,m) 中 
Hmph (Poly +h) ~ Poly)] = Tan /os(9), (17) 


任 给 紧 集 五 和 有 ，2aEN"， 从 0z0vp 在 天 xy 上 一 致 连续 推出 ， 


| #1 hl, yy _ OP{T, FY) | 
Oy 


Jim sup | 
由 于 站。 天 亡 下 


lim sup Wolpe yt+ih)- pr, #1| =0, 


直下 站 开 应 是 , 人 三 1 


这 推出 {17) . 因此 TpE 多 (C82, (人; 机 )) ,PF3T。 显然 
古 线 性 单身 ， 其 连续 性 之 证 昌 类 位 于 证 (17)}， 车 他 E 多 (09,， 
FT， 则 易 见 EF( 旨 ,mm) 用 
了 一 他 p。 于 十 1.6.1 之 推论 1 推出 8g(8B,m)F(0y (01 
贡 )))，P 上 ?Tp 为 拓 扶 阿 构 . 

当 罗 EBDO,m) 时 显然 To E BR,, am) 1.9.3 
推出 儿 CD ,nm) 妆 多 儿 (mm))，gF2 人 7 连续 . 任 给 
TE Bd BE Mm)N 令 K,=8uppT, 则 于 ( 攻 让 在 久 ( 21， 
芭 ) 中 有 界 ， 从 而 有 导入 KC8: TK,CBCK,m) . 邻 
PLINTH PE BLK, x Ks, Mm), 1.9.4, BB{0, 
WB, BE ,Im)), pF-3 人 了 ;为 拓 盾 间 构 .。 . .] 

结合 2.4.6 与 2.4.7 得 到 ( 依 2.4.7 的 记 恒 ) ， 

推论 给 定 JE( 多 (个 妇 ) VE 人 [只 如) 对 席 
ECM (0,), eh SF ,mF{ 0,), D3 
9o7e 皆 为 连续 线性 上 映射 . 

参考 文献 。[22] ，T41'，'781， 
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1。 设 fECl(H EE) EDN ER 则 
, _ oF) / _ 
lim [Af (zh ?SE mi | / ini=0. 
二， 设 fECTY, EF), pata 由 亡 民 --> 电 可 微 ， 则 


> PD) -afptD) of。 
dt : " 


85 隐 函 数 定理 


隐 男 数 定理 无 钥 是 微分 学 中 最 重要 的 定理 ， 它 与 反 函 数 定 
理 可 互相 推出 ， 本 节 环 用 人 先 证 明 皮 靖 数 定理 然后 推出 隐 函 数 定 
理 的 方法 ， 前 者 的 证 明基 于 以 下 著名 定理 ， 

2.5.1 压缩 映射 原理 (Banach，19232) 设 五 是 一 完备 度量 
宝 间 ， 产 么 全 至 是 一 “压缩 映射 ”， 即 广 足 

dFOR) FY STE, y), ,YE A, (1) 

?EL0,7) 为 常数 ， 则 存在 唯一 XE 蔷 ，f(x) 一 x， 

证 任 取 060E 半 ， 令 Xz 二 (zn)，n= 二 1,2;…， 出 


m1 人 一 ” 
dn, tm) 之 i znD)< nid( to, 21) < Ts * 


共 中 0<#< 坑 ， 可 轩 {ze} 是 一 Cauchy 列 . 设 zs>3, 则 f(4) = 二 x， 

其 次 ， 天 有 一 8 于) 一 YE rd(r, ys 调 

2.5.2 反 画 数 定理 设 蕊 ,了 是 五- 空间 ， 产 纪 灾 工 -了 是 

一 CS" 委 oo) 肌 射 ， 加 E 有 车 六 (20 天 兰 了 ， 则 了 在 zo 处 

本 为 局 部 刀 " 微 分 同 且 ， 即 存在 加 的 邻 域 二 fz) 的 邻 堪 『， 便 
得 UV:UV> 玉 为 GC' 微 分 同 胜 ， 

注 ” 当 1 站 充分 小 时 ， 了 (zo 十} 撑 亿 于“ 非 者 次 线 狂 函数 ” 

Xo) 十 JTo) 有 有 ， 而 后 考 有 反 东 数 ， 定 理 无 非 是 要 将 后 者 的 这 
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一 性 质 转移 到 相近 的 函数 并 ro 二 8). 

证 不 站 恋 站 三 王 ，20 一 天 20) 一 0，f(0) 王 1r【《 否 财 代 中 
盖 数 22 一 (站 (2zo)) [fczo 十 3) 一 于 2 车 在 ?一 0 邻近 可 解 
出 Cr" 的 反 函 数 218)， 则 C" 函数 外 一 2 二 和 (站 (2zo))1 
"(# 一 了 f(z0))) 是 在 30 邻近 的 反 函 数 )， 定 理 实际 上 是 一 个 解 
方程 f(x)==# 的 问题 ， 因 此 以 下 证 明 自 然 地 分 为 “ 解 的 存在 
性 ”、“ 解 的 可 微 性 ”及 “0 可 袜 性 ”等 步 骅 ， 

1” 证 反 销 数 存 在 取 人 >0， 使 当 xEBC00,6) 时 , 上 f'(x) 
-X11/2(7=1x) 且 f(z): 革 二 记 (这 种 6 存在 之 理由 在 3 中 
说 明 )》 . 取 定 yeEV=B(0,6/2). 方程 f(x) 一 有 了 唯一 解 zE 再 
0,5) 相当 于 gy(x) 二 y 十 x 一 x) 在 (0,6) 上 有 了 叭 一 不 动 点 ， 
任 给 ww，2'EB(0,5)， 由 中 信和 定理 (2.1.6) 有 ; 


RCO DAE 


lg zt) ~ gs = a) — fer) Tra) 序 1% 一 2 


(2) 
于 是 将 2.5.1 用 到 9,:(0,6)-> 有 (0,6) 得 出 反 户 数 六 :FT 
=B(0,0) 间 f7V， 它 满足 ff-1(y))=y(yEV)， 从 (2) 不 难 着 
出 lz -2" |<21f(2) -f(r NC 2 EBC, 因此 
[fi ficg N21y ~ yl, 9,y'EV. (3) 
(3) 特 别 推出 1f19)| 2181<5(yEF)， 故 UCBf0,6),， 口 为 
开 集 ， 

2” 证 广 ! 在 内 可 微 ， 取 定 yEF，s 二 f-'(y)， 今 指明 
Df Tg)=CDF(2))Tt, 设 y+ EEV, fi(y+5)=s+h， 则 
AF =Af1Cg,E). (3) 推 出 1 <21#1， 于 是 

Af Cg, 6) — (CDFC2)) RE 一 | 一 《站 ) 一 :下 
< DF AF SB) — DFOr) RE =o( hel). 
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3” 证 六 "EC". 现在 要 引用 将 由 4.5.1 确立 的 事实 ，B- 
代数 (于) 中 可 逆 元 之 全 休 G 是 一 开 集 ; 日 包含 上 (五 ) 中 的 球 
B07,1); 上 腺 射 9G>G，amo9-! 是 CC” 的 对 映射 Df-i1V> 
Q 作 和 如 下 分 解 ; 

y > sr Df) (DH EE))-!, 
据 此 可 归纳 地 指明 Df~! EOQ*-1(h<<r 二 1)， 因 此 广 !E0+。 口 

2.5.3 隐 丁 数 定理 设 X,Y,Z 是 2- 空 间 , F118CXxY 
全 台 是 一 CT < roo) 映射， P(xo, yo0) =0, C2090) EDN. 若 
ywo, yo)1 了 人 多 ， 则 存在 zo, 如) 的 开 邻 域 V xF 及 唯一 Cr 映射 
fiUV, 使 得 F(x, 了 (2))=0(zED), f(20) 一 的 ， 

证 ” 作 辅 勤 国 数 

OCXxTrE x (ry, 下 (学 ,多 ))， (4) 


显然 grE Cr， 由 $3(11)， 对 任 给 (83,£)E 开 x 了 有 ， 


0 EE 
D g(xo, yo )(h,k) = (GF pj) (5) 
其 中 P23 二 F(x, Yo) 到; 仿 此 ， 不 难 验 征 节 子 矩阵 


1x 0 * lx 0 ， 

村 po) (ps ps cr 
互 逆 ， 因 此 Dg(so,go)1 革 x 了 二 全 x 多， 由 2,5.2，g 的 反 范 闭 
?9 ”在 (2o,0) 的 一 邻 域 内 定义 且 为 妃 " 清 数 . 设 pt 下 x 了 > 了 是 
投影 ， 则 f(z) 二 p91(2,0) 是 26 的 某 邻 域 吕 内 的 Cr 冰 数 。 f(xo) 

=—¥0» A (zs FOz, FOE))) = f(P)) = 0) 推出 FCs, 

f(7)) 二 0(wE DU) 。f(z) 的 有 唯一 性 由 g 的 反 函数 的 (局 部 ) 叭 一 
性 推出 ， -LL,] 
由 方程 (x,y) 二 0 定义 的 隐 卫 数 y=f(x) 的 存 窒 性 与 可 入 
性 一 旦 确定 ， 其 导数 就 如 同 在 初等 分 析 中 一 样 可 通过 微分 伍 等 
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式 F(z, fz)) 开 0 来 计算 , 依 88(12) 及 2,1,4 有 :了 Ps 了 (x) 冯 
二 0 于 是 
fm — CCE FO TTR, fF)R, NEA. (8) 
将 2.5.3 界 到 实 变 元 和 的 方程 组 
Pig Tn Yi ym) = 0 i=1,2,., Mm, (7) 
避 得 如 下 绪论， 车 每 信 PFiECrTCIASTrseco)， 且 
到 的 人 2 
| Yn) Oy) 0, 
则 从 (7) 本 局 部 地 解 出 如 个 C7 疗 数 = 二 yx;,…,xs) ， 使 得 
yy iN) 且 | 
(Oy OT) = — (OFE/OY.) (OF /Or;). (8) 
反 溯 数 定理 从 函数 fz) 在 一 点 #6 的 “无 穷 小 范围 内 ”的 性 
状 (f(zo) 是 同 构 ) 推 世 出 大 xz) 在 ze 邻近 的 -- 个 局 部 性 质 ( 了 在 
To 处 为 局 部 微分 同 眶 》， 这 正 是 微分 学 用 于 函数 研究 的 典型 方 
式 、 基 于 同一 屯 法 ， 我 们 自然 提出 这 样 的 向 题 ， 从 了 f'(zo) :到 
~ 工 是 满 射 或 单身 能 否 推出 态 z) 局 部 地 是 满 射 或 单 对 ? 在 一 定 
条 件 下 回答 是 肯定 的 ， 
2,5.4 定理 设 工 ， 7 是 了 -空间 ， f OCX 了 是 一 一 局! 胰 
冉 ， zs EQ, T=f' (v0) ,A=Ker 全 。 i) 车 守 如 二 了 ， 夸 = 
4 四 下 ， 了 五 是 互 的 用 子 空间 ， 则 f(xo) 是 (9 ) 的 内 点 . 《ii) 车 
T+ 也 守卫， 人 五 是 了 的 闲 隆 空间 ， 删 存在 z。 的 开 邻 域 娘 ， 
殖 得 让 也 :了 全 了 是 一 拓扑 嵌入 
证 (i) 可 设 瑟 =4x 五 《 郑 填 和.6 习 其 2 ) ， 分别 以 了 
与 0 了 记 捧 ,33E 46) 对 迹 元 a ， 瑟 的 偏 导 数 ， 因 
Tom fs)0 t= fz)b, beB, 
训 0.f( zo)t BB 了 .将 2.5.3 用 子 C! 隔 数 P(a,y,5) = 了 f(a,.5) 得 
出 ， 当 1g -ftzs31 充分 小 有 蛙 ， 存 在 z= (4,b)eED， 使 得 ?一 
fz)。 可 见 fwo) 是 f( 合 ) 的 内 点 。 
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【证 届 下 “1 记 时 + 是 全 环 二 之 地 刚 > 联 六 0， 
使 得 当 z ED 二 B(x0,5) 时 ， fC) -THIP 任 给 z， 


A 
fr} Ty) Tte yf) fT{L -#1 


>177 "ey Ts 


pili Mit 


由 此 看 出 fi0 ;U->f0 是 一 同 凸 ， L1 

推论 若 f1 如 性 -了 在 每 点 ?EE 日 宰 中 2,5.4 之 (的 条 
件 ， 则 了 是 开 瞻 射 . 特别 ， 若 产品 CR7"->R" 是 一 01 时 射 ， 
YE rankf (2)=n “这样 的 于 称 为 温 满 ”， 参 团 5.1.3)， 
则 了 是 开 上 映射 . 

注 31950 年 Graves 在 较 强 的 条 件 下 证 明了 上 还 结论 ， 即 只 
要 每 个 jx)2zE 吕 ) 为 注射 ， 了 就 是 开 上 映射 (参看 [2]) ,这 
是 经 撕 的 开 瞻 射 定 理 (1.6.1 之 推论 1 ) 的 一 个 出 色 的 推广 . 

参考 文献 ，[2!}，119]，[22]，[35]，[52}，[53] ， 164] 
习 是 . 

1。 让 UCX,， VCY 为 开 人 ，f!'U-> 六 是 一 同上 是 ，roEoyeo=rzo。 荐 
(zo) 存在 县 是 一 同 构 : 则 Df-ifyo) = (Dfiro -着 [EC irD YreU， 
六 (15 关 F， 则 了 于 为 袜 " 伍 分 同 是 ， 

2。 设 下 :XRC 有 XY 一 芝 为 下 ”ICr 和 1 有 贞 射 ， (zaorgyo) EU XY， Fy (ros 


[TP 岂 有 开 集 JW 己 UU， 如 二 了 入 除 一 马上 陕 射 大 让 并 全 个 太 性 得 IE 厂 ”， 
Firoryo) = 了 0 后 各 站 70y20) = Yor ST EW XGNF (rf (ry2)) = 2, 


$36 微分 方程 


本 节 证 明 关 于 常 微 分 方程 的 丙 个 基本 定理 ， 以 作为 前 上 几 节 
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内 容 的 应 用 实例 ， 
设 革 ,型 是 召 -和 空间， 考虑 “ 带 参 数 ” 的 一 阶 方 程 


二 二 
,4), (1) 


共 中 1 人 2CR x 下 x 用 > 革 是 满足 一 定 条 件 的 隔 数 ， 

2.6.1 车 本 存在 定理 设 jEC7 8 ,JST7 生 ce) ， 则 对 
任 给 {i , zo, Ho)E 如 ， 存 在 合 记 的 于 区 间 了 ，(z6,&o) 的 邻 域 
xFCXxRHR 有 IxITxUxF 内 的 ~ 值 0 区 数 8,8,2,4)， 
使 得 对 任 给 (8,x,4)ETxUxV， w(t) 二 98(1,8,2, 上 满足 (1) 
及 初 慎 条 件 ?(s) 二 +*， 且 若 某 个 g(t, a)((t,4)ETxV) 看 作 + 
的 函数 满足 (1) ，9te 4)= 二 x2， 则 必 ptt 1) 二 908, 8,2, 4)(EE 
1). 

证 首先 简化 方程 (1), 令 Y= 二 Rx 羡 x 条 ,定义 

gC8) ,fy), OEF, yg=(t,%,K) ER, 

侧 g€E 0". 阴 定 加 一 [可 Yo, po) EE 9， 设 存 在 六 x 评 内 的 了 - 值 
Or 前 数 gtt,y) ， 蒜 中 四 一 (下 1) ， 50， W=IxUxV， 
了 一句 十 Fa UU xVY 是 (zo0, po) 的 邻 域 ，d0 9i 二 gt)，0(0,8) 
=y. w(t A (4, 8, 7H) = -3,0,3,4k) ， 则 
8 满足 定理 要 求 ， 因 此 可 将 要 证 命题 改 述 冰 ， 若 fC 下 > 茸 
是 0"(r3z1) 函 数 ，xoE 虽 ， 则 育 详 63>0，o 的 邻 域 吕 及 0' 堵 数 
9rlaxUy>X， 使 得 YREV， 朱 数 +(1?) 二 8 (#,5) (t E13) 满足 
方程 


=f(7) (2) 


友和 初 值 条 件 x(0)=%， 且 (2) 的 任何 满足 9860) = 过 的 解 9630EE 
173) 在 1s 上 必 寺 合 于 8(#,3). 

证 明 (2) 的 解 存在 的 经 典 方 法 基于 压缩 映射 原理 ,下面 的 
较 新 轿 的 证 法 筷子 Robbin( [62],1968) ， 宅 是 隐 国 数 定理 的 巧 
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妙 运 用 . 令 7=[-11， 在 CI 瑟 ) 与 CI(7, 瑟 ) 中 分 别 采 用 
范 数 11 与 ph 一 max{fphy, pi.} ， 令 CH XX)= {PE 
CN(J, 主 ) Pp(0) = 二 0)}。 取 定 球 B(zo,2p)CC, 令 B=B(z, pp)， 


Bo 一 吾 人 ,DJ , 定 党 


| (3) 


(Ss,%, PP - sft{r+p), 
则 2.3.5 推 及 所 E01。 因 FF(0, x0,0) 二 0， Ps(0, so,0) = 


C8(J ,让 ) 衬 0LJ ,了 ), 故 可 用 隐 函 数 定理 ， 存 在 >0，zo 的 贸 
域 0 及 COC' 隙 数 U>08(J,B)， rammed 使得 


所 gr 一 gf。(z 二 gs) 一 0,zE 了 7 (4) 


令 昌 (有 ZJ) 一 5 十 gzft8) ,teETs=( -6,6) ,xEDV, MOEO! 
《参看 2.3.4 之 推论 ) ，8(0,z) 一 zs 《4) 推 出 9810 一 六 6), 苍 
911 ,天 于 满足 (2), 9(0)= 二 2， 令 人 (划一 980) -元 ， 列 信 满 足 降 
国 数 方 程 而 (6, 攻 ) 二 及 -SF 十 有) 一 0， 类 似 于 上 面 的 讨论 得 
出 二 pz， 从 而 96=B (t,#). 这样， 对 于 "r=1 定理 已 获 
证 . 

设 1<7?<co， 作 归纳 很 设 ， 9E0 1. 其 - 


dfn dro8 er a 
关 ( 秆 )= 充 ( 锡 )=f (9) 3 
(参考 $3 习题 1 ) ， 帮 00 /0 满足 含 “ 矢 数 ”z 的 方程 
dz _ 
Sf'(0(t, 2)) zz (5) 
及 初 值 条 件 z(0) =1x， 由 归纳 假设 ，(5) 的 解 99 /3x 是 (4,z) 的 
O01! 函数 ， 其 次 ，09191 二 (8) 亦 是 (t,x) 的 Cr-1 函数 ， 于 是 


由 2.3.2 得 出 上 ECr. 口 
上 面 所 得 的 9(4,*#) 可 君 作 (2) 的 某 种 通 解 . 
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2.6,2 定理 设 (2) 中 的 了 满足 1 [= 上 <co,8(t,2) 的 意 
沁 如 2.6.1， 旭 是 西 集 ， 则 N98Ct,x) 一 (tler 1x y|. 
证 ”证 央 菇 于 如 下 的 Gronwall 不 等 式 ， 落 非 负 连 续 前 数 


g ,4 满足 9(8)< 之 4 二 [sa 8)as=9(8)( 4>0, :0), 则 


gt) <Aexp(| Msyds), 二 0 (6) 
— ' p's) ' 
6) 由 p()=Aexp( Bds)< 4exp (facsyas) 
推出 . 令 gf 缮 = 上 60,2)-- 96,9)1 ， 惠 易 知 gz-8i 圭 
人 pr(s)as， 于 是 所 要 结果 从 (6) 推 出 . 口 
下 面 考 虚线 性 各 分 方程 
GF =a(t)z + b(t) (7) 
税 开 


其 中 ECCI,L(Z))，&8EC( 瑟 ) TCR 是 一 开 区 闻 ， 瑟 是 
中- 空间 。 对 线性 方程 可 得 到 较 强 的 结果 ， 

2.8.3 定理 ” 取 定 if, E17， 

1”(7) 有 如 下 的 通知 8(2,2): 86EQO(Tx 友 , 玉 )，YW YE 
上 ga 一 txz) 是 (7) 在 了 上 满足 = 加 ) 一 2 的 唯一 解 . 

2” 设 8(t,2) 是 (8) 的 道 解 (者 久 依 1’)， 则 8 决定 一 族 拓 
扑 疗 构 91: 着 宇 ，z (4,7) (E11) (8) 的 解 之 全 体 是 一 个 
同 构 于 于 的 向 量 空 间 〈 谓 之 解 空间 ) : 

ct2) 一 9(z)+O( 1 于 gri8(zjdr ) {9) 

是 (?7) 的 通 解 . 

证 1” 不 妨 设 =0， 任 给 (t,x)EJx 四, 令 g0(t, 7X) 二 4， 
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Gult 2) s+ [ar) Or, ey bdr, n>0. 
z (10) 
赂 一 列 有 限 区 阐 {Ixj :0 ETrET, Us=1 令 MM 二 sup [hacD1 十 
fg 
5 ， 工 :二 有 2 十 1， 风 用 (C10) 可 月 纳 地 捞 骨 ， 任 给 (1,7)EE 
| 


1 人 (zz) — On1lt, < 


， 和 ,天 一 1 2， …， 


(Ht) 
(11) 推 出 {8att， z)} 在 了 x 瑟 .上 局 部 - . 致 收 伍 于 某 个 连续 函数 
旧 人 各) 在 (10) 两 边 令 #->oo 得 


oot [a TA, 7)} + br dar, 
由 此 推出 9(0, zx) 一 7 0 #) a(t) Ot, 2) 中 站 (下 
2zE 到 ,利用 (10) 又 可 归纳 地 指明 08。,794 存在 、 连 续 且 满足 ， 
usa) =1x+ or) 90nCr, 2) dr, 


- 于 


，E . 


22 PE Gs, 之 ) -90h, ZJ ‖ _ :Maid" 
A 


|<z 


于 是 2.2， 7 推出 9 79z 存 在 县 过 续 ， 司 秃 9E 人， 
车 9(D(tE7) 满 图 (7) 且 9(O 一 5 令 p(s) 二 [9(t) - dC 
ZX)1， 刚 MET:H : 


PCet Ms prar, bl, 2, + (12) 
其 中 。 是 任意 正 数 . 于 是 Gronwall 不 等 式 推 出 
PiexDM At, OtE LT KR=1,2,. 
8 


| 


Pp() 二 0， 因 此 ，g(#) = 二 68(t,x) (teET)， 唯 一 性 结论 得 证 ， 
2” 任 给 a, AEK，z,yE 革 ,直接 验证 4 的 省 数 a8(t,x) 
+86(t,#) 满 足 (8)， 故 由 了 唯一 性 得 


AO TI FBO y=0(t, oar+ py), 
部 aB(r) FAOLY) = 0 (Gr py) (13) 
《qz 十 所 日 (一 站 rp) {14) 


‘ 广 亲 区 ) 二 上 08,8) 二 89s( 科 )、，(13) 表 关 91EL( 肪 )、 因 z(t) 
=0 满足 (8)， 鼓 89, 是 单 射 固定 t+E1，#E， 设 p(T) 满足 
(8) 且 (二 ¥， 令 # 一 (to)， 则 必 # = 二 612), 可见 9 三 空 在 。 
(14) 表 肯 z 王 0xE 了 蔗 ) 是 一 线性 同 构 . 

今 预定 (7) 的 通 解 可 写成 f(t,2)= 二 6(1,C0i,#z))，O 是 待定 
六 数 (参照 经 典 的 参数 变易 法 ) ，C (ixz) 一 z。 由 (bz) 一 
O00#,#) 和 得 do /0 =08 91 二 040001602)， 代 人 人 (7) 得. 


令 e>n0 得 9 人 =0f0<iET)， 当 0>tET 时 ， 类似 地 可 证 


Be __ i 
Pri prt), i 了 
故 cG,z2)=z+[ G71b(r)dr, 
由 此 得 到 (9)， 直 接 验 证 表明 (9) 确 为 (7) 之 通 解 ， 口 


的 论 若 s€ CC(T, M,C)), MA(C)~L(C"), BE C(I,C") 
则 (C8) 有 s 个 线性 无 关 的 解 ， 以 它们 作 列 向 量 构 成 一 ” 阶 和 矩阵 
表 数 互 ( 妨 ， 使 得 互 (加 ) 一 单位 矩阵 ! 8(2,2) 一 开 (二 《zx 当 作 
列 向 量 ) 是 (8) 的 通 解 ， 此 时 (9) 可 写成 


els, 2)=X() s+ [ (X(TBr)ar| (15) 


(tr ExXCn 
当 a(#) moE MC F(t)=exptas= DTHg)* /Ek!, 
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淮海 文献 ，[21，[6]，[22]，137j，139j. 
习 抱 
1。 设 六 和 如 人 Gy]， 1; 于 1 -| Pear， nO fF ELab., 册 


在 [Cosby 上 fs -0. 
2。 投放 ECITCT; 芝 yx =Flztn) ,和 攻 在 x (的 定 文 寺 内 的 任何 有 限 玫 间 


上 f(z 0) 4 有 界 ， 则 > (4) 可 延 部 为 方程 入 = 了 (x) 在 R 上 的 解 。 


$7 极 值 : 变 分 学 问题 


经 典 微分 学 中 有 关 极 值 的 内 容 几 笠 可 以 整个 地 推广 于 泛 函 
的 极 情 ， 设 fC 己 羡 一 R, zo E02。 若 当 1 充分 小 时 Aftro, 有 
保持 非 负 [ 非 正 ]， 则 称 zo 为 了 的 【〈 局 部 ) 极 小 [航天 ] 点 ， 而 称 
fzo 为 极 小 [航天 ] 值 .显然 可 限于 考虑 极 小 值 ， 

2.7-1 定理 设 苹 是 一 实 荆 范 空间 ,1 村 CC 盖 R。(i) 若 
zoE 寻 是 了 的 极 值 点 ，f(ze) 存在 ， 册 产 (zo) 一 0 (过) 车 
feEUC(W), wo fr) = 0 《此 时 称 zo 为 了 的 临界 虚 ) 9 
f"(zo) 正 定 ， 即 38>0，VhEA, 了 Cv) BIh1*， 则 ss 是 
f 的 极 小 点 . 

证 当 z 是 了 的 航 值 点 时 ! 一 0 是 % (的 三 六 加 十 张 ) 的 极 值 
点 ， 这 就 直接 得 出 (i)， 对 于 (二 )， 当 六 上 充分 小 时 上 Af"(z0,8)1 
<P12， 于 是 依 Taylor 公 式 有 : 


Af(zoh)=3f" (sto)h (0<O<1) 
> eo bh TIA OBLIAL: 
> 二 1 :>>0， 
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可 见 xo 是 了 的 极 溃 (而且 是 “严格 极 小 ”! ) 点 ， | | 

设立 ,了 ,ZZ 是 实 B~ 空 闻 ， :CXxYxR, FiO 
x 了 一 名 称 X,Y) 在 “曲面 户 {?,y) 二 0” 上 的 极 值 点 为 条 
件 极 值 点 . 车 了 ,下 和 CI (zyo)E 吕 是 一 个 如 上 的 条 件 极 
值 点 ， 下 在 (yo ,yo) 满 是 2.5.3 之 条 件 ， 内 而 可 局 部 地 和 解 出 # 一 
yy 二 ) 的 极 值 点 {或 吊 站 
接 极 信 点 } ， 令 L 王 一 f(T yo Fo 0 (EF) ， 开 一 
f+lo 下 (所谓 Lagrange 请 数 ) ， 则 依 2,7.1 及 85(6Y 有 LL!'(x,， 
yo 1) 一作 《to 一 0 站 接 验 知 工 (7x0; 和 6) 二 站， 可 见 (2%0,90) 是 工 
的 临界 点 。 反之， 车 (zo,Y01 是 工 的 临界 点 ， 了 ,六 EC?， 则 
A or) =L(z, (7)) 推出 "(ro RL ) kb wo = (0, 
oD) 二 定时 p55) 
亦 是 正定 的 .因此 车 能 用 2.7;1 解 工 的 直接 极 什 问题， 出 亦 训 
解 了 的 条 件 极 慎 问题 。 具 体 解 法 如 下 ， 

取 符 害 的 !E 2'， 写 出 方程 组 

DIf(x, I) tlie Pry) 一 0 
(pe 。 1) 

从 (了 和解 出 xz, ,7 ， 然 后 检 榨 (x.#) 是 否 为 条 件 梓 企 点 ， 巷 : 
决定 干 一 组 参数 4 当 久 =R*"， 了 =Z=R* 时 便 是 如 此 ,此 时 
4 是 所 谓 'Lagrange 乘 数 ) ， 则 (1) 是 关于 未 知 量 * ,yg ,入 的 方 
程 组 . 

车“ 曲面” 下 kz, 扩 一 是 与 x 王 中 的 “平面 革 xBb(Bbe 
了 )， 则 (1) 的 第 一 个 方程 星 结 为 和 xz,y) =0， 办 此 可 将 看 作 
Y 的 图 数 而 考虑 其 吉 接 杰 值 . 

作为 前 述 结 果 的 应 用 实例 ， 下 而 考虑 一 类 十 内 变 分 学 问 
题 ， 给 定 有 界 区 域 8CR"*， 取 开 集 QB'CR", 总 CQ ， 令 了 = 
{9peECKD',R")}, 7 看 作 8 (1',m) 的 子 空间 .给 定 90 
上 的 函数 9 ，C: 函 数 
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F(x yg. :HW COCR xR"x RrR; 
令 U={yEY | YE (rg),y'(T) EW 
¥ 0 一 多 
于 是 下 产生 一 个 已 肉 的 泛 菌 
H( 拉 =| P C2,9(2), yx))d, (2) 
邻 导出 了 取 极 位 的 条 件 . 不 妨 设 y=0 【将 则 和 将 已 作 一 平移 ) ， 
办 此 而 将 站 当 作 了 ,二 {9ETIy 09 =0} 上 的 芒 国 而 讨论 条 件 
了 (的 二 0， 设 交 ,十 AEDV， 则 
| af 一] Fh)dsy 


<|, 本 二 二 
— Pr, y, yh a 
本。 Py{ir yt Oh y + OR) Fylr, yy ) Nar: dhl 


+ [roca yt Oh, y+ OB) Po yy a Nhl, 
其 中 0<8 一 0604) 之 1 下) 二 了 (4)) ， 下 5 仿 上 此， 这 
就 得 到 
f(gh=| (PYh+ Fb as， yEU NEY,. (3) 
Y=) 代入 (3) ， 利 用 
条 忻 剧 909 = 二 0 作 分 部 积分 得 


104 Bl ~ Fa lee. 


这 就 得 到 了 的 痢 界 点 # 度 请 足 的 裤 分 方程 组 ， 
0- 了 2 (oP) 

A ， EP Op 7 

这 就 是 古典 庶 分 学 中 著名 的 Euler 方 程 。 当 m= 三 1, p 二 dy/dx 
25 


二 2 (4) 


了 时 ，(4) 变 得 特别 简单 : 
,dp 
Prat (5) 


若 丰 不 毗 含 ， 则 (5) 推 对 (FP -pFP)= (FR; -区 FR;)ay=0， 


因此 -pF' sconst. 

利用 (5) 可 解决 一 些 著名 的 古典 问题 . 

2.7.2 例 (最 速 降 线 问 题 ) 求 铝 直 平面 上 过 两 定点 4，B 
的 曲线 # 一 以 &) ， 使 一 物体 沿 此 曲线 无 摩擦 地 从 4 滑 至 8B 所 用 
有 时间 了 了 最短. 

解 ” 设 4 在 原点 ，B 在 点 (q,5) ，3# 轴 朝 下 ， 吉 是 物体 质 
量 ，9 是 重力 加 速度 ，? 一 zs/ 旺 是 速度 . 由 能 量 守 恒 律 可 写 


出 mgy = mo, 于 是 


1]+p* 
ln te KE 
其 中 p=y'. 因 pi )/298 不 显 含 :， 均 (5) 推出 
Il+p!) =0=const, 用 代 换 p=ctg-> 解 出 t=0{t- sing), 


8 二 CU(1 一 cost)， 这 是 旋 轮 线 ， 它 就 是 所 求 的 最 速 隆 线 . 

方程 组 (4) 刻 划 了 一 圭 几 何 上 与 物理 上 很 重要 的 对 象 ( 如 测 
地 线 ， 极 小 曲面 等 ) ,不 过 ，2.7.1 作为 极 值 存在 的 条 件 一 般 
说 来 是 过 强 的 . 现代 极 导 理论 提出 了 一 些 新 的 条 件 ， 同 时 也 发 
展 了 一 些 新 的 方法 ， 下 面 仅 介绍 一 个 较 简 单 的 结果 ， 

设 fEONMQ), CCI， 若 对 任 纵 序 列 {zn 二, 当 {f(z0)} 
有 和 界 , 牛 (2z4) 一 0 有 时 {zn} 含 收 鳅 子 列 ， 则 说 了 满 足 Palais-Smale 
条 件 或 (PS) 条 件 ， 
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2.7.3 定理 设 站 为 实 Hilbert 空间 ， EC (和 ,Ri) 往 中 
(PS 条件， ec 二 inff( 下 ) -ceo， 刚 cEf( 工 )， 

证 ”假定 off 入 )， 则 了 a>0， 当 fT)< c+te 财 了 (2) 
心 。 否则 让 在 2 大 下 ， f(xo) c+, 了 ga) 一 人 和 一 1 2) 


由 (PS) 条 人 锌 ， 不 姑 设 ro 一 3E 爱 ， 而 这 推出 f(x}= 二 of 因此 可 设 
有 疝 述 性质 和 的 8 已 经 取 定 . 
取 定 Xo fiz) 过 0 十 E， 设 2( 科 是 方程 


9 一 一 (7)，z(0) 一 2n (6) 
的 解 : 设 扣 是 2 六 的 最 大 定义 区 间 的 右 端 点 ， 则 必用 三 ce， 事 
实 上 ， 当 0<tc es<G 时 ， 
|*(s) ~ zi<| lanlar=[ Jf'CrCr)) har 


AA 


因 入 f(z( 引 )) = 一 Ms(4)) :<0， 刺 fz(8)) 在 [0,6) 内 下 降 ， 

从 而 有 界 ， 这 就 推出 存在 常数 了 >0， 
re) a | gM, 

六 是 lz(s) -a( DI EM(s 1. (7) 

若 6<o0， 到 tw6 0， 则 (7) 推 出 [z(tn)} 是 Cauchy 列 ， 设 

T(tr)2， 在 4 的 某 邻 域内 应用 2.6.1， 将 可 使 (6) 的 解 z( 引 延 拓 


到 基 个 10,6')(6' >6) 上 ， 得 出 了 矛盾. 
于 是 多 (如 二 (2()) 在 [0,co) 上 定义 且 下 隆 . 由 Pp( 四 的 有 


界 人 性 显然 推出 lim]f'(z(#2))1=0， 于 是 有 机 00， ta (Fn) s 


使 得 f(z)0， 而 {f(zxa)} 有 界 . 册 (PS) 条 件 ，{xsi 有 极限 点 
zy 显然 (#0 二 e，f'(z)=0， 这 与 对 的 假定 巴 盾 ， | | 
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佑 少康 献 ， [20.» 153] ， 
习 是 

1。 设 太 号 一 天 说 及 两 次 可 微 。 若 ro 是 了 的 极 小 点 ; 呐 六 (的 下 六 BE 
若 产 (rr 四 下 2220， 基 人 天 ， 禾 -六 (ok 是 白 扑 同 构 ， 则 产 tr 的 是 正定 的 ， 


?。 来 使 六) = 站 + 3179rdy 下 最 小 的 隙 数 5 应 满足 的 微分 方程 ， 人 2 己 
| 


Rz 是 有 界 区 域 ，w | 站 是 固定 区 救 ， 
3。 设 发 是 自 反 衬 召 -空间 , 户 基 ~R, 车 人 在 尖 中 x ， 一 < x 推出 汪 呈 firs) 
守 (T) Tii dc 巧 有 界 有 前半 ， 则 在 介 4 上 和 达到 景 小 值 。 
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二 可 积 分 学 


当 章 依 条 件 递 次 加 强 的 秆 序 ， 讨 论 一 般 可 测 空 间 ， 局 部 紧 
了 7.11 学 Euclid 空 间 中 的 测度 与 向 量 值 可 测 消 数 的 积分 ， 

下 童 中 字母 召 总 记 一 取 定 的 旭 避 ~ 空间 不过， 大 部 分 结 
人 “用 于 户 是 实 如 -空间 的 情况 ， 人 在 给 百 - 值 函数 ff， 约定 以 
了 让 滑 数 zw)|， : 


S81 复 可 测 函 数 的 积分 


二 先 室 述 测 度 与 可 油 痛 数 的 基本 大 念 ， 

5.1.1 定义 ”给 定性 空 集 介 若非 空 的 YC(0 ) 对 可 数 
于 -中 运算 封闭 ， 则 称 x 为 上 的 oo- 代数 ， 称 (0 ,x ) 为 可 
池 守 ， 称 任何 4E€.w 为 可 测 集 ， Sido Cw Ai=]1, 2, 
下 互 不 相交 时 ， 称 140 为 4 二 年 4 的 一 个 分 解 (这 一 术语 主 
要 在 本 章 使 用 ) . 车 ( 口 ,oz ) 是 一 可 痕 空 间 ， 一 函数 gr > 
L0. ce) 满足: 4 忆 =n0， 正 当 14 是 4 后 如 的 一 个 分 解 时 44 = 
之 A4;， 则 称 14 为 测 座 ， 称 CQ, 4 ) 或 (人 0 ,vy ， “为 删 度 空间 . 
者 二 LU4n， pw4n<cof yiEN)， 则 说 4【《 关 于 六 大 rr-~ 有 限 
的 : 当 如 半 于 4x- 有 限时 赔 关 是 r~ 有 限 的 . 若 上 4=D， 朵 称 4 
为 零 测 集 ， 导 安 泗 集 之 子 集 得 可 测 时 称 为 完备 测度 . 车 对 有 
限 集 4CCO， kd4= “4 的 元 素 个 数 ”， 对 无 限 集 A4 忆 ,44 
9， 则 称 为 人 8 上 的 计数 测 座 ， 

关于 寞 论 空 间 ( 2 ,orz ) 的 以 下 性 质 是 显 热 的 ， 


1” 车 4， 吾 Ewr，4C， 刚 .4<AB 《单调 性 ) . 

2 霹 A1E 二] 2) 则 CU A) 寺 守 A 可 
加 性 ) . 

3” 设 141' Cf , 若 AC 坟 A 则 ECU A) =limgdAn( 下 
连续 性 ) ; 洲 41 沪 40D… KA 之 09， 则 (NA) =limaA, 
(上 连续 性 ). 

任 给 .CP(Q)， 人 上 所 有 含 的 9- 代数 之 交 是 含 之 的 最 
小 0 -代数 ， 称 为 由 多 生成 的 -代数 ， 若 如 是 拓扑 空间， 则 如 
中 的 开 集 族 (或 闭 集 族 ) 生成 一 9- 代数 多 ， 称 每 个 BBE. 多 为 介 
中 的 Borel 集 ， 称 多 上 使 紧 集 测度 有 限 的 测度 为 Borel 测 度 ， 

3.1.2 定义 设 ( 虽 ,xY) 与 (了 , 光 ) 是 两 个 可 测 空 间 ， 老 f; 
> 了 满足 f-18E .wr(Y BE 多 )、， 风 称 上 下 为 可 测 映 射 . 设 R= 
[- co, 十 90] 以 形 如 [一 co0,2)，(4,5)，(5, + oo 的 集 作 基 开 集 
导 和 拓扑， 产品 ~ 民 TfO-C] 。 车 任 给 Borel 集 BCRIBC 
Cl 天 :下 和 .ww， 则 称 了 为 (号 ,.) 上 的 实 [ 复 ] 可 测 男 数 ， 实 与 
复 可 测 函 数据 称 可 测 函 数 . 马上 仅 取 有 限 个 复数 值 fei 的 可 测 
函数 了 称 为 简单 函数 ， 记 作 f==BeXo,, et=D (f=601) ， 下 


面 使 用 之 oiX,, 这 类 记号 时 ， 约 定 e, 互 不 相交 ， 但 不 要 求 ¢; 二 


异 ， 

阁 轩 由 六 生成 ，Y SE ， fi18 Ew ， 则 显 热 1( 吕 ,7 ) 
疡 ( 了 了 , 泡 ) 可 测 (与 1,1.11 对 照 ) 。 不 难 由 此 推 出 : fj:0D2>R 
可 测 寺 之 YaER， 0(f<a) 可 测 : f10Q0>C 可 测 < 寺 >Ref 与 Imf 
骨 可 测 . 进 面 易 指明 ， 对 可 调 函 数 作 代 数 运 算 、 取 绝对 值 ， 对 
实 可 测 函 数列 取 上 [下 ] 确 界 或 上 [下 ] 极限 ， 仍 然 得 到 可 测 函 
数 ， 若 f+ 一 及 可 测 ，f*(2) 二 max {(z),0}，f-=( ~ 了 )'， 则 
了 "与 -可 测 ， /=f* -了 -、 

3.1.3 定 环 任 给 (8,.x) 上 的 可 测 函 数 了, 存 在 处 处 站 证 
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于 了 的 简单 函数 列 行 J} ， 且 fo 才情 |， 
证 利用 分 解 1=u+iv，4=4* -4"， 不 妨 假 定 f3>0. 
fn 二 1,2,…) 定 义 如 下 : 
Ek~-1 kl1 

fx)=1 2 2 

-ee fr) sr. 


ft) b=1,2, sa29 


{1) 
注意 f, 满 是 0 志 关 寺 有 所 … fj， 下 面 和 将 简写 作 0 气 f,7fF。 口 
以 下 给 定 测 度 空 间 ( 呈 ,和 ,AAA) .若是 一 命 明 ， 人 2(P})= 
[zeED1z 福 足 P}E.w， 则 可 用 (PP) 来 量度 “也 在 避 上 成 
阐 的 程度 ”; 当 #(CQCP))?=0 时 , 说 在 吕 上 几乎 处 处 成 立 ， 
例如 ， 当 (fw0)=0 时 说 了 在 吕 上 志平 处 处 为 零 ， 写 作 
0 0， 户 一 一 0 等 仿 此 ， 上 上 述 实 质 上 很 简单 的 思想 
开创 了 铀 度 论 在 函数 研究 中 的 极 有 价值 的 应 用 
给 定 人 上 几乎 处 处 有 限 的 可 王国 数 了 于 ， 下， fs， *" 令 
R601( fs) 若 Y EO O(N, 8) -0(Rro0), 
则 说 {fs) 测度 收 敏 于 了 ， 记 作 户 一 一 ,车 Y6>0, 4 4sE .yi 
Kd45<6， 在 4s 上 所 二 f， 则 说 ff 元 平一 致 收 化 于 了 ， 记 作 


一 > 了 ,显然 帮 > 六 > 了 且 上 一 > 了 .更 深刻 的 结论 是 
5.1.4 定 香 依 以 上 记号 f, 一 >f 坊 存在 子 育 ff 1， 
了 -一 > 若 4Q<oo, 则 一 >f < 一 f, 二 +f. 


证 车 fj- 一 >f， 则 可 递 次 取出 mm <， 0 (ms 
8 J<2 。 任 给 >0， 令 有 和 = (1)， 使 得 #0Q 5 所 


?2-"<6， 不 难 验证 在 Qa 上 jf" 地 f， 若 AQ<ce， 玫 一 >， 
删 时 BE > 
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lima! i 8)1= A U Qh, 2)) 
CaO Ff) 0 
任 痊 上 诗人 ， | 使 得 vy Di R62t, 令 
3 U QD) MASH 在 By Efr>f. [| 


积分 的 引进 自然 地 经 由 几 个 递 进 的 步 矣 ， 
3.1.5 定义 上 车 [=YcX 是 侣 上 的 非 负 简单 函数 ， 
Rh fax 二 0i4ei 为 站 在 上 的 积分 ， 
2" 若是 上 的 站 负 可 独 函 数 ， 则 规定 
fan =sup{ [gan| 多 是 往 单 鲁 数 ，0<w<7] (2) 


为 了 站 如下 的 积分 ， 
3 车 旺 如 工 的 实 可 副 函 数 ， 则 规定 


[rea=| fd- |fran {3) 
为 了 在 如 上 的 积分 ， 只 要 《3 ) 右 绒 两 积分 否 少 一 个 有 限 ， 当 
| ee 有 限时 称 了 在 2 上 可 积 ， 


4 车 ff 是 从 上 的 复 可 测 照 数 ，W 王 Rej 与 ?一 imf 可 积 ， 
则 说 了 在 人 上 可 积 ， 且 规定 共 积 分 为 


[sax = [ues + 让 ax. (4) 
5 车 | au 存在 ，4E we， 则 规定 
| fa = |fY ua. (5) 
但 上 的 可 积 前 数 之 会 林 记 作 1( 只 ,上 )， 也 篇 写作 1(0Q) 
或 五 ! 。 直 接着 出 ， 了 E 开 1<> EL 一 oo0 目 (fw 


号 7 


0)o- 有 限 。 当 必要 时 ， 积 分 fd 可 写作 | (zaut(z)， 


现 将 积分 的 一 - 些 短 单 性 质 综述 于 下 ， 
3.1.6 定理 设 f9ELC0D), a,.A8EC， 出 


1 | (af + Bo er =a| jaa +p|gdns 
2 | ja 一品 | 和 ap，L44 避 2 的 任 一 分 解 
3” 六 oj auo | farn = NN) 


A an =| fans 
5” 《绝对 连续 性 ) Ye>0，36>0， YAE HA<# 
人 | N44<e。 其 中 2" 一 4 对 任何 非 负 可 测 铺 数 成 立 ， 


直上 结论 的 还 明 可 依 3:1.5 的 模式 递 次 地 对 各 装 茹 数 完成 
以 下 的 收敛 定理 则 要 深刻 一 些 ， 
5.1.7 定理 设 9,f ,fi,f;，… 是 人 上 的 可 宰 洋 数 ， 


1”(Levi 定理 ) 苍 0-<f.74， 则 Fax = lm| Fan， 


2 (Fatov 定理 ) 若 记 >0， 则 |impnan <lim|Fan. 

3” (Lebesgue 控 制 收 化 定理 ) 车 | <gELD'，f .> 
(fp) ,Mf EL!, 且 | -有 aero [fda> ffan 
(n>00), 

证 1 只 要 证 ， 若 9 是 简单 卫 数 ，0<p<f，0<8<1， 
m/epanctim [ran. 令 4s 二 (fr Bp)} 则 AC A 
0 =U 4s， 于 是 


jeeav =lim|, Bodn<lim| Pan ， 
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2- 直接 由 1° 推 出 ， 

| [im Fe 一 | lim in frdn =ttm| inf ffp 

| <lim inf [fn = imls dau. 

| 3 若 f ,一 >f, 则 可 将 2° 用 到 29 ~ |fs- ff， 利用 3.1.4， 

| 可 将 f, 一 > 了 归结 为 1 ,一 >f 的 情况 . 站 

推论 若 {uwj 是 从 上 的 非 负 可 油 函 数列 ， 则 
zu)an= 5 usin. 


中 


若 K&D 之 oo, 在 人 上 fi 一 2f， 1frl 所 玉 < 之 co， 则 

| a 

] 车 (人 Df ,1) 与 (入, 多,?) 是 两 个 0- 有 限 测 订 空间， 则 可 依 
自然 的 方式 构成 “ 积 测 度 空间 ”( 人 9 x A, yf x 多 ,4 x+)， 其 中 


x 轩 是 从 xA 上 由 {4xBIA4E wy ,BE 多} 生成 的 0~ 代 数 ， 积 


测度 4 x 7 是 x 罗 上 的 唯一 zc- 有 限 测 底 ， 使 得 (4 x v)( 4 x 8) 
二 4.vB(4E ,BES), 关于 积 空 间 上 的 “二 重 积 分 ”及 
下 基本 结果 (证 明 套 夺 [21] ) ， 

3.1.8 Fubini 定 理 设 了 是 从 xA《 依 上 上 面 的 记号 ) 上 的 可 


济 函 数 ， 则 fez'<> anCz) flv,g) dav(y)<o0; fer 
时 ， 
{jac x +) = Jans) eat 
=Javcw) fs, ancs), 
”其中 积分 f(z,y)4v(y) 对 几乎 所 有 4 存在 ， 积 分 [f(x,y)Fp(z) 
对 几乎 所 有 3 存在 . 
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3 二 


一 一 


大 考 文 舟 ，[21，t27]，[651，f82] 
习 是 
i。 设 p 是 名 上 的 针 数 测 度 ， 所 DC， 则 1 EL 上! 从 ，p) -> 除 一 可 数 集 


(rn) 各 种 fw) 0, DI (rn |] oo 此 时 | /da= Er * 加 fz} ,由 此 


推出 总 琳 妆 北 轰 数 的 贰 可 了 以 重 排 . 
2%。 车 [及 aC RA 世 史 ， 则 几乎 多 全 世人 权 习 于 有 限 多 小 全. 


3。 进 9 寺 fi, umd rd i 时 | fndi—* 
允 


| fdnptAeE .wn . 
4 


32 向 量 值 画 数 的 积分 


本 节 中 设 ( 旭 ,wr, zz ) 是 抬 定 的 测 广 空间 ， 

5.2.1 定义 设 f1 人 88, 若 用 人)= fg 是 可 数 [有 限 ] 集 
且 集 8; 一 (f= 二 qi) 管 可 测 ， 刚 称 乒 为 可 数值 函数 [篇 单 苑 数 ] ， 
写作 f= aiXe (今后 用 此 记号 时 约定 e: 互 不 相交 ,但 gi 不 避 写 


异 ). 车 存在 可 数值 钞 数 到 [ff 二 >f( > |f ,和光 0)， 
则 称 了 为 可 测 团 数 ， 车 YopE Bz!'， pf 是 揽 可 测 钞 数 ， 出 称 f 
为 弹 可 测 函 数 ， 

“可 测 ” 与 “ 弱 可 测 ” 之 得 有 如 下 关系 ， 

3.2.2 定理 (Pettis，1938) 10> 芋 可 测 <-> 了 器 可 测 
且 几 平 可 分 值 ， 皂 有 零 测 集 4C 吕 ，f( 4°) 可 分 

证 设 f, 一 >f，f, 是 可 数值 汕 数 . YpEB' pf .> 
P°f， 可 见 了 是 弱 可 测 的 , 令 4= fz |fs(z)j 才 f(z ， 风 4 二 
0,，f(4) 舍 于 DCOI， 后 省 显 热 是 可 分 的 ， 

其 次 设 了 器 可 测 且 几乎 可 分 信 , 不 妨 设 育 = 入 |， 令 
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CC 


Bui=f-iB( 0 ni), :Bro=%, ent= Br U Barsln,t=1, 2, 
je 

下) 固定 时 eni 于 不 相 泥 ， Ueni=U Bos=8 = 令 六 一 

于 a ， 则 | 所 一 有 之 11n， 可 见 拓 党 f， 于 基 问 题 归 于 指明 


集 Bi; 可 测 , 这 声 雇 下 事实 推出 :由 1.8,7, 有 可 数 集 {psi 世 冶 ， 
fas 一 supl9utf -al ， 因 而 半 - el 是 实 可 珊 通 煞 ， 癌 


推论 1 车 f: 吕 > 如 可 测 ， 则 | 凡是 实 可 测 函 数 ， 且 有 避 


数值 光 知 列 汉 ,与 零 油 集 4， 共 A° 上 nc3f. 
推论 2 荐 五 可 分 ， 则 产品 > 关 柯 测 <> 了 弱 避 测 ， 


推论 5 车 六 8482 天 下 可 测 ， 昌 和 存在 本 拉克 


NJ" 8 
证 不 妨 设 忆 可 分 ， 于 是 有 有 可 数 集 {p 忆 8' {pw 1=0 


(1 [| 
任 给 可 测 函 数 户 @ 盖 关 ， 约 定 1fl = | few 
5.2,3 定义 设 fi 吕 一 .者 二 之 Q%。 基 可 数值 博 数 ， 


Hf 之 co， 则 称 可 积 ， 令 | Jan = Saner, 共存 在 可 积 的 可 
数值 冰 数 列 [>f，1f 一 抽 ,->0， 则 称 了 可 积 ， 且 站 
定 其 积分 为 fan =lim fd， fan= [fxadn(4E wr). 从 


刘 五 的 可 积 函 数 之 金 体 记 作 1 (8,8, 4 )， 也 简写 作 £1(9， 


Lp, Ll!, 
泽 。 对 定义 中 所 述 的 序列 {f,} ， 由 | fan- fan < 


fm fl + 所 一 了 i 推出 lum fodp 丰 在 ， 类 似 地 可 说 明 上 ja 
与 'f 的 选取 无 关 ， 因 而 积分 定义 是 合理 的 ， 
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3.2.4 定理 ‘Bochner，1933) 可 测 状 数 产品 加 可 积 二 -> 
fh co; 粗 言 之 ， “可 积 ” 等 价 于 “绝对 可 积 ”. 
证 若 了 可 秀 ， 和 如 3.2.3 中 所 这， 则 有 和 弛 一 有 | 
+ fr 之 co， 友之 ， 设 4 之 co， 取 可 数值 也 fn: 
六 一 > 六 【 依 3.2.I) ， 取 定常 数 P>1， 定 义 
ro) EE 
日 ， 否则 ， 


则 旨 是 汀 数值 函数 ，0 一 FF，9 | 二 pp 月 .将 控制 收 茂 定理 
用 于 [97， -ff|， 在 | [9; ~ fi 1 一 0， 本 了 全 也 1. 国 

者 对 所 乎 处 处 相等 的 可 积 汞 数 不 砍 区 列 ， 则 L110Q, 琅 ) 依 
纯 数 | 是 一 个 号 -空间 〔 参 落 3.5.1)》 ， 

通 营 积分 的 许多 性 质 可 推广 二 向 至 值 国 数 ， 

5,2.5 定理 1 JD! (0,E)->8， fr 一 jos 是 一 个 
有 界线 性 算 子 ， 1 若 fEDI(O, 有 ) ，14 有 是 


各 的 一 个 分 解 (3.1.1) ， 则 | fe4= 风 | fax (完全 可 加 性 )， 


2” 【控制 收 贷 定理 ) 没 f, 二 yf 或 fyf(<> | 六 一 月 
——r0, fr ELI(O, BE), | 有 cyEL’, WfELIHNI, ~ FI 


下。 
3” (Pubini 害 理 )” 设 (Q,4) 与 (A,v) 是 两 个 -有 限 测 
度 空间 ，f ED(Q xA， 瑟 ， WW xp)， 册 


fac XxX) =| dnlz) f(r, yay) 


Jeep [ea 


证 明 的 基本 思想 是 将 以 上 命题 归 化 为 通常 积分 的 相应 结 
论 《3.1.6 一 3,1.8) 。 例如， 将 3.1,7 之 3* 用 到 ]f~f 有 |， 立 得 


gr 


. 而 证 7ex a < 上 人 可 用 如 下 推演 ， 


一 | 


< | dn<| | 并， 
bel=1 
其 中 用 到 上 重 等 式 【《 司 与 驼 .1506) 对 照 )， 

v (fran )=jesfen， pe B', feL(Q, 8). (2) 
【21) 不 难 由 积分 定 浆 直接 验证 ， 

用 和 控 制 收 误 定 理 可 推出 以 下 常用 的 绪论， 

3.2.6 定理 设 了 是 某 巩 范 空 间 了 的 开 子 集 , 大 2 芝 ) 和 x 
U>E,0 <7-To0,Dif(z,y) 存在 且 对 zx 可 油 对 3 连续 ,1D2 玫 
<9,E LONOERCr t+), Mp9) = [fe,9)d (2)€ CU, 
8B), 且 

Drply) = pt1 (za), ohnrtls yEV. 


(3) 
证 直接 由 控制 收敛 定理 推出 (3) 之 有 有 端 存在 且 是 y 的 连 
续 国 数 ， 等 式 43 ) 可 归纳 地 证 明 ， 故 只 和 需 考 虚 =1， 取 定 yE 
UU 令 
{rh [fir, y+ h) fry) — fort st, BR] /站 | 
当 后 [充分 小 时 ，、 玉 (2,8) 对 2 可 测 且 有 (zB 29. (2)(82,1 
(10))。 于 是 当 潜 ,入 了 N00， 加 产 0 有 时 ， 由 控制 收 玄 定理 推出 : 


iim | Agcy, hn) - | ace) 5) / 1,1 
=lim| F(a, ka)dp(z) = limp(z, haplz) =0, 
达 正 表明 p'() = 和 fx,9)dn(z). 总 
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注 ”在 具体 问题 中 ， 力 $f(x,y) 对 zz 的 可 测 性 通常 是 满足 
的 ,例如 着 了 二 R"， 则 了 对 y 的 偏 导 数 是 可 浏 函数 的 极限 函 
数 ， 太 而 是 可 测 的 。 若 4 是 可 分 空间 介 上 的 Borel 测度 ， DD 
对 和 连续 , 则 可 油性 从 3.2.2 推 出 ， 共 次 ,3,2.6 的 茶 件 只 要 对 
局 部 地 讽 姨 . 若 上 是 可 分 紧 拓 扑 空 间 吕 上 的 Borel 测度 , D :在 
人 2 x TU 上 连续， 则 对 任 给 yo EV， 当 |y -yol 充分 小 时 ，|1 DD， 
fer, yo 十 1 可 作为 3.2.6 中 的 “控制 阴 数 ”g(x)， 

以 下 定理 使 得 可 利用 积分 来 估计 函数 值 ， 

3.2.7 定理 设 fEL(CO,B), FCB 是 闭 集 ， 若 对 任何 


满足 0< 过 44<<oo 的 4 忆 9， 有 -| Janee， 则 f(z) EF. 


证 不 妨 设 加 可 分 ， 从 而 是 第 二 可 数 的 (1.1.9) , 因 ( 
“0) 是 和 -有 限 的 , 故 不 站 设 A 吕 < 一 co , 因 开 集 户 "可 表 为 可 数 个 开 
球 之 并 , 故 只 要 证 ， 若 了 (ar)C 训 ,4 一 三 1Bfar)， 刚 44 一 0. 
假定 上 4>>0， 则 


Fm 


这 与 | faneP 矛 盾 . 口 
推论 设 FEELO, 巨 ). 车 对 任何 有 有 限 油 度 的 AC ， 
| fan =o， 则 fe0. 


以 上 于 论 的 积分 遂 常 称 为 Bochner 积分 .还 可 引 人 更 一 般 
的 Pettis 积 分 , 设 吾 是 任何 LCS，f1O>B. 若 YweB': pf 
= 且 存 在 £， 使 得 


v= |pefin (YeeB)， (4) 


al Hz)-alan<r， 


则 称 为 了 在 马上 的 Pettis 积 分 ， 记 作 ( 己 ) fen， (Pp) [fdn 
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存在 上 时， 它 必 是 唯一 的 ， 而 (2 表明 Bochnet 积 分 是 Pettis 积分 
的 特 款 ， 对 Pett 志 积分 亦 可 验证 ;: 


cP) fas t Bo =a:(P) {faut pcp) oars «5) 


lop sfsan hcp aaa (6) 
虚 中 (5) 要 求 右 端 积 分 存在 ，(6` 可 求 太 端 积分 存在 且 忆 是 B~ 
空间 ， 与 Bochner 积分 不 同 .Pettis 积分 缺乏 构造 性 ， 因 而 引起 
判定 可 积 的 困难 ， 不 过 易 证 明 以 下 结果 ,车 刀 是 自 反 人 -空间 ， 
fi BE， NER': prfEL!, 则 (P|fdx 存 在 ， 它 就 是 有 


上 的 江 两 B19 一 [pf24， 因 可 用 亲 图 象 定 理 推出 算 子 了 


LQ) ,yof 的 连续 性 ， 这 就 得 出 BEE”= 电 . 
参考 文献 ，i20]1，1391，142]1，[52]， [64] ，f185] . 
习 百 
1。 产品 -> 局 可 铀 过 -> 企 给 开 侍 F 王 王 ， 广 1F 可 翻 ， 且 了 几乎 可 分 值 ; 由 此 
说 明 3.2.7 中 的 天 18， 放 可 测 ， 


3。 了 E 了 1 (了 ， 呈 一 > 存在 向 单 国 数列 {pn} ，p > 


53。 设 1€E LQ, E)， | sa SnAtAE) ,WII, 


$3 向 登 值 测度 与 复 测度 


本 节 中 设 ( 旭 ,.w) 是 一 取 定 的 可 漠 空 间 ， 

3.3.1 定义 称 一 嫉 数 vy :wr> 攻 为 首 - 值 测度 ， 车 对 尾 给 
Ew 及 4 的 任 一 分 和 解 1{461(3.1.1)， 有 *?(4) 二 字 v(A,)。 称 CC 
- 值 [R- 值 ] 测 讼 为 复 [ 实 ] 测 度 ， 为 区 别 起 见 ，3.1.1 意 义 下 的 测 
度 岂 称 为 正 测 庶 ， 通 常用 4 汪 0 米 表示 上 4 为 正 测 度 ， 

53.3.2 定理 设 v 大 x 上 的 了 -~ 值 测 窒 . 邻 


J00 


jz 人 4) 一 sap [ZTC 4 是 4 和 4 的 分 解 ;?，44E.， 
(1) 

刚才 (4)， i 是 wv 上 有 此 性 上 质 的 售 小 正 测 度 ， 

证 和 企 给 4 的 是 个 分 解 140 ,18jt， 有 

之 | | Si dN Bs lvi { At, 

于 是 | 用 (4 人 人。 普 0s6s 4 而 有 4 的 分 解 
: A) : lt dnli=i,2, 于 是 这 二 二 lr A 
9 这 推 册 三 44)， 提 是 正 测 度 ， 宅 显然 
人 年 颈 所 述 性 硕 ， Li 

称 是 | 为 了 的 变 着 ， 称 | 站 二 ii) 为 » 的 全 变 着 ， 当 
上 co 有 时 说 + 有 界 ， 以 并 (2, ) 记 x 上 的 有 界 如 - 值 浏 论 之 
全 何 ， 仿 于 ( 介 ) 一 有 人 吕 ,C)， 不 难 验 证 型 (2 ) 以 全 恋 差 作 
论 数 起 一 呈 -至 间 ， 若 "为 实 而 度 , 则 有 有 Jordan 分 解 9 一 于 ~t 


其 中 力 一 二 中 土 ?7) 笨 为 开 油 座 。 


3.3.3 定理 营 吾 满足 条 件 ; 
£ 一 nf sup ered/ lz >0, (2) _ 


TTmtE es™ 

则 .wf 上任 一 玉 - 信 测度 有 界 . 
证 若 | 引 4=co， 则 有 吕 的 分 解 有 站 用 商人 > 

忆 izC4n1>p8-0+loC9)1)， 
由 于 (2)， 不 妨 设 有 ? :ms | 已?(4D 人 >I+loC9 放 ， 令 P = 
Ut Q ;二 Pi 网 fCP | 之 1 而 1 |r(PL)!- 
OI. 妨 设 i? (8@1) 二 co。 重复 以 上 论证 双 避 得 @; 的 
分 解 py, ot PLS ?| 【总 一 2， 刻 此 继续 ， 得 到 
互 不 相交 的 Pn |2tPnN>18 二 1,2, 尺 】， 这 与 Sr(CP,) 收 埃 
了 矛盾。 Ll 
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选 z= zl, ER TIAIEm) ?=D Ir 0， 有 "可 
分 为 2” 个 * 直 限 ” » 不 妨 设 +， ns zp( 了 所 机 ) 属 同 一 卦 限 ， 
之 | TY ”3 于 是 
1 1 ii 1 
去 | 之 了 之 寺 交 ， = 


i pF 及 < pe. 


1 f 1 区 
一 人 之 之 I >> 闻 之 这 中 1/n2", 


条 件 (2) 满 是 ， 因 此 R"- 值 (从 而 C"- 值 ) 测度 必 有 界 ， 由 1.8.5 
六 推出 ， 任 给 五 - 慎 测 底 >: Sup hv( 4) oc. 


Au 分别 为 上 的 正 测 度 与 忌 - 慎 测度 ， 若 #4=0= 过 
站) 一 0， 则 说 盖 基 -绝对 连续 ， 记 作 *>< 生 产 ， 

35.3,4 定理 ?HY 60, 3 人 0, 当 由 4464Er) 
时 |r(A)<e, 

证 易 见 当 ?E A 及 CO) 时 定理 成 立 ， 今 设 上 2 是 加 ~ 值 测度 ， 
ph， 但 有 AWE Nr AA.<2-"， Hv As)l 2 0 (n=1, 2, 
人 坊 BB 二 UIA41，4 三 门 Ba， 则 4=0, 取 peEB'， fel = 
1， pC2(A40)| 半 >28， 联 #1 >1， 司 得 Y CE wr ， 当 CCBo 有 时 ， 
wr =A\B,,, 则 Ir CD lp 0 >s. 
以 4*, 代 4; 重复 以 上 论证 可 得 CE CONC =， jr(C,)1 
二 2 邵 此 得 到 互 不 相交 的 Cnt NCO [>e(#==1,2,…)， 
这 与 之 光 C) 收 效 予 盾 ， 0 

取 定 .wr 上 的 正 测 府 2; 则 的， 下 ) 一 EM(GG, BY 
所 下 是 型 (从 , 忻 ) 的 闭 于 空间 ， 任 给 fE(D,, 上 42)， 令 


or(4) 一 | fan, 4Ewr， (3) 
则 最 然 2 和 佐 弄 (号 下)， 且 1 ， 任 给 e>0， 有 简单 旬 
数 儿 一 之 Ge 1 一 9 之 (由 3.2.3 直 接 团 出 或 参考 3,5.2)， 


i02 


jr Zl? (en) re) ZHry— re) er))| 
>>Ipl -lf -hlfl - 2e; 
这 表明 |?:1 = 二 上 fi,。 所 此 有 等 距 堪 人 入， 
LU EA ——> ME), fs, (4) 
称 了 为 ?二 ?7 的 了 adon-Nikogym 导数 ， 写 作 了 =dz/0p 或 8 一 
jan .Radon-NiEodym 导 数 确 有 导数 和 的 基 些 特征 . 
3.35.,5 定理 设 4, 上 是 ww 上 的 正 珊 席 ，r?rENM(GD,B)， 


dfd4 = 四， d=gdp， 旭 (iDt=Jgdu， 或 写作 中- 


人 9 ( 链 规则 ) ; 《二 ) | 21 《( 依 淹 度 和 2| ) . 


证 (i) 欠 知 证明 当 d4 一 gdx， 了 人 了 信号 ,加 ,4) 时 成 立 
jy fda =| ran 4 EL.or， (5) 


(5) 显 然 对 简单 函数 了 成 立 ， 从 而 (由 3.1.3 及 Levi 定 理 ) 亦 对 
非 负 可 测 函 数 成 立 (注意 由 3,2.7 有 yzP0)。 若 了 GE 工 人 只, 在 ， 
A), 到 简单 函数 pp， If 六 < Wy 

| (ws 


.se oun lhe 


-fo | et] Ip-f yap=st| ip -fidhc2e. 


A 
Tr 


(ii) 由 3.2,7 及 io(4)j < 4) 不 难 推出 出 二 1 (关于 
|r )， 任 给 rE (0,1)， 令 4, 二 (| 惠 之 ")， 则 依 (4) 有 


bl C4,)= [Ba lp) < el (4,), 


-这 推出 (C4,)=0， 从 而 | 让 汪 1 (关于 Iz| )， 是 
汪 对 于 ?€ MM(D)， 等 式 dv 二 hd|v| 可 写成 dy 二 ertd Iy|， 
并 称 之 为 » 的 极 分 解 (与 =e |z| 对 照 ，zEeC) . 
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3.3.6 Lebesgue-Nikodym 定理 没 上 4 是 上 的 9~ 限 正 
测度 .(iy 若 ?E HEQ,C"), 央 有 唯一 分 解 ? 二 ?a 十 ?st 关于 上 
的 Lebssgue 分 解 ) ， 使 得 ?6 改 #， 且 有 人 的 分 解 {P,8} : ral 4) 
=w( ANP), ve Ar=o( AN0) , AA=u( ANP) AEN) : 
(ii) 车 百 是 Hilbert 空 间 ， 则 (4) 是 一 等 中 局 构 ， 

注 、 若 百 是 Hilbert 空 间 ， 儿 是 吕 上 的 无 测度 ， 则 了?(02， 
=> 至 可 测 | | 并 ?EL I 信 内 积 

(Cf,93= [fers ger Yds (BG. 
是 一 Hilbert 空 间 . 关于 5L? 宇 间 的 一 般 讨 论 在 祭 中 进行 ， 

证 (1) 不 妨 设 * 一 1， 利 用 Jordan 分 解 又 不 妨 设 ” 是 有 限 
正 测 底 .首先 葵 虑 4i 人)Y<oo。 令 A4 二 ?十 Kn， 任 给 EL， 
4) (参看 85) ， 令 天 大 一 | fan， 

[uy | fd oe VAG tf 
推出 ECEYO 4) 下 是 依 1.10.3 有 有 9DLI(02 7) ， 对 性 
给 了 EL 2, 处 1 有 : 


fer={ 1902 = foo + fod, 


即 fa -far = |fgar, 77 : 
因 对 芋 给 4Ew 有 | Yuga |xadr en) 六 故 不 态 设 


0<geC1f3.27)。 仿 已 一 上 9<C1 下 一 P， 定 六 
ye A) = ANP), vel)=p AN QO, 4E 


刚 ? 一 2 十 pe。 由 (7 >， p8=| yogav = [1 -9 oar 0, 可 见 
有 =ANPLAeE wy) 任 给 4E， 由 Levi 富 9，. 


Pat 站) 一 1im | (odr= in 【1 一 站 yar 
Th 用 台 


4D 
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=im| .Ga 一 多 交工 十 明 十 … 十 办 Nad 


=1im| (gt: rg jap=| hag, 
站 马 肛 


直 中 表 == ?9"， 国 此 dp 一 Ran， Po， 

车 有 如 的 分 解 {如 dd :4091<co， 则 在 每 个 介 ; 应 用 已 证 结 
沦 号 得 世 所 要求 的 关于 > 的 分 解 . 背 ?=vs 十 93 二 2 十 ?1 是 两 
个 Lebesgue 分 解 ， Va 一 pcr jy， 且 闪 如 的 分 解 {P，@) ， 合 得 
二 0 48}， 由 此 显然 推出 v6 一 
DT ps 一， 

证 ) 具 要 证 (4) 是 满 射 ,人 芷 给 zE 阁 ,加 )， 显 然 | 囊 二 上， 
于 起 已 涝 的 (让 推出 Zs| 一 9EA，9EZB,A 任 给 简单 函数 
P=ZaXe, ad CCE, ST(P)=T, vier)), MN 


Tip) To il (Cer) 
PL 


其 中 上 上 记 上 Li 如 ,如 ,4 ) 中 的 范 数 .结合 Hahn-Banach 定理 
本 1.10.3 得 出 ， 存 在 hE :2(,, |?| )， 对 简单 函数 有 
ip) = | pr), hz) HI， 
性 定 4E 巡 ， 对 什 给 ga GE 友和 
Ca 7 A) =T(an) = { Ca, hs))d 四 ={a,| 2 p 


故 得 a=| hd tl ， 即 dz = |y] ,由 3,3.5、 可 提出 二 1， 
于 在 hg€E LO, BA)， dr 一 hgdhn，(4) 是 满 射 . 口 
注 EE MAOQ, BE) ,dr=Jd vi ，d wi 二 gdx， 则 等 式 
hg, 宇 g 可 形式 地 写作 & ?| jax 二 dyvjdxl， 
给 定向 量 值 测度 vw， dv feELn,B, wl) ， 可 
依 一 种 自然 的 方式 定义 了 关于 v 的 积分 ， 首 先 设 veE COY ， 
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定义 


frav= Je ps (8) 
其 次 设 ?E M(O ,号 )， 思 为 Hilbert 空 间 ， 则 定义 
[iar=f 006s), he) . (9) 


形式 上 ， 定 义 式 (8) 与 (9) 不 过 是 以 好 Iv| 代 换 左边 的 4 而 已 . 
因 两 式 右 边 是 关于 正 济 度 的 积分 ， 故 §1 与 织 中 所 述 的 积分 性 质 
有 相应 的 推广 ， 例 如， 对 (9) 所 定义 的 积分 有 不 等 式 ， 


Heevl < fic), cot al rl < lf) 1a tel C10) 
类 似 地 ， 对 积分 (8) 亦 有 : 
|zad < 1p| ， (11) 
参考 文献 ，[21]，[22]，[27]。[381。[39]，[521, [651， 


到 题 
1， 政 ”是 工 共 Lebesegve 抽 度 ， 任 拓 可 山 尝 4 二 驴 = [050)， 邻 
[1 
v0 BacANte-tnD) 


则 "是 R* 上 的 < 值 调 音 ，lizf= oo. 
2、 积分 (四 可 写 讲 | dy -jdys+iyfdya-ifrdy 其 中 是 正 皇 


| V1 — Voitiva— Ft 
3。 在 维 veE 财 UD y=sup1| jwdr | p10 一 >C 是 可 宰 轩 数 ，| | 
1}. 


84 局 部 紧 空 间 上 的 测度 与 积分 


本 节 申 设 唱 是 给 定 的 LCH(1.3.8)， 人 以 多 记 其 中 的 Borel 集 
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之 全 体 、 我 们 感 兴趣 的 是 吕 上 具有 某 此 “各 近 性 岳 ” 的 Borel 测 
度 ， 这 些 性 质 使 所 考 虚 的 测度 受制 于 空间 只 的 拓扑 结构 ， 从 而 
使 相应 的 积分 论 能 达到 更 深入 的 结论 . 

3.4.1 定义 设 上 4 是 人 上 的 Borel 测度 .车 4E 下，Hr4 一 
inf LAP |V 汪 4 是 开 集 ! [4x4 二 sup {4 |KC 4 是 紧 集 }] ， 风 说 
点 在 4 上 是 外 [内 ] 正 则 的 . 车。 在 Borel 集 上 是 外 正则 的 , 在 开 
集 上 是 内 正则 的 ， 则 称 & 为 正则 测度 . 称 久 上 一 如 -~ 值 油 度 >» 
为 正则 的 ， 和 车 1 中 是 正则 的 ， 

正则 性 条 件 蕴含 一 些 良好 的 台 近 性 质 ， 

35.4.2 定理 设 丸 是 人 上 的 正则 测度 ，AE 多 关于 uo- 有 
限 . 则 (i) VY se>0， 存 在 开 集 V 汪 4， pu(VNA)<<e; (ii)p 在 4 
上 是 内 正则 的 ， 

证 (i) 设 4 二 44;， Hn oe. 取 开 和 集 V ,二 A，， gCVn 
An)< a2 "(1 2, ) WF = UF, DA, HV A DAV, 
"An)<e。 

(站) 可 设 上 4<eoe。 任 给 se>0, 取 开 集 7 症 4， 证 二 PFA， 
A(VNA)<e，J4T<e ， 青 取 紧 集 KKCV， x#tVNKE)<e,， 如 
上 二 上 WW 是 紧 集 ;LCA4, pL AK-uW>nA-28，J 在 
和 上 是 内 正则 的 . 咒 

推论 设 “ 是 只 上 的 cc- 有限 正则 测度 ，4E .多 ， 则 上 在 4 
上 是 内 正则 的 ; Ye>>0， 存 在 开 集 刀 ， 闭 集 O， 2 集 口 ,中 。 集 
(好; 集 之 补 ) 正 ， 使 得 CCPECA4CGCD， ADNNOJ<e， 
A(CQO\F) -0. 

对 Borai 测 度 的 正则 性 要 求 其 实 是 易 满足 的 . 

5.4.3 定理 考 细 是 第 二 可 数 的 LCH, 则 从 上 任 一 Borel 测 
度 上 是 -~ 有限 正则 调度 . 

证 因 避 中 的 开 集 是 o- 紧 的 (1.4,11), 故 4 9- 有 限 且 在 
开 集 上 是 内 正则 的 ， 下 面 证 外 正则 性 . 
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首先 设 # 昌 之 co， 设 .xr 由 有 以 下 性 质 的 4 六 组 成 44= 
inf [uF |F 必 44 是 开 集 ; =sup [4 了 FIFOC 4 是 闭 集 } ,显然 x 包含 
所 有 开 集 量 4E.x 琉 AEsrv 若 4=UAr， AnEsv， 则 YY 85> 
0， 训 于 集 F 1 过 An， 闭 集 CAn RCVAFi) 人 #2~"(N 二 1,2， 
UP Ba ACV=UF,, stV\B, et Ur, 


\Bwm)， 由 此 推出 4E.w，.w 是 一 0- 代 数 ， 从 而 -x 一 光 ， 

一 般 消 况 下 ， 最 全 的 可 数 计 泗 族 .Ur ， 使 得 &UVUs<oo. 定 
六) 4E 委任 给 AE 多 ，e>0， 由 已 证 结 
伦 ， 和 有 有 江 集 一 4，Hn(TFA4 8s2 一 1,2,…)。 于 是 4CF 
三 DVD PA) DAFA)<e， 上 HW 在 4 上 是 外 正 
由 的 。 Li) 
现在 转 育 足 上 的 可 澳 因 数 与 积分 . 显然 经 个 EC(D,m) 
(关于 多》 可 宰 ( 敌 看 1.1.11，3.1.2)， 在 某 种 意 交 下 ; 人 上 
的 C"- 值 可 测 函 数 “ 和 任意 接近 ”于 连续 国 数 ， 

5 ,4.4 Lusin 定 理 设 w 是 如 圭一 正则 调 庆 ,产品 全 让" 为 可 
测 欧 数 ， 本 = 吕 人 天 0) ， pA<oo, 出 Ye>0， 99gEC(0， 
mm) A PLE oleslfl 《记号 见 8IE .3(17，81 .4(3)7)， 

证 设 已 得 hECAD,m) 人 (JE 念 且 人。 
当 记 二 co 有 时， 令 8 二 和 害 则 令 

= 人 1/ BC) (Ber) >>ps 

F(T) 一 

hr), ea) < Bp, 
则 9 合 于 定理 要 求 .为 证 所 述 h 存在， 不妨 设 4 是 紧 集 ，f 是 
实 冰 数 (否则 考 谱 它 的 各 分量) . 易 见 (fn)>0(n> 
co) ， 改 不 妨 设 卫 有 界 ， 可 设 0<f<1 (从 财 作 一 代 换 ) ， 
误 户 如 和 (1 ， 令 es 二 人 i 六 f(a 这 1， 放 = 二 0) ， 则 了 = 
之 72 Ye， 取 开 集 上 上，7， 紧 集 天 ,使 得 下 ,CenCPCP， 
CPF， 了 紧 ， AVAEn)<2-"e 取 如 EDUO) ， 大 ,< 如 < 
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Va, Mk= Soh EC DY, 
nO PA TMQ hn Yo Ce, 六 


推论 ”在 3.4.4 条 件 下 ， 存 在 jj CC my， 一 > 
车 上 是 只 上 的 正则 亚 度 ， 册 得 个 EC 8) 尖 于 天 可 积 ， 


| ekflwwlsuppf)<oo、 于 是 决定 一 个 线性 汉 本 
L000)—>C, fe fd, (1) 


当 f>0 肝 三 (人 320。 有 后 一 性 质 的 线性 泛音 称 为 正 线性 泛 画 . 
一 个 深刻 得 多 的 惠 实 是 ， 以 上 结论 的 道 也 上 成立 。 这 就 是 以 下 革 
各 的 

5.4.5 Ricsz 表 示 定 理 ” 任 给 0, (人 QY 上 的 下 线性 泛 阔 工 ， 存 
在 介 上 唯一 正则 测度 上 &， 使 得 = 二 ,， 

这 个 定理 的 证 明 较 长 ， 可 参看 [65] ， 世 本 吐 想 是 ， 尝 六 为 
所 求 ， 则 对 任 给 开 集 FC ， 紧 集 EKCV, 3 了 EC K< 
f<VI.4.8Y， 于 是 Kc 人 LfF): 之 KV， 可 见 

AV =sup Lf) {feEC DQ) < 人， (2) 
这 表明 由 互 只 一 决定 . (2) 也 提示 出 构 威 5 的 方 水 ， . 记 (2) 之 
右 问 为 hx*F， 任 给 4C 吕 ， 令 
ns# 有 4 一 inf LusT|T 忆 4 是 开 集 }， (3) 
则 问题 归于 证 明 ，w*; 多 就 是 合 于 定理 要 求 航 冯 . 

Riesz 表 未 定理 表 骨 ， 每 个 正 线性 泛 函 CD )>C 可 解释 为 
一 种 积分 ; 因而 LCH 上 的 积分 论 与 测度 论 实 质 上 是 等 价 的 ， 这 
一 结论 有 极 大 舶 意义 ， 它 指明 了 在 LCH 中 建立 积分 论 的 两 条 对 
立 和 的 途径 ， | 

(A) 直接 和 构 洁 一 正则 油 度 jx ， 然 后 御 介 及 台所 示 的 途 乱 
展开 基于 & 的 积分 论 ， 和 

CB) 首先 对 “好 函数 ”feEC.(0) 定义 积分 ， 得 到 一 正 
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线性 泛 函 荆 ， 从 而 确立 相应 的 正则 测度 x， 于 是 积分 扩张 到 任 
何 f€ TO, EB, 2). 

后 者 避 开 了 调度 4 的 直接 构 息 ， 实 际 上 这 种 构 追 过 程 已 由 
Riesz 表示 定理 一 次 完成 了 . 本 书 中 和 将 有 数 处 以 这 种 方式 应 用 
Riesz 定 理 的 机 会 ， 现 在 就 考虑 一 个 例子 ， 设 4 ,+ 分别 为 LCH 
如 与 人 9" 上 的 正则 测度 ， 则 可 证 盟 ， 对 和 尾 给 FE Co( 9 x 各 站 成 立 


Jancz) [FCs9)av69) = favcy) fz, yaa): a) 


将 其 公共 值 记 作 过 (下 ， 则 亏 旺 然 是 Co x 如 '} 上 的 下 线性 下 
国 ， 从 而 决定 号 x 好 上 一 正则 测度 nr?， 称 x 的 ?为 所 与 ?的 
“正则 Borel 积 ”， 若 另 与 马 ' 是 第 二 可 数 的 ， 则 积 测 度 wx? 
{参看 3,1.8) 是 正则 的 ， 由 3.1.8, 对 任 给 ECo(Dx 吕 有 


Lf)=|fatn x?)， 于 是 Riesz 表 示 定 理 推出 4 x v= 二 p69v. 


在 一 般 情况 下 ， 关 于 AGO 有 如 下 “Fubini 定 理 ”， 
5.4.6 定理 设 4,8B 分 别 为 ( 介 , 4) 与 (4 2) 中 的 9- 有 
限 Borel 集 ，fELND x xr), f(AxB)'=0， 则 


[facu@n) = [acs) {fz, arc8) 


=farcy) fs, anus). 


这 个 定理 的 证 明 可 姑 奢 [21]. 

鉴于 实际 上 只 梗 用 正则 测 座 , 我 们 约定 ， 今后 说 到 LCH 0 
上 的 正 测度 时 ， 总 是 指正 则 Borel 向 座 ; 而 记号 玉 ( 刀 ,四 ) 表 
示 刀 上 的 有 界 加 -~ 值 正 则 测度 之 全 体 , 型 ( 绍 ,a) 一 于 (中 ,C") . 
在 新 的 解释 和 下， 型 (只 ,四 ) 仍 然 是 五 -空间 , 上 地 (4) 仍 为 等 距 同 
构 ， 只 要 点 是 7- 有 限 正则 调度 ， 忆 是 Hilbert 空间 . 当 吕 第 二 
可 数 时 ， 正 则 性 就 可 不 予 考 碟 ， 

参考 文献 ，{1211，[221， [261，[361，f138] ，[152], [65] . 
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习 题 

1， 者 1 是 曲 上 的 正则 亚 席 ， 财 有 最 大 开 集 六 AP = 04 非 窒 开 集 有 正 谢 朗 
EC 0 ，f30 da=0 时 f =0, 

3，。 设 工 邵 3.4.5， 则 对 紧 集 六 CO unK =inf{LD | 下}, 


$5 空间 LL 


村 基 于 微分 党 的 “好 函数 ”的 空间 (8 "', ZB!' 等 )} 相 对 应 , 积 
分 学 导致 考 埋 由 “ 坏 函 数 ” 构 成 的 空间 上 *， 后 者 在 分 析 中 有 
同样 恒 权 {或许 更 大 ) 的 应 用 价值 ， 

以 下 设 1 志 ?< 所 co，8 总 记 8 的 相 悍 数 ， ?~ 十 7! 二 1， 到 
定 测度 空间 (人, ,4) ， 当 是 LCH 时 ， 总 假定 & 是 正则 济 
度 ， 对 任 给 可 测 芍 数 六 呈 百 ， 念 
(| fl ?dn ) “” ， 1<p< .00 
inf 上 2 名 一 co， 
写 jfj 为 上 不致 误 解 时 ， 工 2 吕 , 吾 ,天 ) 简 写作 三 扩 他 ,在 ) 
或 也 (AD 了) 一 二 Cl 车 有 是 计数 测度 (3.1 .1)， 
则 仿 下 (02, 也) 二 上 ?了 (2 吾 , 扩 ) ,而 1? 二 I?(N,C)， 弛 典 的 HS5lider 
不 千丈 


fl, = ©1) 


| Hf lgl ep lf ogy; (2) 


推出 三 负 不 等 式 上 ff 十 php< fp + ploCf,PEL?, 1<P<00): 
3.5.1 定理 ?C0 ,了 (P00) 依 范 数 (1) 是 ~ 空间 
{ 约 定 其 中 几乎 处 处 相等 的 国 歼 不 加 区 别 ) ， 共 中 的 收效 序列 
包含 几乎 处 处 收 就 子 列 ， 
证 只 考虑 p<ootp 二 oe 时 是 明显 的 ) .性 取 Cauchy 列 
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{fr CL?， 癸 信 (fs 天 6)o~ 有 限 ， 不 妨 设 吕 = 二 Udy, 109， 
递 次 萌出 三 二 1 扫 …， 使 得 1 一 ip<2， 其 中 gt 二 了 1,. 


于 是 利用 (2) 可 推出 ， 
AL Gp Ba A)? Co0, 
可 匈 19#! 几乎 处 处 收效 于 某 函 数 f， 由 Fatou 定 到 ， 
lf -frlselimlg: ~ fells, R=i, 2 


由 此 看 出 EL? 且 | -frip>0{n>o0). L] 
上 ?的 完备 性 表明 它 含 有 “是 能 多 ”的 元 素 ， 这 对 十 其 应 用 
是 极 重 要 的 .不 过 上 ?也 不 过 于 宽 巷 ， 它 包 合 茶 些 由 “好 随 数 ? 
组 成 的 笛 密 子 空间 . 
3.5.2 定理 设 1<P< eco， 则 工 5 吕 ,四 ) 中 的 简单 函数 构 
成 铀 密 子 集 : 著名 是 LCH, 则 Cet 昌 ,如 ) 在 L?(C0,) 中 秽 密 ， 
若 避 是 第 一 可 数 的 LCH,， 互 可 分 ， 则 上 ?{ 人 ,加 ) 可 分 . 


证 人 许 给 feE 上?， 取 可 数值 函数 列 {9w) ， 9 一 >f， 1gs| 去 
2 | 媳 ( 参 看 8211) 7) .将 控制 收效 定理 用 到 lg, - 了 ?得 出 1g, -了 }， 
~0. 其 次 给 定 可 数值 印 数 = 立 atYe E57, 令 f, = 于 ?aX。， 
易 见 在 Lr 中 ff. 

若 办 是 LCH， 则 显 热 Co 人, 召 ) 忆 L?， 取 定 aE8, AE .wr， 
4&4<o0， 任 给 ae>>0， 取 紧 集 下 与 开 集 ,KCACVF, wT 
EK)< er) PECAR): F<p<P(1.4.8), Wap 一 ax， 
忆 lale. 由 此 着 出 Co 只 ,8B) 在 Lr(0 ,加 ) 中 物 农 ， 

再 设 哺 有 可 数 物 子 集 昌 而 从 有 可 数 拓扑 基 3， 可 设 每 个 
UV Ez 相对 紧 (1.4.11)， 设 0, 4,s, 下 , 广 仍 如 证 明 第 二 段 ， 下 
五 的 有 限 徐 盖 1 玉 i 与 {FViE ,FEUCV 取 定 对 应 
于 WP 的 p EDD), 使 得 UP:<gp<<UU 再 取 5EB， 
fa-51<e， 则 


112 


om -axalp< elplsp+ lalle ~ Xalp< ce, 
c 9 于 关 . 因 29 档 成 一 可 数 僻 ， 鼓 ?7( 人 2, 豆 ) 可 分 . ” 加 
当 吕 为 LC 开 时常 要 用 到 与 己 ? 密 切 相 关 的 空间 
Li = 一 8 | 任 给 紧 集 六 CO KEL?) 
(3) 
L2(0. B)= lfEL EY, 在 ) 'supp 了 紧 } . 4) 
记号 ?6c() 与 52(Q) 药 意 义 自明 .全 给 紧 集 到 忆 Q， 令 
Err= | 丰 和 后 , 豆 } 依 半 范 小 {fz,s， 是 一 LCS 
(‘1.2.8 ， 当 0- 聚 时 它 是 F- 寄 间 、ZK?(f2,) 中 总 末 用 自然 
的 归纳 极限 拓 扩 (参考 §1 .0). 不 本 吧 证 以 下 信 含 关系 ， 
CCLICL?, OCLI CL oe 1 PE, 
县 所 有 包含 映射 过 续 (C(t, 百 } 中 采用 上 消 界 范 数 ). 
3.5.3 定理 设 纺 是 r- 紧 的 LCH ,六 GE 了 oo 人 ,至 ) .车 YP 


EVD), [pfen=0, 则 fe:0. 


证 不 纺 设 fe Li， 只 融 证 当 x4<eo( 4C0) 时 ，[ fan 
=0 (3.2,7 之 推论 )， 取 fg CO) | 一 从， -OK 各 
co); 司 设 0 -pn 扩 1，s 一 >%Y¥4， 于 是 由 控制 收 黎 定理 有 ， 

[fan=timffpdn=0. 口 

以 下 设 五 是 Hilbert 空 间 ， 任 给 gE L?' (如, 加)， 定 义 

ee fELrND,E), (5) 
则 Tg LO, EB)) ,HI < 
3.5.4 定理 。 投 1<p<eo, p 是 9- 有 限 的 ， 妃 为 Hilbet 空 
间 ， 则 L298)>(L?(Q, 召 ))'，gt 一 名 是 等 上 的 共 思 则 
构 ， 
]13 


证 ， 只 需 证 ， 若 TECL?)', 则 39EL? 1 T=Ty, 19ip' 所 
171. 

首先 设 4 虽 之 co， 对 给 定 的 4E wa 了 (aXa)(aE 加 ) 是 
号 上 的 有 界线 性 泛 阔 ， 于 是 有 4)E BE(1.10.,3)， 

TY 一 (of 4)) (YoE BB). 《6) 
(6) 确定 一 加 ~ 值 测度，，YeA。， 设 {4} 是 只 的 一 个 分 解 . 一 
任 给 aiE 太 ，1904=1 ($=1,2,…)， 有 有 
9 一 2 aigv( A)) Clad =1) 


一 SA) 
因此 ?CAN up >, [ae PCADN HPLED Yi?, 
故 得 1? 了 1< ce. 依 3.3.6， 存 在 9EZLD ,加 ) ， dv 二 964、 利 用 
《6) 可 验证 对 简单 函数 或 有 界 可 测 函 数 六 口 一 厂 有 

?= | re,g(z))4a， (7) 
投 ?>>1， 取 简单 函数 gs go 一 >g， jg 所 plg| ，p>1 是 任 给 
常数 ( 矢 考 3.5.1，3.5.2 及 82(1)) 。 令 =g/ lg| ， 虽 


lle <lim gro <limpygnlir® | los +h, gd 


<lmplgdl7? ThE gn ?ls= pl ， 
令 p 产 1 得 lglp 所 IP1.9==1 财 必 有 4191。 羽 1T1, 否 则 3 >1T1， 
4=9( jg| > 人 )，n4>0， 这 推出 
i€taay: | gl da=(A) Ta9) gl YAP 


于 是 证 得 9E 5?' (1<sp?<eo)， 因 简单 函数 在 工 ? 中 稠密 ， 故 (7 * 
对 任何 EL?(D 8) 成立. 
其 次 设 4, CC 4,CC…， = U4,, 天 doo， Lr?(A,, EF) 


1]14 


自然 地 入 人 开 史 ( 纪 ， 且 ) 于 设 名 所 瑟 玉 CA BB) 和 EAPLAVAP 
TF)= fC8), ga 0) dnf EL?( A BD), 可 设 gn| A = 
3)， 令 9(7) 二 limga(#*), 则 Levi 定理 推出 |g|y 志 | 了 | 上， 控制 收 


敛 定理 推出 T(f)=limT(fX4n) = | (fx), ga) da(f EL? (OD, 


EF)). . 0 
设 吕 是 LCH，Co( 昌 ,如 ) 【参看 1.4.10) 依 范 数 1 有。 是 一 
个 88- 妄 间 ， Oo(2)=00(02 ,CC) 是 -代数 ， 任 给 ?ENM(CD),， 
仿 


Lf)= [an fe ln), (8) 


网 I 二 1fhvic83011))， 因 此 上 ,E (COG0))'， 县 4,| 
< rl. 
3.5.5 定理 对 点 型 (只 ) 盖 (CE 0 ?一 也 是 一 等 中 
同 构 ， : 

证 只 需 证 : 若 TE(CA(Q)) 和 , 则 3vEM(Q)， T= 上 ,， 
fv 1TI. 令 

LD=sup{lT(p) | peEO(Q), lol < 和 月， (9) 
OfEC(N), 

利用 f 一 和 一 gu 十 这 -gb-) 将 工 自然 地 扩张 到 Co( 0 ) 上 ， 设 
Of1E OA DQ) ,Vp ECAO), pd fs [TPO =aT (0), 
la 一 1 人 0 一 1,2)7， 别 

iT(P! + | 全 (Pa =T(ep + ep ) < L(f +f), 
因此 元 5 方 ) + f+ ). 其 次 ， 若 % E00( 902 )， | 多 | 委 
fi 二 f2， 则 


Too < S| (Fe )| < + rg,), 
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故 得 五 (六 十 疡 ) 一 工 ( 太 7+ 荆 (f;)， 对 任 给 ,9ECo(t 和 ,RD). 从 
Lefroy+Li(f to 
Sp 
推出 (f+9) 二 (ff) 二 L(g9) ,于 是 已 可 看 出 工 是 Co( 如 ) 上 的 
正 线 性 泛 色 ， 它 依 3.4.5 -a 正 测 广义 .人 性 给 了 ECo(0)， 
设 Z(H =eLf) ls| =1， 则 |ECfF)| LL( (Re(lef))) < 
和 人 因此 五 本 5 妖 合 上 和 2 ;得 出 48) 所 | 上: 
171， 出 此 易 购 对 任 给 fe Co Q 有 L( 有 = |f64, 于 是 PCJ 
一人. 由 3.8.4， 存在 9€E 1"(9.7)CL(9， 
A [oly 
T=| foa4= far, fe Co 0), (10) 
洪 中 dv 一 gd4， 于 是 rrEM(0)， r= {lg ea <4 9) HT], 
而 {16} 表明 == 工 ,， 面 
83.5.8 定理 设 豆 是 Hilbert 空 间 , :C0 ,， 百 ) 依 9306) 所 示 
内 积 而 成 为 Hilbert 空间 ， 苦 {197i yer 是 荆 :CQ) 的 Hilbert 其 ， 


六 = | fpsap， 则 每 个 FE 2(D ,有 ?有 “Eourier 展开 式 ”， 


= > fps 
了 ji fiPis ‘il 
且 fli= 5 > Bf ? (Parseval 笑 过} ， (12) 


关中 和 大 的 着 久 如 同 81.10C3)(6) 让 依 L2(,， 豆 ) 中 的 范 数 
收 剑 ,于 是 有 等 队 同 构 了 7, BB, Ff 于 (f,)， 
证 ”性 给 有 限 集 7C7T， 如 同 1.10.5 一 样 有 
人 (13) 
其 中 f= 2 人 Ds fl = &, hfs 从 513) 推出 之 NF? 7 


lflis, fs 是 La， 下 ) 引 的 Cauehy 网 |， 设 在 五 354 , 吾 ) 中 
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在， 任 给 8E 百 5 依 瑟 并 如 )》 四 的 路 藤 有 ff 二 0 
or 二 {gof ;P=90fi) 。 册 此 推出 的 fg 各 下， 从 而 fs 关 下 
(3.2.2 之 推论 31, (111 得 证 .《12) 从 (13) 推 出 ， 最 后 , 任 有 给 (9;) 
ET EE), 从 lal"<oo 推 出 1 二 刀 99 构成 了 (他 E) 


中 的 一 Cauchy 网 。 设 了 > 了， 则 年 接 计 算 可 验证 f=at、 这 
表明 瑟 民 吕 ,下 ) > 下 (7 下)， 站 全 (是 等 距 局 构 . 上 

最 示 ， 建 六 一 个 挝 特殊 的 结果 ， 它 特 是 88.2，$§8.3 中 所 筑 
小 的 ， 
3.5.7 定理 设 (2,24) 与 (5 是 两 个 测 论 空间 ， EE 
LLDPE POONCEIPOCIE DR, TERN, NM 
关于 > 有 


(fen) sp) edn). (14) 


证 “不 妨 设 4 <<co ( 因 显 然 可 设 wz- 有 限 ， 取 分 解 吕 = 
ns 由 On ee 则 芋 利 用 鱼 式 (参看 3,5.1) 


(¥en) s(n) ee) 


不 雄 直 接 蛤 证 (14) 寻 可 数 簿 图 数 gg 成 立 。 任 给 a>0， 取 可 数值 
国 数 gt 人 D>L?(O')， 使 得 对 几乎 所 有 yE 吕 有 19(9) -gy)|s 
Ee 【3.2.2 之 推论 1 ) . 于 是 


| 人 
<| je dA | + ftw -gC (rncy) ， 
en +1, 


而 79=[| [to(y, ~ 96) rdacy) | dvs) 


< [fig 0) = ge) ?av sydpty) 


17 


一 《在 全 27 five) -9 (9) dn SarsQ) rr )， 


可 则 (eaxjke) - [Go)(e)du(o7| =0， 由 此 得 出 (14). 口 


参考 文献 : 121],， [27], 138]，[52] ,165]，[78] ，[85] ， 
习题 

1。 (p- 控 制 收 艇 定理 ) 。 设 {1 nC LP10, EE) ， 站 一 >/，| ,lge 
Lr， 风 在 L? 中 fi 于 Pp 之 吕 }， 

3， 设 1<p<ee,， 则 工 和 oc (四) 与 上 了 (四) 五 为 对 偶 ， 

3。 设 ( 全 0， (全 人 是 - 有 限 谢 度 空间 ， 任 给 力 E 了 Pt x 呈 :，PxXmTf1 
0 二 Tp ty) (tr) = pirgys WL? x Lr), 
作 F 一 Tr 是 一 等 蚜 有 同 构 ， 
ow, 


36 只 ”上 的 测度 与 积分 


54 中 所 述 的 在 LCH 上 导 人 积分 的 方法 (A)(8) 部 可 用 来 导 
和 及 "上 的 Lebesgue 积 分 . 若 用 方法 (A), 则 应 首先 构成 Lebesgue 
测度 ,要 点 是 :规定 任 一 方 体 0C= 肛 ? [ce 51)CR" 的 测度 为 LC 
二 TI(61 -gn) 然后 规定 开 集 下 的 测度 为 LV = uO0,， VF 是 方 
体 Os 的 不 交 并 ， 任 给 紧 集 乓 CR"， 取 有 界 开 集 下定 拓 ， 规 定 
4 二 pV ~ ph(V\K)， 通过 一 个 标准 的 台 近 程序 界定 出 “Le- 
besgue 可 测 集 ”及 其 测度 ， 若 用 方法 (B) ， 则 应 首先 确立 以 下 


事实 ， 每 个 fE CR") 有 确定 的 重 Riemann 积 分 .1(z)ds， 


从 而 得 到 正 线性 泛 函 fr-| .7(z)dz， 它 所 决定 的 正 测度 就 


是 Lebesgue 测 度 ， 两 种 导 人 法 都 不 免 有 些 繁琐 的 细节 .不 过 最 
终结 论 是 自然 明了 的 ， 将 其 概括 为 以 下 定理 以 恒 引 用 . 
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= 中 


a 
币 


bl 


3.6.1 定理 R" 上 存在 唯一 完备 正 测 庶 x ( 识 写 作 &n), 它 
定义 于 某 个 c- 代 数 空 上 ， 满 足 ， 

1” 4E F< 夺 广 存在 R" 中 的 ,和 集 与 G9, 集 G， 使 得 FCC4 
个， GONF)==0} 多 包括 所 有 Borei 集 ， 

2” 人 性 给 方 体 巴 =TITLao De) uC=11(bi ar); 

3” 玫 是 平移 不 变 的 : (7 十 4) 二 44， XER",， 4E 2. 

上 述 的 六 称 为 (5 维 ) Lebesgue 宙 度 ， 而 每 个 4E€ 之 称 为 
【?” 维 ) Lebesgue 司 油 集 .在 未 加 声明 时 , R" 中 总 采用 Lebesgue 
测度 ， 下面 以 4 或 48,83 等 记 # 维 Lebesgue 铀 度 ， 令 了 (7) 一 
AB(T, 7),， Br, 7) 一 超生 及 | fr -yl rR* 上 的 积分 论 不 同 
于 一 般 LCH 上 的 积分 论 的 重要 一 点 是 , 对 于 前 者 可 建立 Newton 
-Leibniz 公 式 的 基 种 推广 ， 从 而 使 Radon~Nikodym 翌 数 歼 得 较 

观 的 解释 . 
3.6.2 定义 设 f ELlo.(R*,), 称 


1 
A lr) rs, FO9 dy (1) 
为 了 在 B(x,T) 内 的 均 慎 ， 称 
sup_ 1 ， 
(Mfr) =supyptsy|s,,, lf hey (rER") (3) 


Bizery 


为 了 的 Hardy-Littewood 权 大限 数 . 当 


1itm -一 > 一 (8 ~ fiz) dy 0 (3) 


ro 让 FY Brrry 


时 ， 称 x 为 了 的 Lebesgue 点 或 简称 王 - 点 ， 其 全 体 构 成 了 的 
Lebesgaec 集 ， 记 作 瑟 y。 
若 令 9 =YsoofFtr)， 则 (1 可 写成 


Arf(2)= [f(y)0.(2 -yay, *ER". (4) 
《4) 是 一 个 “着 积 ”( 参 看 88 ,2) ，4;,f 的 许多 性 质 可 从 88.2， 
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§8.3 的 结果 推出 ， 本 书 将 不 再 深 论 。 上 / 显 热 包括 后 的 所 有 六 续 
点 ， 若 + 人 上/， 刚 3) 推出 
limArf(z) = f(r}. 1 


音 之 ， 著 zEZr， 则 大 rz) 是 “积分 ]F(g ay 在 点 的 导数 


因此 可 以 说 (5) 正 好 与 经 典 的 Newton-Leibniz 公式 相当 ， 本 区 
的 基本 结 录 是 ，(5) 几 和 平 对 所 有 xR" 成 评 、 这 一 结果 基于 极 大 
汞 数 的 一 个 不 等 式 ， 而 证 了 明 后 者 义 需 要 一 条 禾 盖 引 理 ， 该 引 理 
的 作用 牙 类 似 于 经 典 的 Vitali 和 覆盖 定理 . 

3.6.3 禾 访 引 理 设 可 油 集 4CR?" 被 R" 中 一 开 球 议 - 字 福 
盖 . 出 对 和 任 给 c<w4， 可 取出 有 限 个 互 不 相交 的 Bi1E 多， 使 各 
cmaB. 

证 到 紧 集 政 己 4， LK>c ， 取 多 的 有 限 子 族 几 , 所 盖 
太 ， 在 多 中 氢 有 最 大 半径 的 球 B,; 车 狼 , 中 有 不 交 于 青 , 的 球 ， 
唱 在 这 种 球 中 取 有 最 大 半径 的 针 了 ，…， 这 一 过 程 必 在 有 限 
步 终 止 ， 设 所 得 球 为 B,， … 若 BE .BN\{B,, ,Bi +: 
则 有 最 小 的 证 ( 寺 f 和 站，B 站 BB 各 人， 于 是 BCB*:，Br 泡 与 
号 同心 但 半径 扩大 到 3 借 的 妹 ， 因 此 


cukR<TpB TD. | 
3.6.4 极 大 定理 设 了 E 工 :(R" 加 )， 则 对 任 给 B >0 有 ， 
str Msp ei3"f}. (6) 


注 ”Hardy 与 Littewood 就 # 二 1 的 情况 证 明了 {6)(1930) ; 
一 般 的 情况 是 由 N .Wiener 证 明 的 (1939)。 

证 令 Mp= 季 MHz 让 ， 只 要 证 Yec<auMp， c< 
Berfli. YeEMs, 3re>0， (ro | ,He 1dy 
请. 由 3.6.3， 存 在 有 限 个 互 不 相交 的 球 B(xi, rs ) ，c<3" 
于 Vrs )， 于 是 
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gr 


Dt A 口 


暑 论 。 若 fE 5!， 则 加 f(x} 几乎 处 处 有 限 ， 
.6.5 定理 若 J El.(R", 局 )， 出 (3) 与 (5) 都 对 兄 乎 所 


一 RR" 成 立 . 
证 ”不妨 堪 ffEL'， 手 给 8 >0， 取 gECc(R", 了 8)， 1f— 
Tr(3.5.2), 任 给 By0， 仿 


Ppa= J Lim Arf (x) 一 大 了 > 有 


Qs= 各 | biz} ~ gtr Ps 
Mo= Ir| Mf - g(r) PB. 


显 > A 人 1 3.6.4 推 出 4Mp< 扩 和 3"8。 由 不 等 式 


lim A.f (2) -fr)l 
li {| Arf (rz) ~ Argl2)] + 44g 2) ~ 92) 
tle) -FNM 9) +t lg fe) 


推出 PsC 尺 和 ygUQe， 于 是 WPog 所 (3 十 1)B"1e.. 册 读 得 出 YW 忆 
> Pe=0, 这 正 表明 (57 元 乎 处 处 成 立 ， 


上 其次， 不 妨 投 FRIC {far ， + {qr} 己 肌 ( 禾 害 3.2.2) 。 


也 翅 证 去 主 i 对 几乎 所 有 的 XER" 成 立 ， 


= 1 | " 二 
fx) a =limyls | 了 ailay, t=1, 2, 


因此 对 儿 乍 所 有 的 +ER* 有 ， 


7 1 _ | _ 
dm |, ffi) — fw lay 


= inf | Hm my], ”} f(g) artay + f(z) ~ oil | 
=inf2olf{(2) — oil=0 。 


| 
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车 于 法 { 了 .| ,>o 满 是，( B.CB(z,7) 1 【这 ) infy B./ 
Vir)y>0, 则 说 18,} 纺 于 zz. 当 {Bj 坊 王 EL 有时， 时 然 


"~ 
[| 
| 


im- a Nf(9) = f(z)ldy=0. 
二 
推论 1 车 fi,,(R?"”, 下)， 册 对 几乎 所 有 的 zx*ER" 及 性 
何 缩 于 zx 的 18.i 有 


im- 瑟 -| flydy= f(r). (8) 


将 (8) 用 到 中 ,一 [zx 十 站 或 (2 -六 2 得 色 ， 
推论 2 若 fELio. CR, 训 )， 则 对 几乎 所 有 # ER 有 ， 
df ， 
放 of Cut (x). (9) 
现在 利用 3.6 .5 来 给 出 Radon-Nikodym 导 数 的 解释 . 


3.6.6 定理 设 ?ENM(CR*?) ?= 二 J 十: 是 bv 美 于 请 的 Lebe~ 
sgue 分 解 (3.3.6)， 半 缩 于 0 毛 Re*, 出 对 几乎 所 有 zz 区 民 " 


hyo (0) Lim?(*+ Be) ) 
本寺 0 


证 从 (8) 直 接 推 出 对 几乎 所 有 xz ER 有: 


因此 只 需 证 对 几乎 所 有 xzER" 有 


limzetz 十 有 0 (11) 
r= 下 FF 


可 设 ?, 为 正 测 诬 (否则 代 以 fz)， 且 B. 二 8B(0,7)。 令 


TY 十 号 ~、 i 
Ws {ze Bo ms Vr > 革 
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只 项 证 上 开 : 一 0 《下 一 1 2 0)， 由 3.3.6， 存 在 4CR3?，2i4) 
二 上 4A4* 二 0， 性 给 e>0, 取 开 集 忆 定 4， vA UE. 任 给 zE 
全 NW， 取 7s>01 BOY, re)CU TFIrs)< os BCX, rs)). 因 
ae=u(A 人 NNW) ~ EA( 有 有 站 玉 :)， 由 3.6.3， 存在 有 限 个 
五 不 相交 的 球 B1= B(x rz ) + 


HW a onBeta"v {Bhane, 


这 才 明 上 让 一 0， | 
郑 考 文献 ， [21j]，565j，[73]1， [74] ， [75] 。 

习 是 
1. 任 给 FE 也 ?及 再) (po), UmiArf -fip=0, 
2- 枉 凰 ff EC (RTE) Arf3firs0), 


3。 设 f 是 R*" 上 的 复 可 测 函 数 ， 风 对 任何 e>0， 窑 在 9E CR") p(x|f (x) 
天 入 (1 ， 


S7 园 变 澡 数 与 Stieltjes 积 分 


本 节 中 设 T=[a,8]，~-coo<a<b<oo, fr gl>C. 
当 dT n= 6 时 ， 说 P= 也是 了 的 一 个 分 划 ， 且 
约定 Af(#0)=f(20) -fre ), Vf P)= TrlAfe) |. 

35.7,1 定义 称 supV (f,P) 为 了 在 了 上 的 全 变 差 ， 记 作 


六 1) 或 了 atf) ， 当 V(f)<<oo 时 说 了 是 图 变 的 ， 车 f 右 连续 ， 
f(9) 一 0 且 V(f)<oo, 则 说 是 正规 图 变 函 数 . 从 7 到 的 [ 正 
规 j 而 变 图 数 之 全 体 记 作 BV 或 BV(P, )[NBV 误 NBV(I, 8)]. 
着 Ya>0，39>>0， 对 任 一 列 豆 不 相交 的 区 间 (ar B80)CcT 
2 at)<6 全 二 TB -Hai<e， 出 说 了 在 了 上 绝对 过 
续 ， 者 YEB' 9 是 固 变 [绝对 连续 ] 的 ， 则 说 了 是 到 转变 
[ 民 绝 对 连续 ] 的 . 
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昂 见 有 限 区 闻 上 的 绝对 连续 函数 是 铀 变 的 . 
8.7.2 定理 设 fEBV,，z(z)=V5(f) . 则 (i) 17- 
fC rt) rr)(r)s (HY rel: f(z+0)= lim f(r+ 


存在 (端点 处 只 考虑 fa+0),fa-0) ; 了 于 圣 多 有 可 数 个 间 
肠 点 ; 《iiiy f(z) 与 T(z} 有 同样 的 连续 点 : fENBV=37E 
NBV: (fiv] 存在 了 瞧 一 的 cE 殖 ，8ENBV 对 了 的 省 连 后 点 7 
有 f(x 一 chRTIHV(RY EP), 

证 不 难 育 接 验 证 w(x (4) 二 V2(f(?* 必 站 )， 这 就 推出 
{i}, 而 由 塔 请 数 7 的 性 轩 得 骨 Cii)， 对 于 (六 不妨 只 证 f(a +0) 
= 了 ito) 十 0 一 F791， 任 色 e000， 取 了 的 分 划 P= {zn ， 
Vif, PIT0) -rr， iAffrl< as 了 于 是 

wz) = hd Vs (fF) 
Vf Pte- Daf) 1 a. 

他 5 一 所 二 0 RT 二 fT 二 0)-c， 约 定 f(5+6) 二 (5) 
(56>07， 则 对 和 企 给 分 划 {zi+ 有 

了 六 下 [| 一 lim SIf(%+0) fog to VY, 
会 于 (iv 的 要 求 . e 与 的 唯一 性 是 明 最 移 。 - 而 

3.7.3 定理 Supl 袜 TFIBD)- 开 e0<ceeo< 能 加 变 ， 
sup 是 对 所 有 互 不 相交 的 区 间 (Car, 41C 入 7 的 有 限 级 取 的 ， 

证 设计 =supj2,1f(B a0]11 必 oo, 取 定 pEB8' 及 I 
的 分 划 P= {zt ， 令 轴 二 P(AFULD)! 由 

~ | ReAi |i Ret 十 | .Po 让 1 ciol. 


同 理 mh 2Mjgpj, 因 于 Vipef, PANMipl, pfe 
BV. ， 
逆 命 下 直 接 由 1.8 .5 推出. 口 
推论 ”了 弱 轩 鹤 二 380， YEEB'， V (pef) pio. 


了 2 


3.7.4 定理 车 了 E ZXC7 8), 则 Pe)= | fa (#t 记 


Lebesgue 测 度 》 绝 对 连续 生生 和 fj， 车 有限，G11> 玉 绝对 
连续 ， 恕 自 反 , 则 @(w)=@(a) +['@'(0dt (zE 7). 

证 ”定理 前 一 半 直 接 从 3.3.4 及 86(9) 推 出 ， 对 于 后 一 半 ， 
不 妨 设 1= [0,1]， 令 er=| 二 El}, m=2", 


?8 in 


je (Do (Oh oi, 


如 Gelfandt [29]) 证 明 和 的， 入 x) 几乎 处 处 存在 ， 于 是 .一 > 器; 
{ 和 参考 82 .1 习题 1 ) ， 由 Fatou 定 理 ， 


[ lo ld <lim| fn) dr Dy, 


可 见 罗 EL!， 将 道 常 的 Nowton-Leibniz 公 式 【 便 如 参看 [651) 
用 到 每 个 :BCE 8')， 即 得 所 要 证 . 症 
以 下 设 卫 有限 .以 了 == {zi,E 记 了 的 分 划 
a = 0 EE EV EE =D, {1) 
令 |P| =max(zi1~wii)}， 设 9 是 形 加 {1) 的 分 划 之 生体 ， 则 .> 
依 氢 序 “PP'<> Pi 之 1P 咎 ”是 一 有 向 集 (1.1.2). 
3.7.5 定 区 设 P= i300E PAF) = 了 (2) -fr ,), 
Agy(z) 仿 此 ， 
Sr(f,9) = FE) A Sr(9, f= Eg(S)AFs). 
(2) 


条 | fag-linge(f,9), gdf=limso(g,f)* C3) 


为 “ 哨 数 懈 *” (Ff， 9) 与 (9, 了) 的 Riemann-Stieltjes 积 分 或 简称 RS 
积分 ， 具 要 (3) 中 的 极限 存在 《参看 1.1.5)， 当 9fz) 王 zx 时， 
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称 | Tag 一 | 164 为 Riemann 积 分 { 参 其 82.2(7)) ， 
车 8 一 名 一 Yo<E Etn 一 1 一， 出 有 便 圭 式 ， 
ESVAg(s)+ 9 ATED) = ls, (4) 
甘 中 AfCED) = 二 了 (51) -FE (4) 推出 分 如 积分 公式 ， 
{fig=191:- [ gas, (5) 


具 权 其 中 网 积分 之 一 存在 《【 嚼 一 个 亦 必 存 在 ). 

3.7.6 定理 老 ( 世 了 连续 ,98EBV， 或 ( 计 ) f 弱 固 变 ，g 连 
续 ， 则 (3) 中 两 积分 存在 . 

证 只 需 证 {Sp(f,9)) 或 iSe(9, 了 )) 是 Cauehy 网 (1 ,2.9)、 
设 条 件 (D 满 足 ， 人 在 给 s>0, 取 56>0, 使 当 IAz|<6 时 IAflz)<<a， 
设 P= [ze 60 ,P= {yn 9 Pl <6, 1P’' |] 二. 信 = {2 841), 
2 二 人 仿 上 比 。 昌 

Spf ,9) -Sn(f, 9! 


一 2 2 [flér) -fiz Ag zs)l 
1 人 

< 2 Ne) -fr Ag(ze)| eV (9). 
”CA 


同 理 13 {f， 9#) —- Sntf, 9 eV (gs 后 此 


Sp(f, 9) — Sp f, gf 2eV tg). (6) 
车 笨 件 (ii) 油 足 ， 在 (6}) 中 以 (9, pr: 了 (peEB') 代 (ff,g}) 得 ; 
pSp9, fF — Sprtg, PO <2eV {poef E22pelopl, (7) 
与 无 美 (3.7.3 之 推论 ;。 从 (7) 推 出 
"8p(9,f) -Sp'(g, fo 2pe, 口 
推论 者 了 连续 或 弱 回 变 ， 则 Riemann 积 分 | dz 存在 ， 
RS 积分 的 基本 性 岳 可 综述 嫩 下 ， 
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5.7.7 定理 ()| fag~[ fag+| Jay，o<e<z, 假 定 左 
边 存在 : (ii) 了 连续 ， ye By 下 fed <hrc9) (iii) Ff 
连续 或 固 变 ，9 绝对 连续 >| fag=| fg'az. 交换 六 ，9 的 地 
位 后 上 述 结论 保持 正确 ， 但 对 于 (iii) 应 补充 假定 是 自 反 的 . 

3.7.7 可 从 复 值 函数 RS 积分 的 相应 性 质 及 等 式 

r»(f fe9) )= 9: fdg (YPpEE') (8) 
推出 ， 直 接 证 明 也 不 准 . 例如 设 fE BY, g 绝对 连续 ， 则 | fa9 
与 | fo'dz 缘 存在 ， 对 任 给 分 划 P 二 zj 有 
|>ftzoAgteo -二 freez 
< 中 .HeD -F609 oderV mex Igri, 


其 中 人 A= [zzd 。 由 此 推出 29= oraz. 
显然 i|g1= 二 Vg) 是 NBV 上 的 范 数 . 
3.7.8 定理 任 给 ?EM(R)， 令 g(2)=v(( -oo0,x1)， 
9 (00)=v(R), 令 G={g ENBV(E, Og(o0) = limg(z)}. 
则 闻 (R)C，pPHg, 是 一 等 距 同 构 ; pe>9, 绝 对 连续 ， 
上 tL 记 1 维 Lebesgue 测 座 ， 
证 设 vE M(R)， 任 给 及 的 分 划 {fz0， 
2 IAg,(zo) = (ze x bis), 
这 推出 Ft9,) 志 15|。 若 zw># 十 0， -00 所 2<co， 则 
lmg,(zo) = Nt - so za] ) 一 9 (2)， 


又 lim g,(z) 一 ?"(R)。， 可 见 9,E G、 若 ><x， 则 直接 从 8.3.4 推 
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出 9, 绝对 连续 ， 其 次 ， 给 定 9E G， 定 义 
Lp)= lim| ,pd p ECAR), (9) 

则 容易 验证 LrE (Co R))'，|Lol<V 9), 由 3.5.5, 有 ?E 

MORY: Lotp)= par(peE Co R)), ip1= 1Zl. 取 定 zER， 


作 mpn EE Co RD, 使 得 sapppsC| -w- 二 ,z+ 寺 |， pn | 一生， £| 


=]，9, 在 区 间 ( ~- -~ 工 , -可 与 (ez+ 工 ) 内 是 线性 的 . 因 依 
_ 由 

逐 点 收敛 有 Pr) ， 页 由 控制 已 化 定理 得 

v00, 1)- [esj < I$- pnd bol 0. 

其 这 ， 利用 9 省 过 于 及 9g 一 co 一 0 得 ， 


rt 


"+l 
ower) 9 -| gdp 


i z+1 
= -ms oa (Cr)， 


页 有 ?61 -00,%1) 二 9g(%)， 类 似 可 证 g,(c0) 二 g(o0)， 故 9 一 包 ， 
?hy， 是 等 距 间 椎 .车 98, 钨 对 连续 ， 令 人 pbp 一 8948 则 妇 雪 忆 ， 
eb 

viz, 91) 9 9.5) = gan = ws, 9), . 
由 此 推出 w 二 vy. 口 
汪 车 ?E 玫 (及 )，9 二 9， 则 和 其 Lebesgue 分 解 / 二 ?a 十 + 
《3.3.6》 得 出 9 的 相应 分 解 ，9=9o 二 9:， 其 中 v6 绝对 连续 ， 
9 称 为 了 的 窒 异 如 分 ， 它 请 足 9:E220 
全 给 ?所 于 (及 )。，8 一 纪 ， 了 三 开 !(R, 吾 | 下 })， 定 义 
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sag= a. (10) 


称 (10) 为 了 基于 9 的 Lebsseue-Stieltjes 积 分 或 简 称 LS 积 分 . 邻 
指明 RS 积分 是 LS 积分 的 特 款 ， 为 确定 起 见 ， 设 f EC(I, 吾 ) ， 


ge BV(1,C)， 了 有限， 依 3.7.2， 考虑 积分 | fdg 时 不 妨 设 gE 


NBVY。， 补充 定 交 fw 二 f(a gw)= 二 0 f(y)= 了 f(b8}) ， 9(y) = 
9(0N(w<g,y >58)， 于 是 可 设 9 一 9,ENBV(R, CY), vENM(R)， 
| 


| #29=| far=| fas. 11) 
网 当 z<y<3 或 2<sz<y 时 ?((z 让 )=g9(¥)~g(z) 一 0 ， 故 
上 er= 六 fear， 四 吓 对 (TD) 只 第 还 前 一 个 等 号 ， 任 给 >0， 取 


5>>0 使 当 这 zz <3 时 ，1Afz)i<e， 设 7 的 分 划 [fzj 满足 jw 
必 fj] < 全 Ai 一 (Fi Ep (31), 太一 Le， | ] ?9 出 


| Bfzoastzo -| Fad -| 至 | tea) -Fo 


< (flr 一 天 2 所 edsl, 


由 此 推出 (11)， 
参考 文献 ，{21]，127] ，f291，[39] ，{f651 . 
习题 
1 天 TO 一 > 工 ”f0yty， < Hzr0ti 是 绒 国 蕊 芹 非 图 变 的 ， 
2. 若 1450,c0) 小 忆 在 每 个 有 限 区 阀 [0,5] 上 绝对 连 纺 § fim Cfir) 4 f' tr)] 


= Mlimf tr} =0. 
Fn 


34。 如 了 ， ineECt RE}, 多 由 中 fn RD ff * 届 


执 对 连 纺 ， 删 
8 Fh - 
| fn 4 一 | fds. 
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第 四 章 ”解析 函数 


解析 函数 论 是 最 和 谐 的 数学 理论 之 一 ， 它 的 方法 与 结论 已 
渗透 到 许多 数学 分 支 ， 且 到 处 导致 深刻 的 结果 . 各 种 领域 的 问 
题 促 成 了 解析 函数 概念 到 向 量 值 铺 数 的 推广 ， 念 阵 分 析 与 算 子 
演算 ， 微 分 方程 的 解析 理论 ，Banach 代数 理论， 等 等 本章 
给 出 这 一 推广 的 醒 概 及 若干 受用 . 

-约定 ”本 章 中 字母 好 表示 复 B- 空 间 ; D(a,7)={zEQ 
蕊 -村 < 站 五 (97) 一 下 (07) (aEC， 7>0)， 任 给 某 集 S5 上 
的 呵 量 值 尔 数 了， 令 


1 一 sup. f(s) I. 


381 音 复 变 解 析 丽 数 


本 节 中 组 与 8 分 别 记 C 中 的 开 集 与 开 区 域 ， 

4.1.1 定义 称 任 一 可 徽 尔 数 太 人 2 下 为 人 内 的 (8- 值 ) 
解析 国 数 或 全 纸 国 数 ， 从 马 到 吾 的 解析 国 数 之 全 体 记 作 吾 ( 人 2， 
盏 )， 令 五 (如 ) 一 五 (12:C)， 称 如 上 的 解析 僚 数 为 整 函 数 . 

呵 基 估 唱 数 成 为 解析 的 条 件 形 式 上 要 弱 些 ， 

4.1.2 定理 给 定 函 数 jf:0>E, 则 fEH(N,B)<-> 
YoEBR' pfeEH(N). 

证 显然 fEH(D,E)>yYpEE' gefEH(D). 令 证 
其 逆 ， 设 YEB'， yefEH( 遇 )，zoE€ 昌 ， 要 证 

lim | E12) 122) -f(a0) |=0 


To 1 一 So A 


(1) 
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《{1) 将 推出 ne， 要 (1) 成 立 ， 只 需 
Tf sa) ys ftwo) - Hee fs) | 


HL 一 Eo Zs 一 Sg 
(2) 
当 [zi -zol (FE=1,2) 充分 小 且 %, 21， 2p 吾 异 时 有 界 . 而 这 又 竺 
价 于 昼 有 界 ， 因 此 只 需 对 任 给 9 五 (号 ) 证 J(9,zi 2 )【〔 其 春 
义 据 (2) 自 明 ) 有 界 .、 取 D(zx6,37) 计 昌 ,， 令 工 ={z| 近 - 和 | = 
27}， 当 0< | 于 一 到 <r( 一 1,2) 且 因 关 和 时， 由 Cauchy 公 
式 有 


9 (zt) = -2 (8) qz, b=0,1,2. 
DRL 上 守 玫 
于 是 
letz)) 
(gz 22)| < pa (2— Zo 2- 21) (2— 2 )) | 


rgl;. DD 


设 工 :z=z(DD(atep) 是 和 8 内 一 条 连续 可 座 其 线 ， 这 意 
味 着 z( 引 1 [6, 训 > 和 8 是 连续 团 变 消 数 ， 其 全 变 差 就 是 工 的 长 
度 ? 和 任 给 EC(8,B})， 称 Stieltjes 积分 


上 KaDaz=| F020) dalt) (3) 
为 了 沿 工 的 积分 .由 88.7(8) 及 3.7.7 直接 得 出 ， 
p(j .roezj=| pa)as, yep 0) 


iedsattis. 6) 
当 工 由 有 限 条 互 不 相交 的 连续 可 府 曲 线 万; 组 成 时 ， 自 然 规 定 
2 3 Faaz 
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为 行文 简 恒 ， 约 定 以 下 术语 ， 称 工 是 台中 的 力道 ， 若 它 由 名 内 
的 有 服 条 互 不 相交 的 连续 可 座 闭 曲线 组 成 ， 其 中 每 条 不 自 相 
次 ， 工 构成 日 的 一 开 子 集 D 的 边界 ， 当 涪 工 正 向 行进 上 时， 保持 
力 在 左边 、 

经 典 的 Cauchy 定理 与 Cauchy 公式 可 推广 于 下 ， 

4.1.3 定理 设 fECr)， 则 也 及 (如, 训 ) 寺 六 任 给 
避 内 的 围 道 荆 ， . 


| fz)dz=0: 
芒 了 EH(D,EB) 时 成 立 Cauchy 公式 ， 


mv f(s) 
0) = | dé, s€Q, nz0. (6) 


其 中 工 是 吕 内 环绕 的 任 一 围 道 . 

证 ”定理 的 前 一 半 由 4.1.2 及 经 典 的 Cauchy 定 理 推出 ， 
今 讽 jE 区 ( 吕 , 四 下 31 存在, 则 YPpEB': grf = 
{oof EH(H), 由 4.1.2, 了 OE HtNM,B)Y 从 而 了 + 存 
在 ,这 就 归纳 地 证 明了 ff 任意 次 可 微 , (6) 由 ge 了 =(p: 了 } 全 
(YE 及 经 典 的 Cauchy 公式 得 出 . i 

4.1.4 定理 车 f:9={z|r< 之 jz-9 太 Bj 如 解析 ， 则 
了 在 从 内 可 展开 为 Laurent 级 数 ， 


f(z)= 2 Calz ~ 4)", ZE Ls (7) 
1 ftoy 
Cn 二 | cl az， EZ (8) 


其 中 上 p= 了 61 ~ 二 Pp},7?7<p 之 RR; 车 了 在 Da, 品 ) 座 解析， 
则 子 在 Dlg, 号 ) 内 可 展开 为 Taylor 级 数 ， 


f(a) = ln)(z-a)", zED(a, R). (9) 


有 一 D 加 | 


132 


任 给 fen}oexC， 当 = (ESTei >>0 时 ， 黎 级 数 


{多 ) 二 3 On(2— {fF)" {10) 
sD 


表示 D(a, BR) 内 一 解析 国 数 ，(10) 了 即 其 Taylor 级 数 ， 

证 邻 时 (PP) 二 :了 zp， 从 (5),(8) 推 出 Cauchy 不 等 式 : 

fa EMPIDT, NEZ, TPLR, £11) 

取 定 zE 另 ， 设 TY 专 p< 5 -9 二 二 部， 则 (11) 推 出 : 
MP soa ip ), ned 
Mp ls -a in), nO, 
可 见 17) 夺 端 忱 傅 ， 于 是 (7) 从 经 典 的 Laurent 展开 起 推出 , 若 
在 Dt9, 情 ) 办 解析 ， 则 在 (11) 中 令 Pp 天 0 得 5n 二 0， ~# 二 1， 
2.….(7) 变 成 Tayior 展开 式 (9}。 级 数 (10) 的 收 仑 性 及 g 的 
解析 性 可 由 2.2.7 推 出 ， 口 

4.1.4 表 明 ， 从 吕 到 五 的 解析 下 数 就 是 能 .2 中 记述 的 C" 甘 
数 . 

刘 同 在 经 典 理论 中 一 样 ，Cauchy 公式 (6)、Laurent 展 开 式 
(7} 及 Taylor 展开 式 (9) 在 向 量 值 解析 国 数理 论 中 起 基本 的 作 
用 ， 这些 公式 表明 ， 解 太 函 数 在 其 定义 区 域内 各 点 的 秆 受 很 强 
的 内 在 联系 制约 ， 这 就 决定 了 解析 国 数 的 和 介 好 特性 ， 关 于 一 个 
解析 函数 的 不 福 的 信息 往往 蕴含 极 强 的 结论 ， 

4.1.5 唯一 性 定理 设 feEHCGG,}， 若 存 如 的 无 限 紧 子 
桌 4， fA 二 3， 刚 f 和 0， 

证 四 经 区 的 只 一 性 定 和 ，Y weEEB' wflA=0=—>p:f 了 = 
0， 因 此 f=0. | 

4.1.6 最 大 粳 原 理 没 fE HG,E)，4E€ 如 . (让) 车 
f= 1 (六 车 吾 是 Hilbert 窑 间 ， 
Cs) 是 局 部 概 太 ， 则 f(z) 二 (9). 


| ea 一 三 | 
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证 人 D 令 4={zEg@lifzil=|TCo)ij， 则 4 是 @ 的 非 空 
闭 子 集 . 今 证 4 亦 是 开 集 ， 为 此 只 需 指明 GE 44°. 令 工 .一 {4 
lz 一 a 一， 则 和 0 充分 小 时 ， 


Lo nl 


二 二 | f(atre dg Hf)), 
2 jo 


可 见 YasEEr fszii= 一 Ca) 故 oE4，e 的 连通 性 推出 
加 一 人 下。 

() 由 4.1.5， 有 只 和 需 指 明 = 邻近 时 fs 三 帮 G)。 设 天 同 
上 ， 玉 2 一 了 Were 一 如 则 当 ” 充 分 小 时 ， 


looie = a) -二 ‘fatre'') lL0 
2% Jr 


全 二 
~ | nonjr™+ "elim ga 
DG mn 


=|eol?+ lene, 

这 推出 cs = 二 00%==1,2,…)， 因 此 f(z)=co=f 了 (a). L 

推论 1 若 jEBH(GG,B)N OC(G,B)，G 是 有 界 区 域 ， 则 
jj 站 es | Fe ， 车 f1D(a, BR)->E 和 解析， M(r)= max jz 
则 导 (7T) 是 [0, BR) 上 的 增 阔 数 ; 当 百 为 Hilbert 空间 且 了 非常 
值 函 数 肚 ，M(r) 是 严格 增 硝 数 . 

推论 2 (Schwarz 引 理 》 设 产品 0, 吾 ) 症 而 解 折 ，F0) 一 小， 
M= sup f(z 冲 ， 则 


fC bl (Ck <B). 


特 推论 1 用 到 g(xz)=f(z)/z， 得 jp(z) 所 Mr( | 寺 雪 > 
区 及 )} 令 7?> 电 即 得 推论 2 .由 推论 2 又 推出 ， 
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推论 3 (Liouville 定理 ) 有 界 整 国 数 必 取 沼 值 。 

推论 1 中 的 等 式 ifiis==1 刑 5e 可 以 推广 于 菜 些 无 界 域 于 的 解 
析 六 数 ， 以 下 是 一 个 典型 例子 

4.1.7 定理 (Doetsch) 设 G={r+iy| cz<D yeER}, 
TEN(G, EINOCCOH, EB), IFooo, Mer) sup f(z tiy)!. 


则 
Mz) "ss Ma MCD) grab, {12) 
特别 ， 122 推出 ‘file = | se. “ 
证 不 妨 设 # 二 0，8==7《( 居 则 以 f(a 车 zx08 一 a)) 代 f(a))， 
著 (0) 革 (0)2>0( 耕 则 以 小 正 数 代 鞠 姑 C0) 或 导 (1) 证 明 (12))3 
进而 本 设 MO) 一 并 (1)=I (否则 以 邑人 5 一 星人 0 1(1) 
(2) 代 jz)). 于 是 问题 归于 证 1f(z)1<1(zE G). 著 lim f(z) 


二 0， 则 将 4.1.6 之 推论 1 用 到 一 个 充分 “高 ”的 矩形 [0, 11 x 
[8,28] 上 立 得 所 要 结论 。 一般 情况 下 ， 作 函数 f.(2)=f(z) 
(1+ez) te >0)， 显然 了 E+) 上 GE) 1(k=0，, 

1,yER), im fa)=0, 于 是 YzEG, |f(2))=H(1 tas) 


f(z 1 es! G1+e lz Se>0, 得 |f(s)|<1(0zE 人 G)， 
口 
注 12) 站 明 1nM(z) 《从 而 4(z)) 是 凸 函 数 ， 
关于 解析 因数 零点 与 孤立 奇 点 的 基本 用 语 可 自然 移 用 于 向 
量 值 解析 纯 数 : 设 fz)= 之 contZ— 0)" 【0< Ig-al <R), 


者 cn 关 0，2>0ia<0，Y8E<ca cz 二 0， 则 称 4 为 了 的 全 | 阶 

零点 [ 航 点 ]， 车 Y8<0，cr 一 0， 则 称 a 为 了 的 正则 点 若 a 

非 正 则 点 与 极点 ， 则 称 它 为 本 性 闸 点 。 若 z= 二 0 是 f(g ) 的 正则 

所 [零点 ， 极 点 ]， 则 称 co 为 fKz) 的 正则 点 [零点 ， 极点 1 ， 
参考 文献 ，[22]，[391，[42] ，[64] ，[65]. 
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习 又 
ii， 车 上 E 五 (各 ， 瑟 )， 刚 了 满足 Cauchy-Riema nn 方程 


下 Lapiace 方程 
a 02 
f= (2 + ys ) = 人 D0. 
2。 设 EE={bn}, an=Bbn/ ba ,f(a 二 Danznslzn} 和 DW;1) 是 一 紧 
无 限 案 ， 则 任 结子 列 {2。]: ff (zs )} 是 巨 的 基本 集 。 


3， 讽 三 在 6cf=z 一 叶 之 吕 网 解析 ， 则 5 是 的 正则 点 去 一 > 
和 


村 全 可 


4。 设 ft2) = 2 {a, ICE, Tn 天生， MF EE n 个 零点 。 


$2 多 复 变 解析 画 数 


本 季 中 史记 C* 中 的 开 集 , 写 出 zxEC”, 总 癌 昧 巷 2 一 (2 pw， 

zn)jy zj 和 CC。、 任 给 EC， 7 一 1 rn ypD0， 称 

P{a,r)= {2zEC le,- ay 7 {1) 
为 以 a 为 心 的 多 圆 杜 , 令 站 (a,7) 一 Pla,7), P(g.7) 的 作用 与 单 
复 变 理论 中 的 De,r) 相 近 . 大 妥 §2.4(3)， 记 号 2*，0s 及 2* 
(GEN", EZ") 的 章 叉 是 自明 的 . 此 并 ， 为 书写 方 儿 ， 约 定 
e 一 (1 1， 1) EZ". 

4.2.1 定义 ” 称 任 何 可 微 函 数 :02-8 为 如 内 的 { 加 -- 值 ) 
解析 (或 全 纯 ) 函数 ,其 全 体 记 作 有 (DB), 令 入 (二 
于) 称 每 个 了 E 五 1C" .8 ) 为 整 晴 涛 . 

上 市 建立 的 Cauchy 公式 (6)、Taylor 展开 式 (9) 有 到 
Laurent 展开 式 (7) 对 多 复 蛮 解析 函数 都 有 适当 的 推广 ， 

4.2.2 定理 设 fEH(OD.E),P{a,r)CO, aeEN"， 则 
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4 0 ... Js) 2 
oO"f{2) = Dt |; |, ets, (C2) 


其 中 zE Plar), Li={tEC lby~as 一 Te 一 lei 
dn 
证 ”首先 对 丸 用 归纳 法 建 江 ; 
aritz)=1(z) = L ST ng 


中 1 一 名 1 


| _ dol 。 1 
QR doa (ZTi)" 

" 7 fo6) i 
PP 


于 晨 (2) 可 用 对 iol 的 归纳 蕉 证 明 . 口 
推论 对 2) 中 的 六 令 2 mr 一 ,Sup，， IfCz)|， 则 


， | TY 
‘Df ay < AC) 


9 utN", {3) 


4.2.3 定理 若 fpfar)CCey 下 解析 , 则 了 在 PCa,r) 
内 可 展开 为 Taylor 级 数 ， 


I(2)= RB, jf(a)(2 ay). (4) 


反之 ， 苦 f{3) 可 表 为 在 P(ta,7) 内 收 襄 的 各 级 数 ; 
f(a}= 和 >， Cef 人 一 站 jc Ce 和 部 ， (6) 


网 了 在 PCa,7) 内 解析 ， 且 (5) 为 其 Taylor 展开 式 . 
证 取 定 2E Plta,?), 设 zi 4s<py 芝 ?yy 令 了 Dj 二 {61ECI 
后 ;一 8 三 Pj， 则 (4) 由 如 下 演算 得 出 ， 
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-1 , f(se) . 
f(z)= cz2 | CE 


= a 
(27i)" j,. i oo Es Ar) ™ fo) ads 


轩 Blatt), 上 -et a6 je -os 


= Tl orf(a)(z-e)*， 


acN? | 


邻 考 虚 (5)， 取 8,tE PC(0,7)! D8 人 Tl , 业 
之 Cnt? 政 敲 ， 南开 =sup'set <co， 当 zE Pt(a,#) 时 ， 


ez— a Mei, EN", (8) 
-1 -1 季 - 
二 M(I- 旦 (1 -至 ) 一 3 a {7) 
tl én 在 芭 阿 此 i 
(OE H) 


可 逐 项 微分 任意 次 且 微 分 后 的 级 数 绝 对 并 一 致 收效 ， 利 用 (6)， 
比较 (5) 与 (7) 后 看 出 ，(5) 束 项 微分 任意 次 语 在 PC9,8) 内 一 致 
了 政和 化 .于 是 2.2,7 推 出 了 在 Pre,r) 内 解析 , 有 0"f (a)=a16o. 
[Ll 

注 从 4.2.3 的 证 明 看 出 ，Tayior 级 数 (4) 本 筷 及 逐 项 微分 
任意 次 后 在 P(4,7) 内 紧 一 致 软 敛 . 

推广 Laurent 级 数 党 用 到 贺 环 的 一 个 高 维 拓 广 ， 称 一 区 域 
好 于 Ca 为 Reinhardt 域 ， 车 zeEQ，%EC"，|%| =1 恒 推出 
《Ng 球 环 {zEC| pz<p 人 及 已 (0 和 万 (0， 
T (0O<P<PO 0<r <7r) 是 Reinhardt 域 的 典型 例子 . 

4.2.4 定理 设 CCC" 是 一 Reinhardt 域 ，f EH(G,E), 
出 隆 在 女 内 可 唯一 地 展开 成 紧 一 致 由 就 的 Laurent 级 数 
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fz)}= a 


证 设 所 述 展开 式 存 在 . 取 ee G，2 天 0， 则 


a-*(2n)-"f" - f(ae, oo Cnefgaye-tt ER 


= 5 (2zr)-*e 上 . | Eileth"0gg = 0p, (8) 
FE 卫生 -x 一 下 


其 中 FEZ， 0 一 2380， 可 而 cs 由 了 叭 一 决定 . 

下 面 证 展开 式 的 存在 性 ， 任 给 5EG， 取 充分 小 的 82>0， 
使 Ce,e=izEclsi-Icice， 1<y< 有 CCG、 利 用 昔 揽 
变 和 解析 联 数 的 Laurent 展开 式 进 行 迭 代 ， 本 得 fz) 在 0(6 ,8) 
内 前 一 个 Laurent 展 式 ， 


f(z2)=  04()28 EO(E, £), 
凯 语 全 1 


它 在 0(5 ,2) 内 紧 一 致 收 钱 ,车 6'EO(E,E), es(c')z# 是 上 在 
0(6',#) 内 的 Laurent 展开 ， 则 已 证 的 唯一 性 结论 说 明 cs( 5) 
二 cx(6'), 可见 cl) 局 部 取 常 全 ， 从 而 cs()=es 与 无 
关 . 所 得 级 数 王 cez* 在 9 内 紧 一 至 收 伊 . 口 

Hartogs 证 明了 以 下 基本 结果 (例如 参看 [56] )， 

4.2.5 定理 若 f(z1,…,z4): DC 分 别 对 各 变 元 是 解析 
的 ， 则 feEH(D)。 

4.1.2 与 4.2.5 有 如 下 推广 ， 

4.2.8 定理 任 给 ft> 百 ,以 下 条 件 互相 等 价 ， (i) fe 
HH(O, BE) (Ci) 天 < …, zn) 分 别 对 各 变 元 解析 ，(iii) YmE 
EB', wf EH(D). 

证 显然 {让 之 (i) 由 4.2,5 说 明 (这 )=>(riii) 

现在 假定 (证 )。 取 定 zE 品 ， 设 FP 了 (xz,r)CD, 由 4d.1.2， 
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gjf5) 存 在 ，07 一 97171258f1 和 了 安 #)。 今 证 

Aflz, Bh) ~ DOsf (a)h;=oh), hEP(O,Y), 
为 此 只 要 证 ， 当 4 让 充分 小 持 ， 

(二 1 “LAFCz, Rh) = D0sf (2)hy] (9) 
有 和 界 . 如 同 4.1.2 一 样 这 只 要 对 任 给 9EE 蝇 (9 ) 证 J(9,#) 有 界 . 
令 g(tz+ 二 hh) 二 Ch，EPOO,7T)， 基 (3) 推 洪 |eol 所 /5 
时 一 supecFtsiry 96 令 Pp 一 C7 2 人， 则 当 济 之 112p 
时 ， 


1JL8 页 ) | 一 jj 丙 一 | 三 ,cals] 站 2 也 La 
-一 一 SS hy| 
< C2 -) 
< 2 (PIB) 2Mp, 


二 

此 外 ， L541.6 对 于 多 复 训 解 白光 数 挛 有 相应 的 扒 
广 ， 但 这 些 结果 包含 在 更 一 般 的 4,3.4 一 4,3.68 中 ， 此 处 不 兴 单 
独 诈 明 . 控 上 所 述 ，“ 多 揽 变 理论 ” 岂 平 只 是 “ 单 揽 变 理 论 ” 
的 平凡 推广 . 实际 上 ， 销 为 深 人 就 会 发 现 二 者 有 着 深刻 的 羡 
别 . 试看 一 典型 例子 ， 设 4,2,.4 中 的 G 有 性 质 ，Y jE {1,2,…， 
好 习 2E 一 【例如 当 ?>1 时 球 环 p 之 1z| 之 Pp' 就 有 此 
性 质 ) ， 则 从 (8)? 者 出 ， 当 于 和 Zr 有 某 个 有 <0 抽 必定 cr 一 0 
从 而 过 cxz# 实际 上 是 一 每 级 数 ， 这 就 得 到 ， 

4.2.7 定理 敬 Reinhaidt 域 OCC" 有 性 质 ，Y jE {1,2， 
“B32E GE 1 二 0， 则 每 个 了 EH(G, 百 ) 可 延 拓 鸭 到 一 
{2EG} 上 的 解析 函数 ; 特别 ， 
4>1 时 P< 加 <o" 内 的 解析 函数 可 解析 地 延 拓 到 球 -14| 之 
P!' 内 . 
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贝 此 又 推 组 以 下 与 单 复 变 理论 大 相 径 寿 的 事实 ， 

推论 设 昌 CC，n>1， JEH(Q,B)， 则 了 没有 了 珠 立 奇 
点 ; 若 了 EH(G2)， 则 了 没有 孤 并 零点 . 

关于 多 复 谈 解析 车 数 的 特殊 的 延 拓 性 质 ，Rattogs 还 证 明 
了 志 下 结果 (这 里 已 推广 于 向 重 值 示 数 )， 

4.2.8 定理 设 P=P(0,7)CC” n>1， VV 是 9P 的 一 邻 
域 ， 使 得 六 但 了 连通 {这样 的 了 显然 存在 }》，fEHCV, 吾 ). 则 
于 可 延 拓 为 已 UF 上 的 解析 国 数 

证 取 充 分 小 的 2>0， 令 5; 二 "yy 一， 使 得 G==P(0,T)、 
(0,8)CV. 显然 GE 满足 4.3.7 之 条 件 ， 拓 此 用 8 可 延 拓 为 间 == 
P 上 的 解析 隧 数 .gg 在 FF 从 P 的 非 空 开 于 集 6 内 等 于 ff， 而 
VNP 连 通 ， 因 此 9 必 在 WNP 上 和 刍 于 了 (全 看 4.3.4)。 定义 

F(z)~= 3 2 
y(t2), 4EP, 
则 枣 (2 是 了 在 PEUF 上 的 解析 延 拓 ， 口 
参考 文献 [22]，[39]，[54]，156]. 
避 是 

1， 人 局 -> 瑟 解 煌 < 一 > zi + ri) 作 鸭 (ii 

yn) 的 函数 可 投注 是 3 + OEfED FINCCr oCm, (otis 


"eT Gad nse 性 mtrvm) 解析 二 一 Uh (hm) 蚌 
(ri， 2 wy TH #nl 的 可 微 消 数量 

OH 

drs Oi Oy dri" 


2， 了 上 ”省 数 六 只 宅 R 一 下 可 扩张 为 如 + 他 王 C" 上 的 般 析 函数 关 -> 任 苔 
暴 琳 二 福全 9 A YaEN', IER, Of tn Nat d'"', 
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8$3 从 向 量 到 向 量 的 解析 函数 


本 节 设 召 , 下 是 给 定 的 复 站 - 空间， 名 记 了 中 的 开 集 。，“ 包 
五 是 复 吕 -空间 ”这 一 条 件 使 得 一 个 可 微 国 数 六 总 C 上 一 吾 有 称 
良好 的 性 质 ， 在 若干 方面 颇 类 伺 于 复 变 解 析 北 数 ， 因 此 我 们 也 
这 种 函数 为 (从 向 若 到 向量 的 ?解析 国 数 ， 且 亦 合 用 妃 ( 妇 ,五 ) 
这 类 记号 . 这 里 的 情况 颇 类 似 于 从 "可 微 的 实 变 实 冰 数 ”过 洲 到 
“可 徽 的 复 变 复 国 数 ” ,定义 的 形式 几 有 乎 设 什 么 政变 ， 而 所 定 议 
的 对 象 却 益 别 极 大 . 

推广 纪 的 结果 到 一 般 解 析 冰 数 的 基本 方法 是 引进 “ 复 参 
数 ”. 给 定 fEHCO,E),， XE FEF, 则 NN v= 了 (r+ 
4) 是 基 个 加 D(C0, 呢 } 内 的 加 ~ 信和 解析 函数 ， 于 是 ( 依 旨 (9)} 有 
Taylor 展开 式 ， 


f(z+48)= 训 > > 6"f (2 Bar, | RR (1) 


其 中 6"f(z ND) = + 4h) | (2) 


称 为 了 在 点 ?关于 的 了 阶 变 分 。6"f(x,) 关 于 最 热 是 nn 次 
齐 次 的 ! 5"f(2, 块 ) = 二 876"f(z,8)， 当 ji 六 | 充分 小 时 ， 可 取 电 六 
1 ， 于 是 由 (1) 得 出 
fs 十 有 = ST 了 人 fy (3) 
LT 雹 上 

本 节 的 主要 结果 是 指明 (3) 是 一 个 “真正 的” Taylor 展开 式 ， 这 
是 通过 凯 明 "f(x, 衣 ) 的 性 质 作 到 的 . 

首先 引进 抽象 的 齐 次 多项式 慨 念 。 任 给 对 称 的 a 重 线性 算 
oFx xFrE, SS ar)=ar"—q(F, +, +)(TEF)Y, 则 
4 翅 R 深 齐 次 的 8(f2) 一 48(2)(EEC，xEF)， 称 & 为 以 a 为 
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极 形 的 4 次 齐 次 多 项 式 ， 规 定 其 “ 范 数 ”为 
at =sup{lacr)t Hz|el} (4) 
4.3.1 引 理 ” 任 给 对称 的 4 重 线性 算 子 a1 了 "> ,| 站 |<o0 
< > al=supliazi- za | Tel<1,1EjER) 0 且 
al an el (5) 
a 由 & 唯一 决定 ， 
证 由 A(z2); 过 |al lx" 直接 推出 沁 上 al, 其 次 ， 
设 fi 让 二 J 人 后 下 (1L<sy 和 1) 则 从 


.| 2"qagyee Bn 一 ， > en 站 (1Y1 十 … 十 enTn) | 
cene 土 | 
2"|a|n” 
推出 “oj 所 (nM/a1)|a1l. a6 显然 是 一 线性 映射 ,#8=0 志 
la ofal=0-=a=0， 可 见 @ 轮 一 决定 4. 


4.3.2 引 理 车 户 品 全 四 全 在 是 好 -可 徽 的 ( 见 2.1.1)， 则 
YE 2.1(2)) 关 于 记 十 线性 的 ， 

证 取 定 +E 2， 只 需 证 56f(z, 5) 对 六 是 可 加 的 . 任 给 
人 4.2.6 推 出 ， 当 | 刘 亮 分 小 时 ， 了 (十 加 所 十 
sR) 是 久 二 及，, 及 ) 的 解析 函数 ， 子 基 

fs 二 A 二) fs) 
= 7, +A BH oC). 
令 及 二 ， 守 得 BCE 高 十 有) 二 GC2 ,7 地 (,)， 门 
现在 已 可 证 明 素 节 的 基本 结果 ， 

4.3.3 定理 车 了 E 中 (8 五 )， 则 EC ， 即 YYE 1， 

in 当 [i<rr 持 有 Taylor 展开 式 ， 


feth)= 总 Lf) (6) 
证 给 定 XE, 取 p>0, 使 得 Blr, pCHN, 且 
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型 =Sup，.oF70z+i<eoo. 任 给 下 E 瑟 (0,p) 由 (2) 有 81(iT) 
有 


he 
A 


SR! max ,f(r+ AaB ARL MN 
于 是 对 任何 &E 下 有: 
7 -| 下 " 下 ph 
lo"f(z, Bi=l( tt) 4 ff 全 
nl | 天 3， (7) 
令 52 二 56f(x,R)， 归纳 地 定义 
Gf Cs, hs) dn Of ry Ry, ,en 1], {8) 
则 可 归纳 地 指明 
好 "站 全 下， 


本 
Pr AS ht + nn) 和 = wan=0， (9) 


由 (8) 及 4.3.2，6"f(z3 和 ，… ,有 ) 甘于 每 个 名 {1 志 j 之 #) 是 线性 
的 ; 由 (9)， Of {rh + , hn) 关于 【有 hn) 是 对 称 的 . 将 
df(tzak, 站 记 作 Pn hn 对 固定 的 省 [人 本 是 一 
个 对 称 的 = 重 线性 算 子 ， 且 不 难看 出 pa(z) 下 一 Br, 于 
县 从 (7) 及 4.3.,1 推出 ; . 
ops Cn a) a Mp = M(t oy)’, (10) 
从 而 nts)E LP, 玉 )(n2>1， 记 号 见 §1.6(5)). 
由 (3), 存在 "=>>0， 当 [<r 时 ， 
js 十 下 一 T oz)t, (11) 
D RI . 


其 中 已 置 (x) 一 gol2) 有 如 ， 定 义 
PrtF x x FEOF, E), 


16f(e 8)} =) fet 28) bo 
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(A | hE pn ER), 
网 ar) ELAR LOF, ED) HIP) loot) (1) .其 
次 约定 2) 二 (2) 二 p15)，(11) 右 端 对 大 逐 项 微分 后 得 
> CL ‘12) 


Lr 
鞭 中 人 二 CX)。 今 考察 (12) 的 收 僵 性 。 因 由 (0)》 有 
11 pa) MR pe 
#1 区 中) 克 < ) | 3 
而 知 级 数 FR 二 1pl""iz" 的 收 侣 半径 可 直接 算出 


Np 故 当 :iDP73 时 ，(]2) 绝对 并 (对 上) 一致 收 化 今 
: 一 Inpin fs， ， 则 当 呈 7 时 依 2.2.7 之 推论 有 : 


Frz 十 有 一 全 1 rrihr, (13) 
nap Nl 
轩 $2ELIF,LF,E);， 再 (13) 推 出 
| wm 
Le 1 


ds T™% Tr] 
< 人 0 


必得 jz: 一 多、 这 表明 也 也 是 吕 肉 的 解析 国 数 ， 从 而 好 
纳 地 推出 了 EC 人 在 》， 因 


人， 有 一 -和 PC 直入) hao=f Ce)h", 


页 从 3) 得 出 Taylor 展开 式 (6). “二 

现存 来 推广 4.1,5 与 4.,1.8. 

4.3.4 唯一 性 定理 设 fEH(G,E)， GCF 是 一 区 域 . 
车 了 存 某 个 球 B(g,p)CG 内 恒 为 零 ， 则 了 =0. 

证 令 4 二 (G(f=0))*，、 央 4 是 非 空 开 . 集 ， 邻 证 4 亦 是 
8 的 闭 子 集 ， 即 G 站 4Cd， 和 尾 取 ECG 站， 取 球 8B(6,7)CCG， 
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YY 所 且 (6,7 门 攻 ， 任 给 8 抵 喇 (57)， 念 2(2)= 开 4 二 1 六 ) 
3)， 则 224) 是 基 个 包含 实 区 间 [0,1] 的 平面 区 域内 的 百 - 值 解 
析 国 数 ， 它 在 4 一 0 的 邻近 恒 为 零 ， 于 是 4.1.5 推 出 大 她 一 2 人 1) 
一 9(0) 一 0， 因 此 卉 五 (2,7) 一 0， 从 而 5E4. 因 G 连 通 ， 故 
由 = 一 人 好. [J 

4.3.5 最 大 模 原 理 设 fcE(G,B)，GCF 是 一 区 域 ， 
4E2， 若 |FG)=1 feel 是 局 部 极 大 ， 吾 是 一 Hilbert 
空间 ]， 则 JfCz) 有 |fCa)| [f(z) f(a)], 

证 设 jf(a)|l=lfic, 令 4= {zeEGI f(z)=1f(a) 站 ， 
如 同 证 4.1.6 一样 ， 只 需 证 a€ A. 取 Blo,7)CG， 任 给 xE 
B(a,7)， 令 (A)= 了 Az 十 (1 一 24)q), 则 gg() 是 某 个 加 D00， 
如 XR>1) 内 的 解析 函数 ， 它 以 1p00)| 为 “最 大 模 ”， 于 是 
4.1.6 推 出 12 二 fp(1)1=1p(0)|=|f(a)， 可 见 ze 4， 
4&E 4 ， 定 理 另 一 半 结 论 揭 证 明 是 类 似 的 ， [J 

4.3.6 Schwarz 引 理 设 f1B(0, RCF->E 是 一 解析 国 
数 ， 天 0) 一 0，| fc <， 网 f(z) CCM RB)! 
BB). 

证 取 定 4EB(0,B)NO0， 邻 (4)= 了 (Az)， 则 pC(%) 是 
加 D0, Biz) 内 的 解析 函数 ，g(0)=0， 于 是 由 4.1.6 之 推论 
2 有 f(a)|=ipODl<MCR/s = MI/R) ls. [J 

推论 (Liouville 定理 车 f: 了 -> 如 解析 且 有 界 ， 则 必定 
fz) const, 


参考 文献 ，[2], [19], [39], [54] , [56]. 
习 题 


1。 者 吨 是 揽 Hilbert 空间 ， 刚 fH 和 CT- 间 z|‖ 必 林 可 微 《〈 眼 定 di 
>0). 

2. 黄 fH E), OCF, f 在 避 的 一 无 限 紧 于 集 上 为 稚 推 不 出 了 -= 0， 

3。 着 有 CFE 处 处 口 - 可 兵 且 局 部 有 界 , 则 f EHtD,E)， 
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4 收 敏 定理 与 正规 族 


设 旭 是 C" 或 其 个 复 五 -空间 了 的 非 空 开 子 佘 ， 对 H(,B) 
中 的 序列 考虑 局 部 一 致 收 笋 《1.3.2) 是 可 联 的 ， 这 种 收敛 蕴含 
很 强 的 结论 ， 

4.4.1 定理 设 序列 {} CH(B, 百 ) 局 部 一 致 收 人 证 于 卫 ， 
则 了 解析 ， 且 [着 全 人 21) 在 妇 内 局 部 一 致 收 伍 于 和 2 车 史 
CC 出 0 站 jj CoaEN"”) 在 号 内 紧 一 致 收 化 于 0ef。 

证 ”只 需 证 {ff/} 局 部 一 致 收敛 (2.2.7)， 任 给 球 B (a, 37) 
CY gE DY, rE Ba,r), $3(7)( 取 二 1) 有 : 

gahl=idg( sr, Br |B ig caysrys 

网 此 1 有 本 人 seasar) - (1) 
特别 ， 取 gg 二 fy Je(j,kEN) 得 出 所 要 结论 ， 口 

推论 若 虽 CC", 骨 豆 ( 吕 , 吾 ) 依 半 范 丐 如 了 je | 天 性 台 紧 } 是 
一 也 -空间 (对 空间 有 (如 , 是 ) 下 面 总 作 此 理解 ), 它 是 8 ( 吕 ， 
如 ) (认定 QCR*") 的 亲子 空间 铀 分 算 子 六: HCD,8)> 
开 ( 吕 四) 是 连续 线性 算 子 ， 

4.4.2 定理 设 0QCcC”，B 是 Hilbert 空间 . 则 H?(0,8) 
三 有 (BNLYNOD,B) 作为 5D, 玉 )( 姑 看 83.5) 的 子 空 间 
是 一 Hilbert 空间 ， 其 中 的 序列 收 敏 草 含 紧 一 致 收 三 ， 

证 取 Cauchy 列 [六 HD,)，P(l9,27) 广 遇 ， 仿 证 

fa) — fo fy folofm "Ps {2) 

这 可 民 之 以 证 gl 人 Tiers Co)?， gE€E HNGO,B). 仿 
9(2)= Pea zm 0 2—=4+yEP(G,27r),， dz, 是 Lebesgue 
测度 ， 则 

lgli> || C9ca), ge))aray 


Pte ry 
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3 2x Ti Fn wan 1 
= 县 中 国 四 号 里 ian’e 号 
站 Din 0 


Seppeei2 "sr )ps prdpd0 


一 加 uD Ti 站 pip, 


“pneroAtd ndg 
一 《2 Da rit 2 at 2) 
arr g(a) 2 


(2) 推出 {fj 在昌 内 陛 一 致 收 敏 子 某 个 feEH(D, 吕 )。 而 由 3.5， 
1， 有 (fs 的 子 列 {941 9 ELAQ,8)， 国 此 9 二 汪 f © 
LA, )， 定 理 结论 由 此 得 出 ， 1 

糙 给 4ACHCO,)， KC9, 约定 A(KE)= {f(x) Ed 
z 各 天 | ， 若 YYsE 怠 ， 存 在 z 的 邻 域 P，A(V)CE 有 界 ， 则 说 
4 局 中 一 致 有 界 ， 设 马 CCr, 4CH(B, 吾 ) 相对 紧 , 则 称 4 为 正 
规 族 ， 这 疙 味 着 万 中 任何 序列 包含 紧 一 致 收 做 子 列 (1.3.4)， 
是 然 正 规 族 遍 部 一 致 有 界 . 寻求 一 解析 图 数 族 成 为 正规 族 的 条 
件 是 解析 颁 数 论 的 基本 课题 之 一 ， 这 方面 已 有 大 量 经 典 结果 ， 
其 中 莫 些 可 推广 于 向 量 信 解析 缘 煞 

4.4.5 3l 理 ” 设 4CCH( 旬 , 斩 ) 局 部 一 一 臻 有田 ， BCC", 则 4 
在 任何 紧 集 六 C8 上 等 度 连 绪 《 矢 看 1.3.5) . 

证 利用 (1) 推 出 {ffE4} 亦 在 旭 内 局 部 一 至 有 界 . 设 
L=EK+BoO, nH, M=sups. wtf lc， 任 给 a>0， 令 0 二 min 
fr, ej 开 H}， 则 当 z,6EEE，|z~61<6 时 ， 对 任 办 JE4 有 

fs) -00 EM ls -6|<e. Di 

4.4.4 定理 设 昌 CC*，AC 理 (日 , 玉 ) 遍 部 -一 臻 有 界 。 则 
以 下 条 件 互相 等 价 ，(i) 4 是 正规 诸 ; (ii) 任 给 紧 集 KC 号 8， 
4 五 )C 吾 相对 紧 ! (iii)Y gE A4(2) 忆 8 相对 紧 ， 
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证 设 4 是 正规 族 ， 于 亿 号 是 装 售 由 
pF:H(Q, Ex 了 > 站 22 
连续 推出 4 站、 一 BC4x 乓 ?相对 紧 ， 显 然 【i 之 (证 )， 今 仍 定 


(iii)， 任 给 序列 导 )1C4， 紧 焦 区 王 吕 ， 结 合 4.4.3 与 1.3.5 可 
得 且 {fy) 的 子 列 在 起 上 一 致 收 仇 ， 再 用 一 次 “对 角 线 法 ”得 出 
这 村 的 紧 一 仇 站 化 子 列 . L1 


车 旦 二 C3?， 册 4.4.4 之 条 件 fi 放 } 自 动 福 轧 ， 故 有 

推论 ” 设 日 性 C"， 刚 4C 有 (89,C") 是 正规 旋 < 志 之 4 局 部 
一 臻 有 界 ! 天 ( 旬 ,C*) 是 Monte] 空间 《参照 2.4.4)， 

解析 阔 歼 列 的 收敛 性 本 用 形式 上 能 得 多 的 条 忻 推 出 . 

4.4.5 定理 (Vitali) 设 介 连通 ， 序 询 {fj CH(9, 有 5) 
局 部 一 臻 有 界 且 在 集 4C 忆 如 上 每 点 收 就 。 则 当 以 下 条 件 之 一 满 
是 时 和 jj 在 从 内 紧 一 致 及 人 敏 ，( 匀 4= jz} 世人 CC， zr 关 2 亿 
QO; (ii)2CC", F=C", A I. . 

证 ”首先 假定 (i)， 不 妨 设 0¥zp>0，B=JD(0,1) 守 9， 
ffs1《( 秩 则 预先 作 一 敌 单 代 换 ) ， 令 Jif(g) 一 瑟 2-ocym2mn 
{lzi<1}， 则 出 Cauchy 不 等 式 推 出 \eyni<<1(j3>1, >0)， 当 
于 二 112，j31 时 ， f(z2) -cn ,所 Ts|" 拒 21z| ， 于 是 |z4 
< 之 1/2 时 ， 

Dj 一 Ci oo 一 (2871 十 frlae) — frer) 
十 2 一 Gd41zs + (Cs 一 下， 


击 此 准 出 cyn-eo 丘 EB. a!ij( 2) — Cjo 代替 f(z)(j 了 = 二 1,2， 
…) 重复 以 上 推理 得 041->c1 EH。，- 一 般 地 ，cym->cmE，|eml 
m0). 全 大 区 一 立 emn2 人 < 1 ， 则 当 | ?< 时 ， 


二 一 起 2) < 之 1 二 2 ?1 ， 
可 见 二 jj 在 jz 委 r 内 一 致 收 仇 于 三 令 VF=izEBI{fj 在 z 
的 某 邻 域内 一 致 收 合 }， 则 | 以 上 所 证 表明 六 是 如 的 非 空 并 用 于 
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和 集 ， 因 此 下 = 吕 ， 

其 次 假定 (tt)， 若 定理 结论 不 成 立 ， 则 有 紧 集 下 全 吕 ， 序 

刚 [sd 己 下，{f 的 子 到 {gz} 与 I;，22>0; 

ge( Re) — he ge)l 在 一 ,2，… 
不 妨 设 zoEKK， 在 吉 ( 昌 ,Cm") 中 9， 斩 产 有 (4.4,4 之 推 
论 )， 于 是 [gt20) 一 下 (0 SE. 男 一 方 区 ， 显然 g|4= 闻 4， 于 
十 4.3.4 推 出 yg 生怕 得 出 孙 盾 . 0 

推论 1 设 吕 CC 是 一 了 区域,4 写 五 ( 吕 , 吾 ) 局 部 一 致 有 内. 
若 存 在 序列 {zx) 二名， 2 产生， 每 个 A(z:) 在 吾 中 相对 紧 ， 
如 4 是 正规 族 ， 

推论 2 设 量 CF 是 一 区 成 ， 序列 {fj 己 右 ( 昌 , 囊 ) 局 部 一 
致 有 界 且 在 4C 吕 上 每 点 收 敏 , 4* 关 好 ， 则 存在 f E H(9, 8)， 
VIEH, HEF, Es0: FHTIRE wf OCI RE 站 和 co )。 

证 令 F『= fzE 昌 |{f 在 3 的 某 邻 域内 收 鳅 } .车 aE 站 
FF，6EV 邻 近 4， 出 对 pi(4) 二 fy(Aa 二 (1 一 和 4)85) 应 用 4.4.5 推 
出 EF， 故 = 吕 , 任 给 XY EBD， hEF, 对 $A(4) 二 f(r+ 8) 
应 用 4,4,5，4.4.1 及 上 节 习 题 3 得 出 所 要 证 ， 口 

参考 文献 , [39j] ，[421 ，[54j] ，[56] ，[65|， 


习 恶 
it， 荐 4 万 (五 ) (有 CC") 是 正规 族 ， 则 { 六 | FE .41 亦 是 ， 
3。 定 芝 fn:DO, D1, 2 {25n8) 守 1: 则 {jn} 是 一 或 有 界 且 等 座 


固 线 的 解析 务 数 族 ， 但 非 下 规 族 , 
3， 设 人 ={z= rei?l0< Rree, EY 有 界 ， 对 莫 


个 日 ， lim ftre' 9) =a, 则 对 性 给 e>0， 当 roo 时 Ffrei 科 在 a+ eS 人- 
内 一 臻 收 衣 于 a 考虑 f(z} = tnz)y ， 


835 Banach 代数 


久 下 和 将 向 量 全 解析 羡 数 理论 应 用 于 BB- 代 数 的 研究 。 自 本 
三 页 到 本章 结束 ，4 总 记 一 个 有 单位 元 的 复 刀 -代数 ，ie .一 
1， 4 记 其 可 逆 元 之 全 体 ， 当 4=L(8) 时 6 写作 GL(B)， 令 
GL(n, C=GL(GC*}, GL{n) = GL(R"). 

#.5.1 定理 WYxEeEQ, Big,|2-i~ Co, Ble,1)CG, 
从 而 豆 是 和 44 中 的 开 集 ; 证 8，X 线 2377! 是 一 0" 微分 同 且 ， 

下 取 定 EG， 当 E41R<IzT 时 ， 级 数 y= 
的 定 Y0E 4: a 二 2) 绝 尘 收 证. 直接 计算 表 
明 (Z 十 如 二 二 二 Eg， 因 上 比 * 十 REG， 卫 


计 汪 十 丰 》 一 【和 十 下 11 二 了 ve (1) 

Lr | 
FF Az, BD) + om he te Dg tt" 0 lh!), 
站 wh hr i, (2} 


辐 启 2) 解析 且 以 自 访 为 逆 ， 故 为 C” 微 分 同 胚 {4.3.3}。 站 

注 ”不 利用 4.3.3， 直 接 击 (23 可 归纳 地 得 出 

rh 1) neh 1)", EA, (3) 
从 而 iE0”"， 这 一 证 法 可 用 于 实 B- 代 数 . 注意 公式 (3) 可 与 通 
常 的 微分 公式 2"(1/2)}=( 一 J) mde"fze"r! 类 比 ， 

4.5.2 定理 设 farj C4, R=limvVias] <o0, 则 f(z) 
一 名 gang 是 于 C0,R; 夫 的 解析 函数 ，Z9anz" 即 了 tz; 的 
Taylor 级 长 ， 生 在 任何 球 B8(0,7) (0<7?<<R》 内 绝对 并 一 至 收 
纹 ， 但 在 任何 球 Bt0, p){R< Pp) 内 不 能 处 处 收 钱 ， 

证 关于 收敛 性 的 结论 从 与 级 数 区 qn(Xe)” 比 较 厦 出 ， 后 
者 在 | 刘 么 7 (7 福 吾 ) 内 绝对 收 鲈 ，i24 污 有 时 发 散 . 显然 每 项 
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nz ”是 2 的 和 解 折 少数 ， 于 是 4,4.1 推出 ff%) 在 B800,B) 由 解 
析 . 皇 给 x 志 才 ， 


引信 以 下 术语 与 记号 任 给 2 E4， 称 ol) 一 (人 ECIAe 
一 %E 人 为 z 的 谱 ，P(2)=C、\o(w). 由 4.5.1, R(X,%) 二 (he 
-x 是 开 集 本 = (4,x) he -2E to 内 的 解析 函数 ， 洲 画 定 
z E4[hECI， 则 Rh,z) 是 开 集 pfz)[ 开 集 8(4) = 人 (2， 
*) 毛 邱 } | 内 的 解析 请 数 . 取 定 40E Pt2)，%0oEDS(4)， 特 (1) 分 
别 用 到 RA,zT)= RCA 2)]1 -Ae RMA, 2)= 
Aite— A RRA, T= {ROA, ro)l™1o+ (zo ~ 2)}-!， 得 到 
以 下 展开 式 ， 


EIR, tw)] "(ho ~ 2%)", 
村 -和 六 iin [Rh, ze] 


Raj=i a 有 
1 A >lim "| 
ed 
之 RN, TO) LT ~ Eo) Rh, Fo)])", 
lz -sol< | BRN, #0) ~. 


4.5.3 定理 他 给 E44，o(tr) 是 非 空 紧 集 ; 令 riz1= 
sup 1 2 Ec(w))}， 则 ?G2) 王 lim 以 liz" 《( 称 此 数 为 x 的 庶 伯 
径 ). 

证 ”一 个 初等 的 论证 可 断定 jim4y 证 一 in 和 mm = 
《41) 表 明 o( 打 己 癌 (0 玉 ) .ost) 关 了 否则 关 (4 2 是 和 的 整 国 
数 ，Liouville 定理 将 推出 中 (A 于 尼 (00, 攻 ) 二 01 因 此 Fi2) 是 
非 空 肾 集 上 且 7(2) 专 . 因 驯 $x"4- 呈 ! 的 玻 雍 域 之 边界 | 计 二 必 
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通过 ckz)， 责 吝 一 7?(m) 
推论 {Gelfand-Mazur) 车 4 是 一 个 体 【《 则 人 一 0)， 
则 4 等 所 同 构 于 忆 ， 


事实 上 ， 任 给 z Ed4， 取 4Eafz)， 则 必 和 e 一 + 二 0， 因 此 
C4，h->he 是 一 等 忠 同 档 . 

以 下 假 崇 4 是 交换 吾 - 代 数 ， 以 形 记 4 的 极 大 理想 (1.5.8) 
之 全 体 .*(4) 记 4 上 的 非 零 复 同 态 〈 亦 称 特征 ) 之 全 体 . 
.5.9.2(iii 现 在 可 加 强 于 下 ， 

4.5.4 定理 设 产 筷 4 是 一 理想 ， 则 六 人形 所 > 41 六 宕 雪 
< feExtA mo=Kerf (4 型 ， 并 一 我 ctf 是 一 双 
射 . 

证 车 扣 所 慰 ， 删 因 章 亦 为 理想 且 和 KC 性 ANQ, 必 裕 一 击 , 由 
1.5.5，4/m 是 上 88- 代数 ， 且 不 难 验 证 其 单位 元 有 苑 数 1; 由 
1.5.9，4/ 了 是 域 : 由 4.5.3 之 推论 ，4/m 幸 C、 其 次 假定 9* 
4 二 C1 44 mm 是 投影 , 则 f= 二 pepE XCAY, m=Ketf. 
最 后 ， 若 了 EXC)，w 二 Kerf， 则 1.5.6 推出 47i 兰 Cr 由 1. 
5.9. ?EERH.1.5.9 也 推出 4= mw 中 Ce， 于 是 YXE WA 和 EC 
fz+Ae) 二 和 f(e)= 二 4， 可 见 ] 由 人 j 瞧 一 决定 , X (4 用 -> 
Kerf 是 一 双 射 . 口 

基于 4.5.4， 今 后 将 等 同时 与 XY(4), 并 称 之 为 4 的 谱 
《 代 Dieudonn6) 或 结构 空间 ， 在 一 定 程 度 上 可 将 它 与 8- 空间 
的 对 偶 空 间 类 比 ， 

4.5.5 害 义 ”人 插 给 x 和 4， 称 4X(4J 避 兵科 (人 2) 为 
+ 的 Gelfand 变 式 . 4= {2|zE 泪 依 自然 的 运算 成 为 一 个 代 
数 ， 而 4 一 4，z 一 8 是 一 同志 ， 称 它 汐 4 的 Gelfand 表示 ， 称 
它 的 核 为 4 的 根 ， 记 作 rad(4)+ 车 rad(4)=0(<-> A 二 4)， 
则 称 4 为 定单 代数 . 

结合 谱 概 念 得 出 以 下 深刻 结论 ， 


4.5.8 定理 {Gelfsnd) YWY#EA, ZXYd)) =0(7)， 人 队 
而 #1e=r(z) < rl rad(A)=N mlme My). 

证 若 A 和 = 二 mx)， mENM, Mm(tAe-T)=0， 从 而 Nee 一 2 
二 m， 此 必 XEO(2)， 反之 ，4E0(%) 推 出 (Xe -24 是 一 专 理 
下 ， 于 是 Zorn31 理 推出 9 mE 有 ，(Xe 一 ww) AC 和 mm， 从 而 48 一 3 
,= of) 得 评 ， 其 次 ， XErad( A) 寺 > 
0 YE TE N, 1 | 

尾 给 mn EXC4)，zEA4, 由 jm(z) =7(x) 必 12z1 推 
出 1|m <1( 着 作 4 上 的 线性 证 国 ) ， 另 一 方 而 ， 从 1 一 和 ri(e)< 
lm 推出 :ml 二 1。 这 就 导致 重要 结论 ， 

推论 (4) 仿 于 4 的 对 生 4' 的 单位 球面 上 . 

以 上 结论 有 重大 意义 。 首 先 ， 它 表明 4 上 任何 复 同 态 皆 连 
续 ， 其 次 ， 因 4' 中 的 单位 角球 古事 紧 的 (1.8.4)， 而 X(4) 在 
4 中 显然 是 弱 斥 的 ， 故 % (4) 依 册 中 的 弱 拓 扑 《 即 按 点 收 鳃 
拓扑 ) 是 一 时 8: 空间. 直接 看 出 4CCCY(d4))， 于 是 4 的 
Gelfand 表示 是 从 4 到 号 -代数 CO(%X(A4)) 的 连续 同 态 ， 连 续 性 
基于 sislsifzE4)， 这样 ， 就 在 一 定 程 席 上 将 交换 互 -代数 
的 耳 究 归结 为 “标准 的 "8- 代 数 避 (如 ) 的 研究 . 

4.5.7 定理 设 旨 是 一 紧 了, 空间 ， 则 8B- 代数 CC8) 以 9B 
为 其 结构 空间 ，Gelfand 表示 即 恒 等 映射 

证 托 给 EB, 定义 zf)==J(2)(JEO0O(Q))， 则 ex 
型 =#fCB 站 有 贞 射 只 > 开 ，zHsr 显 然 是 一 连续 单 射 ， 任 
给 轴 EH, 必 有 ED,nH 一 8:。 殖 则 , Y weE ND, If.ECD), 
Wt(f 兴 f.(?)， 不 妨 投 贡 w 滞 ,) 二 0 (否则 以 .一 mn(,) 代 f,)， 
于 是 有 * 的 邻 域 Fe，Y9yEVz， 有 (9) 关 0。 因 此 有 介 的 有 限 开 
种 六 [ 让 及 {fj COCQ): m(f)=0EfV4), 令 f= 于 |f 15 
则 了 >0， 这 与 贡 (1) 二 于 加 ( 呈 沾 m0) 二 0 矛盾 ,这样 , 2 一 NM， 
+ er 为 连续 双 射 ， 眠 而 是 同上 肪 {1.3.3)， 等 同 x 与 zz， 则 等 
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式 ez( 轴 =fz) 意味 着 了 = 了 LL 

若 生 是 一 个 无 单位 元 的 交换 归 - 代 数 ， 则 4 可 能 入 一 有 单 
位 元 。 的 8- 代 数 4 二 4 和 ce 中 ， 其 中 8 是 性 一 不 略 于 44 的 元 ， 
二 中 定 交 范 数 1932el= 494| 十 15 下 策 法 5gG 十 和 8) 十 Fe 一 
Cab+i+ uat Ad) +Ape(la, DE A, 41, AEC)Y, 显然 4 是 4 的 闭 子 
代数 ， 每 个 避 EE%(A) 可 自然 地 扩张 为 一 个 贡 EEX{)， 斑 (a 十 
AhB) 一 外 (0 十 Af8EA EC 及 之 ， 尾 色 机 EX(A)， 令 机 二 
mj4, 则 mE XCA), 除 韭 宫 寺 0， 在 后 一 种 情况 下 记 光 为 加 。。 
于 是 可 以 认为 (A) 二 XX(C4AD)U {nw} ， 从 而 由 前 面 的 结 果 不 难 
得 到 ， 

4.5.8 定理 %(4) 作为 X(4) 的 子 空间 是 一 个 LCH (1， 
8.8)} YTEA ECCCA)) 4 (YY 人 是 一 
个 连续 的 代数 司 态 .。 

显然 ，# (4 四 为 XY(4) 的 一 点 紧 化 (1.4.9) 。 

参考 文献 ， [22j, f381, [139], (64], [851. 


习 是 


1。 设 名 ,让 是 -空间 , G={oE LE FlatE 守 FY, 则 嫩 是 工 后: 厂 中 
的 开 集 ，f 一 区 二， 五 )， 9 玫 > aq! 是 局 ”了 睦 对 。 
3, of}={0} < AECI lim (Ax} "=0, 


3。 并 = 二 (D177 作 妆 ( 态 00107 以 请 人 0,1) 为 菇 结构 空间 ， 
4。 任 瞪 zyE A ofr UO= ofyr) LO 了 太一 到 于 天 本， 


36 解析 建 拓 


给 定 有 单位 元 e 的 复 8B- 代 数 4， 认 定 C 已 嵌入 (通过 
4F 4e) 4 中 。 表示 通常 解析 函数 的 那些 解析 工具 (如 Tayior 
级 数 与 Cauchy 积分 ) ， 司 用 来 在 懂 数 4 中 自然 地 拓 广 解析 画 
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数 概念 ， 
以 下 以 吕 记 忆 的 开 子 集 . 住 给 ffEHGD)， 当 D(C, PC 


吕 时 ， 军 级 数 (4) 一 EN) hho)" 自然 地 过 滤 到 球 
| 内 的 解析 困 数 (4.5， 2) 
f(r)= SD fh )(z Ae)”, 0) 


它 福 是 040) = 0AE DC Pp)). 若 B (MAE, Pr) {R=], 2) 
相交 ， 则 有 DD(46,p0)CD(4 PDND( 和 ,ps), Po>0、 不 难 征 


骨 ， 孙 数 Df" (hs) (Te) "(二 1,2) 在 球 B(he, po) 内 


一 教 ， 从 而 必 在 BlAie, PD) NM B(ASB, po) 内 一 狼 (4,3,4)。 这 
样 、 借 助 于 形 如 (1) 的 表达 式 可 将 j{4) 一 冀 地 延 拓 为 开 集 
Do= UU {BCNMe, Pi 让 DA PTL} (2) 
内 的 解析 函数 jz)， 称 它 为 f{%) 的 主 延 拓 . 
Cauchy 积分 大 推广 解析 记 数 的 一 个 更 有 效 的 工具 , 设 
feEH(ID), rE A, or 0. 在 从 内 到 一 条 包 图 (2) 的 旬 志 
荆 ( 回 忆 人 中 的 约定 1!)，- 则 积分 


f(r)= | fC) (02 syrias (3) 
存在 且 不 依 坏 于 上 的 选择 。(3) 定 义 出 集 z 
4o= {xE Alo (eC OD) (4) 


上 的 函数 f(4)，f(z) 显 然 亦 满足 148) = 了 (4)e(4E 0)， 如 此 
作成 的 延 拓 了 (z) 具 丰 一 系列 良好 的 性 质 . 

4.6.1 定理 ”44 是 4 前 开 子 集 任 抬 feEH(Q)， 由 (3) 
定义 的 f(x) 是 4o 内 的 解 煌 函数; DonCApy 且 当 ED 时 
(1) 与 (3) 一 数 ， 对 应 f(D)F 玉 (2) (#X)E 日 ( 虽 )) 是 一 代数 同 
构 ， 且 保持 活 数 列 的 局 部 一 致 收敛 性 ， 


i158 


证 任 给 a EE 4o， 取 有 界 开 集 Q11 0 (09)C8 千 名. 设 
上 (2 ql 在 人 9 上 以 p-! 为 上 界 ， 则 当 iE 才 Ap，4E 1 时 ， 
Ae~a-h=(Ae—a) [e~ RMA, a EGS5.1): HF ROGt 
站 忆 介 |，9 十 hE 4o. 这 表 肖 4 是 开 集 ， 在 介 内 取 包 围 名) 的 
围 道 5. 设 AEH(GQ),， rEB(a, Pp)， 则 


-1 : . 
Fo 一 让 ,R02, A 


于 是 3.2.6 推出) 在 Bia,P) 内 人 解析， 从 而 了 (在 45 内 
解析 

设 Dlh pCO,L=14| 1- | =p} ， 任 给 EB(hoe， 
Pp)， 由 7 (2 一 A108) 所 LT 4o8||< 记 推出 条 (和 多) 一 由 十 订 ( 放 一 轴 0e1 
所 吕 (4 P)， 且 


1 ,1 7 
i) OR a = 二 702) SE i 


-所 [Br| {4) gh |e- ae 


so Bri tN A 
= LAs he)r, 


=0 过 | 
可 风 DocC4o， 间 在 Ds 内 (0) 与 13) 一 致 . 
要 说 明 C4) 了 (2) 是 一 代数 同 构 ， 只 需 指 明 : 当 f,gE 
f(z) g(t)，。 任 抬 x 所 4o， 反 
1(0)= |, fC RE vas 


gCs) = Br) sR, wp) a, 


不 姑 设 六 含 于 工 所 围 之 区 域 . 于 是 


-1 : 
fn)glr) ade a], Fa | 9 RA, Rr, oa 


| 1 A — RT, 
= sf 04 gr) ar 


| = (和 RL aa| - 9ST 2 TD gr . 


1 
7 | yg TIRIT, Eat 


| = 二 | fOrroT) Rr, TdT= (ff.9) 7)., 


设 1 了 5(4)) 记 玉 (外 ) 局 部 一 致 收 合 于 0 ，B(a,p) 与 如 证 
明之 党 一 段 ， 是 工 之 长 . 则 当 xE€B(a,p) 时 ， 


| :ee | 1 
fi | fH RGN, DT 


< fl sup 'R(2,g)l, 


LxBtopy 
只 要 p 充分 小 ，f,(?)} 让 在 Ria, Pp) 内 一 致 收 敦 于 0， 口 

4.6.2 谱 映 射 定 理 (Geliand 1941) 设 f 人 EHCD), x 
EAos WH ff) yt2))， 

证 着 EC\flotz))， 则 有 0 (3) 的 开 训 域 UtwEFCU)， 
于 是 914) 一 上 -4 与 1 19(2) 都 属于 吾 (U)， 从 而 8 -了 (2) 
ECG， HEOUR) ,其 次 设 qaEC,f(a)Er(fie)). 因 %t%) 
二 [一 了 a1 有 -0 属于 (10) 页 Wr){ae-+)=(ae 
-pr = foe fr)Eo, 由 此 推出 Ge 一 4 和 如， 从 而 
Ei! [ 

4.6.3 定理 (Dunford, 1943) 设 fOEH(0), yg(%)E€ 
HCO，fH(Q7C8'。， 则 对 任 给 zxE hp: ftsjE do'， 且 
gfir)}=ige fz). 
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证 若 zE4do， 则 (fiz)) 一 Fatz))C 只 上 页 Fe)E 
40'. 取 有 界 开 集 U1 otz)CUCHQ， 在 UV 内 取 包 围 o(x) 的 转 
道上 ， 在 人 2' 内 取 包 图 f‘D; 的 国道 个， 则 


“fF: 1. ‘TiRr, firdr 
9 °F *)) Zrid rd ol 


1 BOT) 7 


omi dr oi ~ 7-f(%) 
= | Rh,zd. | I) gr 
DHE EL 2%¢4 jr FT— fiA) 


—-— 


= 2 | gf (2)) RC%, 1)d4= (g° f(x}. 疾 


如 上 沪 述 ， 解 析 延 拓 了 和) 了 (zy “保持 ? 代数 运算 与 复 
合 . 这 样 ， 写 出 一 个 通常 的 解析 函数 恒等式 例如 eoso2= 
e e -2sin? 和 (和 EC)， 就 必定 有 相应 的 恒等式 co0s24 二 expz. 
exp( -2 一 2sin2zfzE A), 自然 ， expz 一 过 34" 者 Inz 可 定 
义 ( 例 如 ， 车 0,co 属 P(z) 的 同一 分 支 ， 朵 可 到 包 含 g(x) 的 开 
集 纪 ， 在 内 司 考 虑 In4 的 一 单 信 南 )， 则 必 有 epfinz) 二 x， 
等 等 ， 

任 给 (和 )ER(CD)，aim1， 将 Fo 在 了 内 的 延 丘 记 
作 六 (3)， 当 然 ， 一 般 不 能 说 了 Vz) 是 f(x) 的 a 阶 导 数 . 
不 过 在 某 些 情况 下 wkz) 有 类 位于 fw) 的 必用. 

4.6.4 定理 车 4 是 交换 B- 代 数 ，f(4)EH(D), ze 
4p， 则 当 “ | 充分 小 时 有 展开 式 ; 

frz+ 有 = 总 a (5) 


证 取 包 围 0(2) 的 力道 CO， 当 1h; 充分 小 有 时， 
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1 
f(r+h) = | FN BRG, sz 十 EX 


ll 


1 n+ 闪 
li, 三 ACERC and4 


Ee 


=- 三 | sr|,f6%) [BCA, zs) "dA) 


1 {op ， 
rr AI RCN, 2)TA |» 


(分 部 积分 ) = 骂 二 | 


型 王 疗 i 


= Lime hr, 上 
要 | 


#4.6.5 池上 映射 定理 设 4 是 交换 吾 - 代 数 , (4) EE 下 
ze do (2%) 在 rtz) 上 无 霉 点 ， 则 f(z) 将 z 的 某 一 开 邻 域 
了 微分 同 鸡 地 映 到 4 的 一 开 子 集 上 . ”| 

证 了 到 开 集 品 '， FC 上 全 人 ， 了 4) 在 蛋 ' 内 无 和 零点. 
由 此 易 几 了 (2) EQ， 从 而 (2) :BE 了 (2)B 蚌 一 辣 构 ， 子 是 所 
要 结论 从 反 销 数 定理 (2.5.2) 推出 . 口 

最 后 考 虚 对 谱 分 解 问题 的 一 个 应 用 ， 

4.6.6 定理 设 aE dA, 0(o)= UITor #2>2， 94 是 0 (a) 
的 互 不 相交 的 开 闭 子 集 . 则 存在 {j} 忆 4， 使 得 (i) 1 二 
Gd (iiy om Fass gr—=ajr= ja (i) 如 (et 一 Txt 0}, 
k=1,2,', 1. 

证 取 cx 的 互 不 相交 的 开 邻 域 Bt， 使 Lr 二 9025 是 坊 不 
相交 的 国道 ,全 只 三 内 只 e Xoss 赐 EHD) 
frlqa) 有 音义， 从 让 让 一 页 AFA) 二 fi 和) ND DAfeCA) 
推出 (让 (i 由 4.6.,2， cla) = [Afe(A4) 14Erf8 人 三 GeU 
(0} . 口 

车 将 4.6.6 用 到 B- 慌 数 L(t8) 及 TELCBF)， 则 当 o (了 T》 
一 ge， os 合子 4.6.6 的 条 件 时 ， 得 出 以 下 结论 ， 
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1” 存在 {Ps CL(B), PP 一 如 PP 一 (Pr 是 投 
影 算 子 ) ; T=PeT=TPi: rr 一 TU {0}. 
2° DPi=T 和 一 下 
3” 令 卫 :二 Ti( 圳 )， 则 才 s 是 了 的 “不 变 子 空间 ” 
TAB ETT EY=TPT(IECTP( EB) = EB,. 
4” 于 有) 一 由 再 (有 一 站 一共 下 
22 和 二 则 人 之 本 是 直 和 . 


大 考 交 献 : [22]，;384，j139] ，[641，[851] . 


习 题 


1。 培训 一 4 则 了 二 zp 著 了 (人 瑟 ( 呈 是 一 草 射 ， 则 Fri Ao 
4 六 全 》 基 一 微分 同姓 。 

3- 设 问 EHUD, zeEAg, MA EG for) flr) =0 
on ctalf d=0: 交工 fr。 

3. 襄 产 让 司 石 (二 ) TELIEY, oNCH, Tr= Ar, MFT}r-= 
fiAyr. 


837 (*) 代 数 


4.7.1 定 光 ”车 复 吾 -代数 4 上 定 光 了 一 对 合 ;,4 .2H> 
2 使 得 zy# 一 0， (Grp = r+ By, (sy) yaw, 
zyE 4 0, BEC), MN 称 妇 为 (*) 代 数 ， 若 4 还 满足 vzj ?二 zz*| 
(*E4)， 则 称 4 为 ( 吾 *) 代数 。(#) 子 代数 、ix) 代数 同 杰 [ 同 
构 ] 这 类 术语 的 意义 是 自明 的 .车 x2*= 二 x*z jw 二 x* 虹 X23* 二 x*z 
-=2]， 旭 称 * 为 正规 元 [ 自 伴 元 或 西元 ]. 

以 下 设 4 是 给 定 的 有 单位 元 e 的 ( 晴 *) 代 数 ， 易 见 e* 二 8 
从 1z1? 二 1zx*[ 直 接 推 出 zj 二 fz*|， 车 xEG， 则 必 2 人 EG 有 
(2") ==(zT1)*， 任 给 TE 4A， 从 (he-z)*=%e-z* 推出 
on) (2) (zt) =r(z)，z 可 唯一 地 分 解 成 e 十 让， 其 中 
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a 二 (+z 十 2*)/2 与 5 二 (fz~x*)/2i 是 自 样 元 ,可见 对 合 类 似 于 复 
共 左 ， 这 一 类 比 对 于 理解 (*) 民 数 荐 基本 的 . 

4.7.2 定理 车 z=x*E4,， 间 gCR. 

证 设 o,fF,yER, qt+ipeEo(r), 则 otitf + ET 
+ipe)， 于 是 ostiB+ty ?r+spel:= 12:++yrel<|z1 + 
yp2， 信 )y> 士 co 得 用 =0， 六 ] 

4.7.3 Stone-Weierstrass 定理 设 妇 是 一 冯 了 滞 羡 
LLCHI，C127 Lo 以 取 复 共 轿 作 为 对 合 而 成 为 《8*) 代 
数 ， 和 4 是 CCQ) [Co ] 的 人 x) 于 代数 .车 4 分 离 名 的 上 反 ， 即 
Yo, END, ry IfEdA: frzfiy), I1EALYSE LN, 
3fE 4 了 7} 关 0]， 则 4 在 C02) [Cof2)1 中 缠 密 . 

证 车 介 为 LCH， 通 过 泛 碟 其 一 点 紧 化 可 归结 为 2 紧 的 情 
况 ， 对 于 后 者 ， 不妨 只 证 B=4N 人 0(0,R) 在 0C(0,R); 中 简 
窄 ，。B 亦 分 离 昌 的 点 ， 和 任 给 了 EB，#>0， 依 经 上 典 和 的 Weierst- 
rass 定理 有 实 系 数 多 项 武王 ， Sup IPiz) ~ rl<e， 于 是 1P°f 


一 fi 上 2， 可见 天 EB， 从 而 8 对 运 算 f\VV9g 二 (f+g+ ff 一 
9g/2 与 JA9= -~ 有 V(t-9)] 料 闭 . 任 给 gEC(0O,R)， 2a> 
0 zg 人 ED, 取 fryE By: frytr) =97), fry(#) yy 【可 设 
Ty 了 PEB, pAP, 则 fry(2) = + Ig(7) 一 
多 的 ] [02 一 全 的 9) 一品 (8 合 于 所 求 )》; 取 每 个 y 二 
3 的 分 域 六 ， 使 得 YE Fy: fos(2)<Lg(2) +e. 设 I,1) ;£1 禾 
六 人 旨 ， 则 f= 了 zy/ fz EB, fr(lr)=9{%), fey gy) 
+e(t YY 2)， 再 用 类 似 的 推理 得 出 fj 1 区 号 :天王 六- 
VmnE BB， 1f-9l<e， 可 见 如 在 CCD,RR) 中 狼 密 ， [| 

4.7.4 定理 (Gelfand-Naimark, 1943) 巷 4 是 交换 (B*) 
代数 ， 马 =X(4)， 则 4C( 吕 ) ，23H2 是 等 中 的 (*) 代数 同 
构 . 
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证 任 给 f=a+ 记 EE 4，9,5 是 自 伴 元 ， 有 
Tm) =—m(a~id) = md -im(D)=(m), mEN, 
可 见 2** 一 3， 令 y= 二 xz2*， 册 jy? 二 ]81:， 归纳 地 得 Jy"1= 二 1y1" 
(m=2"), 因 此 |z1? 二 Iy|=7C7)=181 二 121204.5.3，4.5.6)， 
可 见 2 一 2 是 等 距 的 (7 代数 同 态 ，4 是 口上 3) 的 闵 子 代数 、4 
局 热 分 离 日 的 点 ， 故 4,7.3 推 峙 4=0(8)， 口 

由 些 可见， 实质 上 充 有 一 种 交换 (CB*); 代数 ， 即 (0) (8 
是 蛇 了, 空间 ) ， 为 将 4.7 .4 用 到 一 般 (B*) 代数 的 交换 (x) 子 
基数， 建立 以 下 预备 结果 . 

4.7.5 引 理 车 8 是 4 的 闭 i#) 子 代数 ,eEB, 则 YxEB， 
os,B)=0(7),， g(x,B) 记 Y 在 8 中 的 谱 ， 

证 只 而 证 BGCG(B)= {reGlz1€EBi, 车 xEBN 
GNGIB)， 不 妨 设 exB，、 于 是 0Egtzz*，B), 因 o (zx?)C 
R(t4.7.2:， 故 P(X2*) 连通 易 见 CNo(rr*,B) 是 p(xz*) 的 
开 闭 子 集 ， 于 是 0E ofrz*, BB) 二 0 177*)， 这 与 zz 所 好 矛盾 ， 

1] 

4.7.6 引 理 (Fuglede，1950) 设 >,y,zE 4， zt,# 起 正规 元 ， 
若 x 二 zy， 则 2*z 二 zy*; 若 23 一 58 na 

证 首先 注意 ， 任 给 eE 4，5=q-， 有 

Fexp(a -69 用 一 [exp 太 exbf - BY =1. {1) 
Tz 一 3 推 红 x"z 二 zy "(R230)， 从 而 sxXpz*z 二 zexpy， 于 是 

expz"*.z.exp( — yl} 

=]exp(e* ~ x) .zexp(y — y* | < | (2} 
(2) 推 出 整 沙 数 (4) 二 exp{ 48*) .zexp (一 4y*) (4EC) 满足 
f(A)E<1zh， 于 是 依 Liouvitle 定理 有 f(4)= 了 (00) 一 z， 
因此 

Exp AN) -2=2. Exp NAY), ETC. (3) 
3) 两边 对 4 微分 后 团 4=0， 即 得 zz 一 zge 图 | 
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以 下 定理 给 出 应 用 4.7.4 的 一 个 重要 形式 ， 

4.7.7 定理 设 *YE 4 是 一 正规 元 , 8 是 le,x,x 汪 生成 的 闭 
子 居 数 ， 则 BB 是 交换 (8B") 民 数 , 它 等 距 () 代数 辐 梅 于 0 (os)， 
r=0(2); 敬 yE A, y=yz, MW YE B: by= yd. 

证 ” 因 每 个 bE B 可 用 (2,#*) 的 多 项 式 壳 近 , 从 而 如 亦 是 如 
此 ， 囊 BB 是 4 的 粥 欣 (x) 子 代数 ， 于 是 0 (xz,B) 一 0 (2)(4 ,7.5)， 
且 rE xX{(B) 完全 由 r(x) 决定 . 这样， 


tAXCBIYoOr), m3 mr) {4} 
是 一 巡 续 双 射 {4.5.6)， 从 而 是 辐 及 . 由 4.7.4， 
再 -和 (re bbe t(j)! (5) 
是 等 距 的 (代数 同 构 ， 其 中 (人 ) 记 4) 之 道 . 若 XY 一 JY， 
则 4.7.6 推出 xz*y=yz*、 因 而 by 一 yb(BE B). 加 
我 们 将 辐 构 (5) 的 逆 写 作 
Cor)~B, fA (EY, (6) 


其 中 了 (x)EB 由 和 狠 式 (f(2))*== 了 :2 唯一 决定 . 这样 ， 尾 给 
CC， 每 个 人 4)EC(Q) 可 “ 延 拓 ”为 党 fzE A zz 一 zw、 
ftz) 亡 台 } 上 的 4- 值 通 数 (2) .类似 于 6 中 所 述 的 解析 延 拓 ， 
此 处 亦 有 了 (4he) 二 f(A4)e，g(f(z)) 一 (gof) (zx) 及 

of a) =f CB)) = (Cf 2 XB)) 

=f(o(2)). (7) 

4.7.7 的 以 下 推论 特别 有 用 . 

推论 zE 4 是 自 伴 元 [西元 ] ex 是 正规 元 日 CDCR 
to)CS 车 zf 二 x*，g(2)C[0,co) (此 有 时 称 z 为 正 元 ， 写 
作 * 关 0)， 则 > 有 “正平 方 根 ”3y 一 、/ 训 3204 y? 二 zx， 

给 定 复 Hilbert 空间 瑟 ， 对 任 给 Te L(tH) 有 ， 

[T= Sup (CTPF, 1) ETT, 
由 此 推出 ( 吾 ) 依 对 全 TF- 了 (1 10.8) 是 一 (B") 代数 ,这样 
的 (HE) 及 其 闭 (*) 子 代 数 实质 上 穷尽 了 所 有 (CB*) 代数 
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(“Gelfand-Naimark 定 理 "”， 参 着 [64] ) .五 (总 ) 中 的 正规 元 [ 自 
伴 元 或 西元 ] 亦 即 依 1.10.8 的 正规 算 子 [ 自 伴 算 子 或 酉 算 子 ]5 
而 荆 ( 吾 ) 中 的 正 元 通常 称 为 正 算 子 ， 

4.7.8 定义 设 了 是 Cs) 代数 4 于 的 线性 旗 国 ， 若 尾 给 zE 
:f(z2*)20， 则 称 了 为 4 上 的 正 活 画 ， 

对 前 述 的 (五 )， 束 定 * 扣 匡 ， 则 了 (TT) 一 (7x,48) 是 上 (HH) 
上 的 正 这 施 . 者 只 是 一 紧 了 了 空间， 了 是 了 (号 ) 上 的 正 放 函 ， 
OPECLR), $= wp NFP)=A(PP)0, 可见 了 是 3.4.5 
中 所 说 的 正 线 性 证 范 (不 难 直 接 指明 |f| = 了 (1})， 因 而 了 唯一 
诀 定 只 上 一 有 界 正 测 度 〈3.4.5,3.5.5)， 且 反之 亦 热 ,这些 性 
质 可 下 多 或 少 推 广 到 一 般 心 ) 代 数 寺 的 正 论 国 ， 

4.7.9 定理 设 了 是 (*) 代 数 4 上 的 正 污 鱼 ， 9(2,y) 二 
fy*z)， 则 (i g 是 4 上 的 正 Hermite 形式 (1,10.1); (ii) 若 
4 会 单位 元 e ， 则 f(z*)= 了 Cx) (iii) 车 进而 假设 4 满足 1s*P 
二 zzE4)， 负 了 fE4 且 1 站 = 玫 el (iv) 阁 4 是 含 单位 元 
e 的 交换 《8B*) 代 数 ， 恕 二 XCA}， 央 4 土 的 正 泛 隙 之 爹 体 与 介 
上 的 有 界 正 测度 之 全 体 成 一 一 对 应 . 

证 展开 gtx+y,x+9) 半 0 得 Img(z,g) 二 -mg(y,*); 
以 唐 换 y 得 Reg(z,y) 一 Reyg(y,z)， 因 此 g(x,9) 一 9 ,7), (1) 
得 证 ， 由 (推出 了 (zx*) 二 g(e,2) 一 g(z,e) 二 (2z)， 对 于 (十) 只 
要 证 1z[<1 时 |f(z)| fte)。 利用 关于 9g 的 Schwarz 不 等 式 ， 
if tz) = gle, Zz)i ?gle, eg(r, 2) ~ (ef, 8 一 2 二 3 
设 、/ -一 已 Go <1)， 则 z 一 号 sg 一 2 5 一 8 一 #， 于 
是 te) 二 f(z2")>0， 了 (9)<fie)， 内 而 |f(x) 了 fey. 

江 (iv)。 若 0<#EH(9), 令 拓 (4)=J2dn， 利 用 4.7.4 
易 直接 验 证 了 ,是 4 上 的 正 汉 应 ， 且 |f|=1xl， 夫 次 ，A4. 上 每 
个 正 泛 羡 了 通过 等 式 (2) 二 1884 唯一 决定 一 个 jENM{9)， 
9) = anf(e)=1f1=}l 推 出 k 滨 0. 器 


注 上面 (iv) 中 "4 是 (89) 代数 ”可 换 成 条 件 “2*=27(zE 
A)”. 

参考 文献 ， 122]，133;，。[38]，[39]j, [63], [64]，185]， 
习 

对 交换 (* ) 代数 4， 以 下 倚 件 互相 等 价 ; (i) mz) =0=>m(r") = 0(mE 
XA EA + * 和 可 道 。 


38 Hilbert 空 间 中 的 谱 定 理 


给 定 复 Hilbert 空间 万 。 本 节 的 基本 目标 是 指明 每 个 正规 
算 子 了 TEL(H)( 及 了 T 了 的 一 定 隙 数 jT)) 可 表 为 正 投影 算 子 的 积 
分 (所 滑 谱 分 解 定 理 ) . 

4.8.1 定义 设 只 是 一 LCH，. 窜 记 其 Borel 子 集 之 全 体 ， 
i:P(B) [BE 省 } 是 吾 上 一 正 投 影 算 子 族 . 共 P(2)=0，P(Q) 
=1=lg P(ANB)=P(A}P(B), ANB= >P(AUB)= 
PAA}+ POB)s Ya,g€eEH, JsyE MIQY, Y BEB,: Hel B) 
{P(tB)z,#)， 则 称 户 为 遇 上 的 谱 旋 或 单位 分 解 . 

4.8.2 定理 ” 任 给 正规 算 子 TEL(H), 存在 B=olT) 
于 唯一 谱 疙 已 〈《 称 为 了 的 谱 分 解 )， 使 得 ，(i) 存在 连续 (*) 代 
数 同 坊 L™(9) 一 (CHD), 了 WD) 了 (TY, 当 1 (4)EC(9) 峙 fT) 
由 87(6) 决 定 ( 换 z 为 了 )， 对 和 任 给 1(4) EL*(8)， 

FTE yf A du tyEH, (1) 
kry 如 4.8.1 斯 述 ， (ii) 车 BCQ 是 非 空 开 集 ， 则 P(BY 关 0 
(iii) 车 二 ELCH)，ST= 了 TS， 则 Y FE (已 ); 

加 了 人 一 了 (人 JS 

证 设 光 是 由 本 了 ,了 人 生成 的 三 ( 互 ) 的 六 人 (*) 子 代数 ， 由 

4.7.7， 存 在 等 距 的 (*) 代 数 同 构 
COCO) FMFTOTY {2) 
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令 Lf)=(FT)z, zyEH, 了 EC(B8))， WW IL hl 
Hzlhyl， 由 3,5.5， 存 在 jwy€ 型 (8)， 使 得 (1) 对 任何 f E 
CD) 成 立 ,， 且 | ws 二 区 尾 给 TEL"(Y), fdazy 甘于 
(2,9) 是 Hermite 双 线 性 的 ( 因 Lzy 有 此 性 质 )， 且 fa < 之 
HF]zihyh， 于 是 有 唯一 生子 f(T)EZL(BH), 使 (1) 讲 足 且 
上 .10.10) 著 fEOC9)， 此 处 的 PT) 与 (2) 
中 的 了 (TT) 一 致 . 
右 fECD,R}， 则 了 (CT) 是 目 伴 的 ， 于 是 
Hans = (fCOP) 2 y= TY, 2) = fdr, 
由 了 的 任意 人 性 得 出 jry= Rs. 若 f 了 EL"(9)， 出 
(FT) PD fdpy = dye = (2, FT)Y), 
可 见 关 (TPT)==(7(T))*、 又 任 给 ,9ECrIQ), 令 z= (fT))*y, 
风 gli = (g(T) ,2) (fT) g(T) sy, yg) = Tf gd ps, 
由 g 的 任意 性 得 gpss= 友 pe。 于 是 换 成 gEL (OQ) 时 亦 有 ， 
(AT)gUT sy) = gd = fgdusy= {fg (Ts, 的 
(3) 
这 又 推出 对 于 fEL*(98) 亦 有 Eurs==fdxusy， 从 而 (3) 对 任何 
J,9€E1"( 映 ) 成 立 ， 这 就 验证 了 定理 之 结论 ( 记 ， 
任 给 Borel 集 BCA， 定义 P(B}=Xgp(T)， 则 直接 看 出 
如 此 得 到 号 上 一 游 族 P, 它 由 关系 42s(B)=fXsdxsy=(P(B)z， 
幼 瞧 一 确定 ， 从 而 田 卫 唯一 确定 ， 
今 验 证 (让)， 车 8C9 是 韭 空 开 集 ，P(B) 二 0， 则 YY 2 ye 
Hi ketB)=0. 任 给 feE0(8)，, 令 z 一 (fCT))*yg， 划 
Jfansy = I Xd = Hest BY)=0, 这 推出 了 (了)=0， 从 而 f() 
于 0， 这 与 旦 惟 室 计 盾 .最 后 验证 (i). 由 4.7 7， 对 任何 了 E 
CB) 有 Sf(T)=f(T)S， 任 给 z,yEH， 信 站 二 疝 2 v=S*y, 
则 对 任何 feECCQ) 有 ， 
dss fT Sy) = (SFT Yr, y) = /fds, (4) 
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这 推出 ww = wzv， 于 是 (4) 亦 对 任 柯 EL (BQ) 成 立 。 上 [] 

考 寺 两 个 最 重要 的 特例 ， 记 号 依 4.8,2， 

1” 设 T=T*eLCH)， 赐 8=0CT)C(o,pl， -00< 
qa<p<oo， 令 P=P()=P((~-o0, 打 门 8)， 则 当 t<g 时 
P=0, tzB 时 P= t<s>PP,=P, ,性 给 x,yEH,， 令 
Hz -e081) = Pr, ,Ary EGCRY， 对 任 给 feEIL*([a, 
1) (参考 83 .7(11)) 有 : 

GD fd Pn) yEH, (5) 


(5) 右 端 为 LS 积分 . 车 ECIa,j，YW >0， 作 分 划 58= 和 之 
Bp， 使 Tf 了 X41 -了 -之 ze， 则 


[2 PU) 一 有 (一 了 (< 


可 见 F(T)=| f(aPt), (6) 
特别 7 一人 PC (7) 


《6) 儿 7) 中 的 积分 是 3.7 .5 意义 下 的 RS 积分 ， 

2” 设 芝 和 z( 吾 ) 是 西 算 子 则 et7Z)cS (4.7,7 之 推 
论 )， 著 已 CO) 一 PC([zEz(I)0<cargz<8i), 则 可 得 类 似 于 (5) 
63) 的 公式 (zx,y 世 圭 )， 


GD,9) = feya Pp 9) gy), FEDS (8) 
f(7)=| Fleryap(e, fe csn, (9) 


7 
7=[ end Pp(0). (10) 


谱 分 解 是 研究 算 子 的 有 力 工 具 ， 试 看 一 俩 . 
4.8.3 定理 车 针 EL 上 (时) 是 正规 算 子 ， 则 
T= sup (Tr, x) |= sup {Tr, 2)! . (11) 
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若 了 =7T*EL(H)， 则 

info (TFT)= inf (Tr,s), supo(T)= sup (TF,2)., 

站 开山 关 】 下 上 二 1 (12) 

证 ”对 于 (11) 只 名 证 ; Ye>0，33EH:, lz|=1,|(7T»， 
2 六 | 了 -3. 取 4Eet7D): T= hl。 设 P 了 是 工 的 蛮族 ， 
B=o(T)N Deh e), 则 PCB)xw0， 于 是 37E NHN, [2|=1, 
P(tB)X 二 2 【参看 1.10.9) . 令 4) 二 (4-A0Xs， 出 将 ) 
=(T- AP(B)Y, FTIRETL— hn, 

Tr, es iA, | FCT)S, x)| 
TI-1AT}Y2ITI- :. 

对 于 《12) 只 惨 证 后 一 式 ( 凡 ~ 了 了 代 克 得 前 一 式 ) ， 且 不 妨 

设 (T5,x) DO (否则 以 了 十 人 人 和 伐 开 》， 于 是 直接 归于 (11)， 
国 

最 后 ， 我 们 专门 讨论 一 下 紧 算 子 的 谱 分 解 ， 它 只 有 峙 别 简 
单 的 形式 . 

4.8.4 引 理 (Riesz) 车 4 是 下 -空间 如 的 六 子 窗 间 ， 了 4 天 
吾 ， 则 存在 zx 人 下 用 2 = 二],， d(x 7)2z112. 

证 企 取 9yE BN4, 则 5=dty,A)>0, ， 取 asEd 1y-al 
二 好 ， 则 z=(y 一 0)/1y -oj 能 合 引 理 要 求 ， Di 

4.8.5 引 理 设 TEL(E) 是 紧 算 子 ， T=7- 7 ,NWImT, 
是 闭 集 ， Im? ,=B<>KerT,=0. 

证 设 了 Tiza2z。 若 {fa} 有 界 ， 则 不 妒 设 工 za->g#y 于 是 
fo 一 EImT 车 fz) 
无 界 ， 取 ERKerT,. dzn, KerT,) =d he — yn) 
en， 则 {a} 必 有 界 (这 样 就 可 以 xz. 一 代 z, 间 样 得 出 xEE 
ImP) 从 前， 可 设 -00， 令 za 二 (zn 一) 一， 则 
了 ,za>0, 于 是 有 子 列 i2m} : zo 二 (TI 了 (zn) > 2€E KerT,, 
这 Sdn nt | 一 gas) <tl 二 2 JE -2 对 
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若 ImT,=8， 册 Ker 了 TP 二 0 ,省 则 337.EKer DT, dO 
于 是 
Fi 二 人 
从 而 znEKer TKer TT*-1l 信 4,8,4， jEKerT?: lyr|= 
1， d(Cyn, Ker TI- m1/2(n2) ， 因 m>n 时 人 TY (Tym 十 
了 zw) 一 0y 故 
Tys— Ty = |yn- (Tmt Tyn) 1/2, 

这 与 名 加 有 了 收 仇 子 阐 矛 慎 反之， 车 开 tr 一 0， 央 TL: 
>Im 7T ,是 拓 扣 同 移 ， 任 给 EB 9g=f:F7'E€E (ImT1)'， 均 
可 以 认为 9 EB'，f 了 一 了 1(9)， 这 表明 Im7 := 关 "， 困 82 亦 是 紧 
算 子 (1 ,8.12), 获 前 面 所 证 推出 Ker 了! 二 0, 于 是 ImT ,一 Im 7 
一 {er 下 1 上 一 加 《参考 1.8.11) . 吕 ] 

任 给 了 EFE( 有 8)， 令 了 一 47 -了 了 ， 当 下 Erai0 搬 称 和 为 
下 的 特征 德 ， 称 z 全 长 er AN0 为 了 关于 4 的 特征 向 昌 . 以 Po{T) 
记 了 的 特征 值 之 全 体 ， 显 然 PoO(T)Co(cTY. 

4.8.6 定理 设 TEL(B) 是 一 紧 算 子 . 车 0 了 4Eo(T)， 
则 4&PotTy， 且 0<dim Ker 了 < oo g(tT) 没 有 非 零 京 点 ， 
从 而 至 多 为 一 可 数 尝 . 

证 设 (0 关 和 Eo(fT}， 不妨 设 4=1，4 .8.5 推出 KerTi 关 
0 否则 同时 有 Im 了 ,= 一 加 ， 从 而 必 1 全 pf) 因此 1EPaf7) . 
因 8B8(0,1) 站 Ker 了 一 了 了 (840,17 门 Ker 人,) 相对 紧 ， 堆 必 dim 
Ker Too (参看 1.4.14) . 

设 0 天 4 一 4，4hnEcrt7) 百 不 相同. 令 了 一 Mo -了 ， 取 
Sn 伺 了 cf na 则 可 归纳 地 证 明 [fei yo 线性 无 英 ， 以 吾 。 记 
{2 ,… ,Zs 生成 的 吾 的 子 空间. 由 4.8.4， gE BE: Jynl 二 
1» dys, Bas) /2(R =2,8,.). 二 是 而 之 % 时 ， 

Tim — Ty = Anyn (Tymt TY nm /2. 


170 


因 [ 了 Yyr} 售 收 黎 子 列 ， 故 必 有 4 一 0， 口 

4.8.7 定理 若 T 了 TEL(EH) 是 非 零 紧 正规 算 子 ， 汕 

1 = DhnPn (18) 

| els Ih] SI Pnrl’, 2EH, (14) 

其 中 4s Eg(T)N0, Ps, 是正 投影 算 子 , ImP, 一 Ker(4sT 一 人 )， 
《13) 依 算 子 范 数 收 就 ， 

证 因 17T1=sup {4 14E0(T)) >0, 故 oCT)ND 非 空 ， 
将 其 排列 成 4 “rp "…， 使 得 [4 | 这 | 守 …， 不 妨 设 4 一 
0， 设 己 是 了 的 谱 分 解 ， 令 P=P(f40))， (A) 二 4，fChy) 
一 0， 于 是 依 4.8.,2 
下 

和 -也 22 一 17) -fo TO, 


可 见 (13) 成 立 ， 当 m 基 RR 时 ，PnP。 二 0， 故 对 任 给 z,yE 五， 
(CPt, Pny)=(PanPnz,y) =0, 可 所 ImP, 与 Em Pn 互相 正 
交 ， 于 是 

[Tx] =( EA Pr, DA Par) = 1h Ps: 
内 《4o7 -了 了)P 一 MP ~ 和,Pa 一 0 推出 ImPsCKer(41 一人) 
任 给 zEKerf4e7 -了 )， 即 z= 二 4izs， 有 

Wi i i ed PS 

= 这 [Md [san — A HP sol, 


这 推出 Pjz==0(j 关 #)， 周 此 f= 二 加!Tx=PizEImP， _ 品 
茵 考 文 献 ，1221，[38]， [39]，[64]，[85]， 

习 ”是 
1。 正规 算 了 于 TEL(HD 可 过 寺 > 9820 YY TET: ITrlpIzl. 


2， 设 介 是 一 此 了 3 空间 UCDO) 一 上 (下) 是 一 个 (*) 代数 后 态 ， 中 万 ， 
hal =1 Bf = CU oo) I=1, fH) 
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第 五 童 微 分 流 形 


近代 分 析 学 在 向 无 限 维 空间 扩 广 的 同时 ， 志 扩展 到 邢 些 由 
Euclid 空间 接合 起 环 的 “弯曲 的 ”空间 ， 即 记 谓 流 形 上 . 消 后 
一 方向 发 形成 为 近年 来 日 益 重 要 的 六 范围 分 析 . 本 童 及 下 一 音 
提供 它 的 一 个 导 引 ， 

约定 (4a， 7) 记 R" 中 的 球 Bta， 7);0" 记 BR" 的 零 元 ， 


SI 微分 流 形 与 可 徽 映 射 


初等 分 析 已 接触 到 2 维 ( 乃 玲 更 高 维 ) 曲面 上 的 国 数 的 问 
题 ， 所 用 的 方法 是 通过 曲面 的 宕 数 表示 将 曲面 上 的 圈 数 转 全 为 
平面 区 域 上 的 函数 .这 种 作 甘 引 撕 了 一 个 问题 ， 若 傅 数 表示 只 
是 局 部 地 适用 ， 我 们 如 何 能 达到 整体 有 效 的 结论 ? 欲 解 答 此 间 
题 ， 需 要 “局 部 地 可 参数 北 ” 空 间 邑 流 形 的 窒 念 ， 

5.1.1: 定义 ” 设 并 是 一 个 第 二 可 数 的 T, 空间 . 营 给 定 了 
一 集 健 二 {(0。，，gqo) a E41}， 满 是 条 件 : 

MA 、 每 个 忆 是 漠 的 开 子 集 ， 剖 = UV 

MA:* ， 每 个 pg。 和 将 UV 同 凸 地 映 到 RR" 的 茜 开 子 信 上， 闷 与 
无 尖 《约定 R'" 一 10})s | 

MAs. UU Ota, PEA) 时 popal lvlU NU) E 
CZ ， 则 称 生 为 于 上 的 一 个 蜂 册 .说 财 上 的 两 个 图 册 当 与! 等 
价 , 若 全 UG’ 是 一 斤 期 ;于 = U{ 徊 ' 格 :与 由 等 价 } 基 型 二 包含 征 的 
极 大 久 朋 ， 称 它 为 由 当 生 成 的 微分 结构 ， 称 六 {或 (以 ,BB}， 或 
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( 肛 , 罗 )) 为 一 个 th 维 微 另 流 形 ， 称 每 个 (VF, 儿 )E 轩 为 于 上 的 
图 或 (局 部 ) 坐标 系 . 

本 书 中 简称 微分 流 形 为 流 形 、 给 定 洲 形 导 的 一 个 图 (UV， 
Pp)， 写 ptrI(2EDUD) 为 (x1 0) 成 【Po 2) 《在 
本 书 涉及 波形 的 灌 节 中 ， 约 定点 的 沿 标 来 用 上 指标 》， 称 (2 ) 
为 点 * 的 局 部 坐标 ， 它 正 是 与 曲面 参数 表示 相当 的 东西 ， 对 上 
述 揭 4,mp)， 今 后 将 依 方便 写成 (ZP,2 ) (77 ) 或 人 ) 等 形 
式 ; 当 xXEUV 时 ， 说 (U0 ,gg ) 是 * «处 的 一 个 华 标 茶 ”. 

5.1.2 例 1” 单个 图 的 集 {(R", 记 )} 自 动 满足 5,1.1 之 条 
件 ， 从 而 确定 R" 为 一 有 维 流 形 ， 图 ‘R", 计 ) 对 应 其 自然 治标 腔 
《x')。 今后 倘 无 特殊 规定 ，R"( 及 其 开 子 集 ) 上 总 采用 由 自然 华 
标 所 次 定 的 微分 结构 . 

2” 设 S58"={xER"™*'| lx| =1}. 令 U={xES" etlcl), 
ValrES eT- 十 #11)-!， 定义 球 极 投影 ， 

Pr UR CF, EI A NF) (1) 
pp VR CRs EE AAT) {2) 


WW 总 R\O>R™ OO yy/ | 
是 C 微分 司 胚 ， 因此， 二 以 一 {0 ,gpg)，(T ,多 )} 为 图 册 成 
为 一 4 维 流 形 . 设 n=2, 钱 =S3\([0,cc)x0xR)， 则 
B027) x {0 mI, (u,v cogusiny, sinusiny, cosy ) 
(3) 
是 一 同上 胚 ， 昌 可 蛤 证 中 与 $7 都 是 0 映射 因此 , ( 印 ,1) . 
{或 (4,5)) 是 流 形 (51, 钙 ) 上 的 一 个 坐标 系 ， 它 就 是 熟 嫩 的 球 
面 坐 标 . 
3 弟 定 wm 维 流 形 (有 H, 下 ) 与 韭 空 开 集 印 己 民 ，. 令 
Pr—{iWNv owWNU NTU, vo) Es}, (4) 
则 (于 , 甸 w ) 显 热 是 一 mm 维和 流 形 ， 称 为 开 的 刘 子 流 形 . 
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4 设 ( 玉 ,省 )， 入 , 轩 ) 分 别 为 加 维 与 # 维 流 形 ， 令 
DxPT={U XV pxBHU, pm)ESG, (VP)Ew} 5) 
(参看 8 .1(2)}， 则 不 难 蛤 证 (天 x 入， 多 x 亚 ) 是 一 个 壤 十 7 维 
斑 形 ， 称 为 型 与 六 的 积 流 形 , 组 言 之 ， 积 刻 形 好 >x 浆 上 采用 形 
如 人 的 任 标 么 ， 其 中 (3 与 (8 和 分别 为 得 

与 六 上 的 坐标 系 ， 

一 个 琉 形 地 有 良好 的 拓扑 性 质 ，5.1.1 的 MA ，MA，。 表 明 
于是 “局 部 Euclid 的 "， 从 而 是 局 部 紧 与 局 部 连通 的 . 峭 由 第 
二 可 数 性 推出 ， 半 是 可 度量 化 和 的、o 一 紧 的 .4,11)、 正 其 的 
(1] ,4,6); 它 至 多 有 可 数 个 分 支 ， 显 各 分 支 是 开 的 开 也 (是 了 ) 
子 流 形 (1 .4.3)， 

约定 ”以 下 直至 下 章 结 束 ， 宁 母 于 ，N 总 记 给 定 的 吉 维 与 
% 维 微分 琉 形 . 

设 JECCLM, 入 )，a&€ 用 ， 则 必 有 总 的 举 标 系 (DU,w,2!) 与 
驴 的 坐标 系 (, 妆 ,Y')， 使 得 aE5，fUCV， 称 觅 射 

Pf! PUYR, Col ER), 7) (6}) 
为 (在 5 处) 的 一 个 局 玫 窒 示 ， 不 致 误解 时 ，(6) 可 简写 作 
“局 部 表示 ff 
2 ) 车 入 =R"，9fp 1/9zi 存在 ， 则 将 它 简写 作 51/9zxi 或 
0 . 

5.1.3 定 叉 ”给 定 有 映射 ft 和 >N. 

1 车 f 在 每 点 ?EH 处 有 一 局 部 表 东 为 0"(0<<r<oo) 
频 射 ， 则 称 了 为 Gr 上 映射 以 CrCM， 吝 ) 记 从 关 到 的 Cr* 映射 
之 全 体 ， 令 CT 时) 一 CMR)， 若 了 是 双 射 且 太 与 六 : 缘 为 
0 有 频 射 ， 则 称 了 为 (0”) 微分 同 耳 , 记 作 了 EDiff (M,N) 或 ft 
天 宇和 ， 令 Diff(M) 二 Diff(M,H), 车 有 aE 必 的 邻 域 5 与 
玫 oJE 六 的 邻 域 了 ， 使 得 了 PPFsPF， 则 说 在 o 站 为 局 部 
微分 同 胚 ， 若 f 在 每 点 *E€E NY 为 局 部 微分 同 肽 ， 则 说 了 是 一 局 
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部 微分 癌 版 ， ， 

2” 设 FEcEwIrzt 4 二 及 . 取 了 在 9 处 的 一 局 
部 表示 “zl. ,7 DOHCgl 3 称 fank(Oy (4)/9z 人 为 了 了 
下 4 的 珠 ， 记 作 Iankf(a3。 车 rankffa)<z， 则 称 & 为 的 临 
界 点 《和合 财 称 4 为 正则 点 ) ， 称 f(a) 为 了 的 临界 值 ， 若 yEN 
非 了 的 临界 信 ， 则 称 y 为 了 的 正则 信 . 若 rankf(x)=m[n]， 
则 称 了 为 上 "混和 人 ! 浸 满 ] .车 了 是 一 ”浸入 旦 是 一 拓扑 各 人 
《1.1.10)， 则 称 了 为 CC 注入， 记 作 :MGN. 

演 1 营区 pi 一 3 2) 是 了 在 5 处 的 两 个 形 如 (6) 的 
局 部 表示 ， 则 从 fp pip!) 小 出 ， 
9 一 1,2) 的 可 微 性 及 其 Jacobi 矩阵 的 竹 相 局, 因此 ， 
ff 的 可 微 性 与 牧 的 定义 与 坐标 系 无 关 . 

2” 显 热 O70 志 7<E50) 肌 射 复合 后 仍 为 O07 映射. 

3” 往 给 了 的 图 (DU,gpg)， 如 与 pV 分 别 为 于 与 R" 的 开 子 
流 形 , 从 lvcepe*o "t=1p0 二 pop 1o1 芭 推出 p EDIN(CV, pD), 
反之 ， 车 mpEDift(,F)， PC 与 CR 是 开 集 ， 则 间接 从 
5.1.1 与 5.1.3 看 出 (Fo 是 邓 上 的 一 个 图 . 

4 设 X 是 一 集 [ 拓 太空 间 |，f: > 有 卫 是 一 双 射 1 同 胀 ]. 
对 六 的 每 个 图 (pp)， 以 (fU ,pf :作为 XX 上 的 图 ， 如 此 得 到 
六 上 一 微分 结构 ， 使 得 了 EDiffCM, 祥 )[ 且 久保 持原 拓 和 首 1， 特 
别 ， 住 绽 # 维 实 向 量 空间 让， 任何 线性 同 构 ftR"-> 了 在 PP 上 
详 导 出 同样 的 投 分 结 铭 ， 今 后 任何 # 维 实 [ 复 ] 向 量 空 间 和 将 自 涟 
地 看 作 等 同 于 R"[R*"] 的 访 形 (参看 1.4.14). 

演 接 从 5.1.3 推出 以 下 简单 而 有 用 的 结论 ; 

5.1.4 定理 设 {WT} 是 开 的 一 个 开 覆 盖 ， 六 对 下。 匣 
Var fiIWECT HW, N), NfEONAM, NY, 

于 面 这 个 重要 结果 可 与 1.1.,8 对 昭 . 

5.1.5 定 理 车 4 人 站 CH，4 是 相对 紧 的 ， 则 存在 
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EC 用) 4 一 一 下 【〈 关 于 记号 塞 看 8] .4 )， 
证 ”首先 定 交 有 了 上 的 C” 苹 数 : 
expt” 工交 站 
5D 一 起 zc0， 


(7) 


一 I 
人 0- 有 1 
风 易 见 9gEC2(R)， 且 了 mo) 一 9 到 Br0,3)。 取 型 的 有 限 
个 图 (Ui,W)， 使 得 UEW, giU=B"(0,3)，ACUY', 
Fi 二 p71B™(0,1). 邻 fz) 一 g(rA2))XYEVs)， 补 充 定 头 
f=0, 则 freEorCM), VAfi<Ut， 于 是 f(z)= 二 1 一 了 li1 一 
fx)j(zE 对 ) 全 于 定理 所 求 . 口 
利用 5.1.5 可 将 1.4.13 推广 于 下 ， 

5.1.6 单位 分 崩 定 理 设 { 琴 是 好 上 的 开 集 族 ， 它 狂 盖 
采集 4CC 寻 ， 则 存在 {hj}CC (于 )， 使 得 和 一 厂 。，{sSupPXa 
局 部 有 限 ， 写 所 1 ， 写 14 二 1。 这 样 的 {46} 称 为 4 上 反 纪 
于 {本 .的 一 个 0 单位 分 解 . 

1.4.13 的 证 明 只 需 稍 作 修 政 邵 可 移 用 ， 但 引用 1.4.8 的 地 
方 应 改 成 依 5,1,5.， 李 书 今后 使 用 单位 分 解 一 词 时 ， 总 是 指 C 
单位 分 内. 

推论 ” 启 关 4 人 永 它 并 了 EC )，4 一 了 一 下 《人参 医 
6.1.5). 

浅 不 难 利用 证 1.4.13 的 那 种 程序 求 出 下 的 一 个 局 部 有 
限 图 册 {(7， ep,)}， 使 每 个 Us 相对 紧 . 因此 必 存 在 开 上 的 单 
位 分 解 {41 :41ECTCM), 

5.1.7 定义 ”性 给 xEH， 以 C5( 导 ,NN ) 记 从 #z 的 茶 邻 域 
到 办 的 07 映射 (定义 域 不 必 相 同 ) 之 全 体 ， 在 其 中 规定 f~ 
9 才 访 存在 4 的 令 域 U,V=g0， 邻 GoM,N)=C5(NM， 
/~,G5M)=G5M,R), 称 G5(H,N) 中 的 元 为 :处 的 
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eR”, (8) 


C7 映射 什 ， 每 个 ECi(NUH,N) 记 属 的 区 记 作 [f]:. 

5.1.8 定理 YrEM: DDN NG N), fr 
[fz 为 满 射 ， 

证 人 尾 取 EC5M 克 )， 取 浆 的 图 (FF 区 ) (27) 一 0， 
$V=B"0,1)y 取 z 的 邻 域 WCF'V， 取 REO (MD): 玫 环 
Rf-1F。 令 


sn =| yef- Vs 

fiz), ye KX\f-1V, 

副 8ECHH NN 9 下 = 了 让， 于 是 [9 一 [及 =， 器 
参考 文献 ， [2]，[E12]，122]，1341，1401，{45], [511， 

f83] . 

习 照 


1。 和 性 给 xoE 肝 的 爸 堪 矿 ,s>0， 存 在 财 上 的 图 {如 ,gp}, 合 得 ToEUCH 
Plro 20, wvU = Pn (d,se). 

2， 太 上 的 两 个 图 册 号 ， 忠 ' 上 生成 同一 微分 后 掏 寺 = 之 id， (MD > MD') 
是 微 入 局 际 ， 


$2 子 流 形 


大 致 说 来 ， 流 形 洲 与 其 子 流 形 的 关 (局 部 地 } 狼 如 妨 ” 
与 其 中 其 个 站 维 平 而 的 关系 ， 

5,2.1 宇 义 设 凶 关 4CH. 若 在 每 点 aE4 处 有 于 的 图 
(UU ,多 )， 使 得 PC4 站 有) 是 及 中 其 个 下 维 平 面 的 开 子 上 全， 则 
称 4 为 用 的 此 维 子 流 形 ， 称 上 述 的 (UV,p) 为 (HNH,4) 的 锌 流 带 
图 称 m -天 为 4 存 弄 中 的 祭 维 数 ， 记 作 codim 4 当 codim4> 
1 时 称 4 为 于 中 的 超 有 暑 面 ， 

可 直接 验证 ，5.2.1 中 的 4 以 (4 站 FF，9 | 站 忆 ) 作为 图 
(CCV) 是 任 一 子 广 形 图 ) 确 是 一 点 稚 流 形 ， 只 间 适 当选 敢 酝 
的 坐标 系 (z1，…，22)， 就 可 用 其 “一 段 "” 《zx1, ,xz 好 作为 耶 演 


177 


形 4 的 坐标 系 ， 

5.2.2 例 1 设 U=R:\([0,50)x0),F=R*\((~00， 
0] Xe 

Pro0) x 0, 0m UU, cr, (reosd, rsing); 

pitO co x CA ARP, rrcosd, rsing ), 

则 CDV, 罗 ，) 与 (VV ,V1 ) 是 关于 (R* ,51) 的 子 流 形 图 且 和 者 闵 访 ， 
四 此 8 是 隶 : 的 1 维 子 流 形 . 

2” 了 四边形 4= x,y)ER?||z| + 下 王 二 不 是 有 的 子 
流 形 . 否则 ， 有 有 :的 坐标 铸 (2%,2)， 使 预 点 e=(0,1)7 有 上代 标 
{0,0)，A4 上 邻近 4 的 点 有 府 标 i%,0)。 从 等 式 jz(w,0)| 十 
yy 0)= 1 二 8(0,0) 推 出 十 0%(0)/94wT 6y(0)/94= 二 0， 从 而 
Ox(0) /0u= Oy(0)/du=0, 但 这 与 矶 6 的- 天 0 矛盾 . 

男 一 方面 ， 通 过 一 个 以 原点 为 中 心 的 投影 4 与 51 辣 上 且 ， 
从 而 44 可 定义 为 微分 同 胚 于 中 的 1 维 流 形 ,， 可 网， 说 “4 是 
一 个 流 形 ”与 说 “4 是 某 流 形 形 的 子 流 形 ” 姑 很 林 殷 同 的 . 前 
者 是 一 内 在 概念 ， 与 人 外国 空间 无 关 ; 而 后 者 是 一 相对 碌 念 ， 依 
束 于 4 在 外 围 空间 于 中 的 形态 . 

以 下 定理 给 出 由 可 微 映射 决定 子 流 形 的 方法 ， 

5.2.5 定理 设 jEC "CM, N), rankf(w)=k, bEB= 
fCMU)、， 则 (位) 有 4 二 了 (9) 是 新 的 ~ 北 维 子 流 形 ， 特别 ， 当 站 是 
一 家 漠 时 万 是 开 的 wm-# 维 子 流 形 ; (二) 若 f: 寻 HB8 填 开 映 
射 ， 风 8 是 入 的 上 维 子 流 形 ， 特别 ， 若 f+MGN, 则 BB 是 六 的 
霹 扒 子 流 形 生 ff € Diff(,B)， 

注 车 fEL(R"，R")，rankf==k， 则 核 f71(0) 是 R" 的 
mh 一 上 维 子 空间 、 象 J(R") 是 R" 的 大 维 子 空间 ， 用 线性 代数 方 
法 可 求 得 9EGLCGm)， BEGL(GR)， 使 得 B92 5) 寺 
{0)， 这 一 事实 多 少 启 示 了 5.2.3 的 意义 与 证 
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法 . 

5.2.4 引 理 设 j:UCR">R" 是 一 C 映射 ，f(0)=0， 
rankf (x)==K(zXE 如 )。 则 存在 定义 于 R” 的 某 0- 邻 域内 的 微分 
辣 胚 9 与 定义 于 R* 的 森 0- 吕 域内 的 微分 同 肪 记 ， 使 得 900) 一 
0, RCO)=0, Afg tw, MH) 0 


1 -。。 昌 晶 
证 设 fs, oo (#1!, "+ ), 可 设 六 和 #0. 


8 (1) 
则 g(0) 一 0，rankgt0)=m， 寺 是 9 在 0ER" 处 是 一 局 部 微分 
岗 耳 (2.5.2)。 fg 1! 在 0E€ER" 外 近 可 表 成 ， 

fo Rl, KT) (El, Lk, Ft 2 ), (2) 


其 Jacobi 促 阵 为 


Te D 
«OU (3) 
a(twrtl, 2) 


了 在 下 阶 单位 年 性 ,由 rankt fg 7 二 下 推出 (3) 之 在 让 块 为 零 ， 
因此 zi 是 (的 鸭 数 ， 定 区 
ERT, ee, ENP, FE, REL a iv 人) (4) 
如 此 得 到 的 站,y 旭 合 引 理 所 求 . 0 
5.2.3 的 证 明 给 定 aEH， 将 5.2.4 几 到 了 在 a 处 的 某 
个 局 都 表示 得 出 ， 存 在 以 在 & 外 的 图 (UU ,9) 与 NW 在 f( 中 处 的 
图 (YF, 多 )， ?0， 使 得 pto)=0， PU= B"(0, e), $i)=0, 
pV=B"0,8)}, fFUCYV, 
PFE ,TR OO) (5) 
(i) 洲 5Ed， 则 65) 推出 
pLANDD)= (rE BO, 5) [$fo (zs)=0) 
=0* x B"-rF(0, 8), 
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《0 记 RR! 之 零 苑 )】， 可 见 (VU,P) 是 关于 (及 , 4) 的 子 广 形 图 ， 

(ii) 车 f1 寻 8 是 开 映 射 则 有 开 集 WCN，: fU= 
8 站 镀 ， 可 设 WCV， 于 是 (W,$ TW) 是 入 的 一 个 图 ， 

PCBNW)= Pf"1B"(0, Ee)= BIO, 2) x 0"*, 

可 见 ( 到 , 瘦 | 印 ) 是 关于 (8) 的 子 流 形 图 . 若 f: 如 GN， 则 
(5) 表明 双 射 了 HB 是 局 部 微分 同 肚 ， 从 而 EDIiff (MM， 
BB). 口 

推论 1 设 VUCR* 是 一 开 集 ，Fi€EO™v(U)(1<t<n)， 
rank(oriczs)/dri) 半 出 由 方程 组 

Pi{wt, rr, PM) OO, F=],2,",n (68) 

决定 的 “曲面 ” 恒 《假定 名) 是 R 拉 的 闫 ~ 下 维 子 请 形 . 

推论 2 设 产 区 CR 有 RE or 一 (3 4) 是 一 
0 单 射 ，fank(ozi7owt]) 二 到 则 对 任 给 有 界 开 集 厂 仑 了， 由 
参数 方程 

FT, ,a HE WR, 1<i<n (7) 
决定 的 “曲面 ” 硬是 R" 的 加 维 子 波形 {参看 1.3.3) . 

推论 5 设 fEO(M,N), yEfFCM) 是 了 的 正则 信 ， 则 
f7"'(#)( 称 为 了 的 正则 苯 位 面 } 是 NM 的 mr -nn 维 子 流 形 . 

车 ft 有 GN， 不 炉 说 “MM 是 叉 的 子 流 形 "， 反之， 任 给 子 
流 形 BCN， 直 接 看 出 计 BCN 是 --0" 赂 人 ， 可见 子 访 形 与 
帐 人 商 概 念 实质 上 等 价 . 这 种 理解 导 政 子 沪 形 概念 的 改 形 与 扼 
广 ， 

5.2.5 定义 者 fEC (M,N) 是 一 夏 人 [ 单 射 肖 人 ]， 则 
称 ( 六 ,了 为 及 的 一 个 嵌入 [温和 从] 子 流 形 . 称 交 的 两 个 嵌 人 ! 混 
人 ] 子 流 形 (型 ,站 与 ( 弄 9) 等 价 ， 著 存在 5EDiff( Ri)， 
使 得 9= 胡 ， 嵌 人 子 流 形 也 简称 巴 流 形 . 

车 (于 ,六 是 浆 的 堪 人 [温和 人 ] 子 流 形 ， 百 = FM ) 上 采用 由 
了 诱导 的 微分 结 构 ，i:B8CN， 则 (8,3) (通常 就 写作) 是 
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友 的 等 价 于 (型 ,的 缮 人 [流入 ] 子 波形. 考 相 等 价 的 弱 人 |[ 恒 
人 ] 子 流 形 今后 将 不 加 区 别 ， 

5.2.6 定理 设 (开门 是 入 的 入 人 子 洲 形 . 则 了 是 腾 入 
[ 且 fCM) 是 闭 集 ] 二 > ¥7E HH， 存 在 x) 的 紧邻 域 扩 ，f! 区 
紧 1 了 是 适 映 射 ， 即 任 给 紧 集 KCN, 了 ! 太 紧 ]. 

证 襄 户 型 一 让 .从 55) 看 由 ，YzEN， 有 六 2 的 紧 孝 
域 久 ，f :区 是 紧 集 .车 并 六) 是 闭 集 ， 则 对 任 给 紧 集 KCN， 
可 取 其 站 所 媒 ) 的 有 限 紧 覆盖 {了 KK; 皆 为 紧 华 .于 是 从 
fCCUF'EKE', 推 出 六 "KK 为 紧 集 . 

若 YYEWM， 有 fi2) 的 紧 令 域外! 下 是 紧 集 ， 则 从 下: 
了 人 人 CUYD) 为 同 胚 (1,3.3) 推出 EOCFCM),N)， 
其 而 后 开 CGN, 若是 适 上 映射 ， 则 首先 有 六 HG 其 次 
还 所 开 ) 是 闭 集 ， 设 了 zo) 一 yEN， 取 y 的 紧邻 城下 ， 可 进 
no) 局 KK ， 双 不妨 设 X62E 半 ， 于 是 y= 了 (x)eEf(H)., 口 

5.2.7 定理 设 LNM, 店 是 入 的 淄 人 人 子 流 形 ,gEC(P, 认 )， 
P 是 一 流 形 . 若 h 一 fyE0rP,N YO0&r<o0)， 则 gE Cr(P， 
好 ). 

证 任 给 ?ERP， 取 ?=g(8) 的 分 域 U， 使 fIU 是 一 隔 
人 . 固 9 连续 (这 是 要 点 !)， =g~1(V) 是 8g 的 铝 域 ，gj 玉 二 

(PIPEC 由 此 推出 ge0r， 站 

推论 设 fHGN，Bh: PN 满 是 AP}CFHCM).。， 则 
fAECOP, ME->hECOTP, N)(O0A ro0). 

尖 考 文献 ; [2] ，|[40i，[451]，[56] ，[83]， 

习 亚 

1， 朗 让 用 SG 则 Y a€© 用， 在 在 a 的 开 邻 赴 AN5 在 UU 中 是 茹 的: 
存在 开 集 局 己 村 与 六 集 FC 之 MM A = GNF, 

2. 紧 流 消 的 子 流 形 只 洁 有 限 沾 分 支 。 


3， 投 fEC (VD) 旭 可 射 ， 花 了 是 谤 入 【〈 或 证 和 补 ， 或 为 局 部 他 分 圆 旺 ) ， 
EDIff CM, MN). 


181 


二 ， 设 FECICM 车 为 误 满 ， 则 它 巧 开 腑 射 ! 若 。 为 单 射 ， 刚 后 之 5。 


33 切 空间 与 切 上 映射 


5.5.1 定义 设 (Vp) 与 (VV , 甸 ) 是 型 的 两 个 图 . 当 Y= 
yEUNY, oeER™®”, =D(y$p (mrDNa HH 的 定 (%,p,0) 
与 介 ; 甸 ,上 ) 等 价 ， 如 此 所 得 的 含 (x. ,9) 的 等 价 类 记 作 [x, ep， 
a]， 称 它 为 亲 在 2 的 一 个 切 向 量 ， 以 型:( 吕 Tx 有 H) 记 避 在 sj: 的 
切 向 姐 之 爹 体 ， 型: 依 运 算 

Alz, walt alt, pb = [2,P, Na+ AD {1) 
(4, 六 ER) 成 为 一 个 局 维 实 向 量 空间 ， 称 为 于 站 的 切 空间 ， 
称 了 朵 一 Unea 开 os 为 苷 的 切 从 ; 称 贞 射 证 末 -是 ，[z9， 


4% 为 投影 映射 . 
给 定居 在 z 处 的 誉 标 素 (上, Pm,x')， 令 
(38) = [zw,ed， 一 ] ,2 和 
其 中 led 是 R” 的 标 淮 基于 是 对 任 给 4=( 下 站 ER" 有 1: 
X= fz,p,0]= Xx:(,0,) , (8) 


此 处 《及 今后 ) 采用 求 和 约定 ， 上 下 成 对 出 更 的 指标 (如 (3) 
中 的 主 ) 看 作 求 和 指标 ， 关 于 访 指 标的 求 和 号 卫 如 省 共 (如 
(3) 中 省 去 了 号 ) 。(3) 表明 K916z0 是 Ms 的 一 组 基 . 


《09107 )> 中 的 下 标 x 道 常 省 苹 ， 这 意 昧 着 “基点 ”x 依 上 下 
文 是 自明 的 ， 或 容许 z 艳 吕 内 变动 .在 后 一 种 箔 视 下 ， 答 /0% 
是 如 内 一 活动 尿 架 . 若 (DU,#$,¥!) 是 村 站 5 处 的 另 一 坐标 系 ， 则 
Ms, pe = [2, ,DBP {pT el 推出: 


D of 8 . 
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若 (x1) 是 R" 的 自然 举 标 ，*ER"”，， 则 有 自然 同 构 ，; 


CX), (5) 


乓 人 1 ， 通 常 将 (R") > 等 疗 于 R"，919x! 等 同 于 ei. 

52 定义 设 FECIMNN) XENM, y 一 f'x). 取 了 
在 < 处 的 任 一 局 部 者 示 节 fP-…， 由 

flr, Pal= [y, ,DFP PE) a] {6) 
雇 人 中 一 线 性 岗 射 fx! 开 > 入 ( 易 验 知 它 与 9g ,六 的 选取 无 

” 蓄 ”， ， 称 为 了 在 2 的 微分 ， 亦 记 作 或 2 , 当 Y 可 亿 时 时 ， 
行 3。 一 腊 射 fx: 了 有 二 TN， 称 为 1 的 微分 或 切 映射 亦 记 作 
dt. 

给 定 局 部 表示 户 人 zz ZC81 ,J")，(《6) 直接 推 
下 ， 


(R") SR", XK! 


ON_ dy od ., 

fs (50 )=%, Byi? t= 1 ,2,""*, 《7》 
由 紫 记 接 得 出 链 规 则 (gf 了 4= grfxC9gECICN,P), fEC'(M, 
让). 

5.85.3 例 1” 设 g (9a,PYCR>YNY 是 一 Cr(1<ireoo) 
印 数 【 称 为 侍 上 的 C? 则 线 )，(x 站 是 于 上 的 举 标 票 ，Y 人 (E(t EE 
C6)，1<i:-mY 是 8g 的 局 部 表示 ， 则 依 (7} 有 

可 .1 rt 
gr (0)= sg di (8) 
约定 站 二 dg/di 二 gx(djdt}， 称 (和 引 为 9g 在 点 9(2) 的 荐 向 量 ， 

2 设 f= 人 ff ECHNM, R"), 出 对 人 算 给 下 = 
,0 ， 

从 Or! 忆 肛 :有 ; 
了 { > 
af( RE) = Xs es= (BA) XD, (9) 
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其 中 (于 中 ER” 看 作 列 向 量 . 特别 当 f EC' CM) 时 ,df EM;， 
机: 记 杂 = 的 对 价 ， 约定 芋 (f)= 二 4f( 外)， 旭 (9) 推 出 


K(f XC feEC'(M), Co 
称 么 (六 为 手 河 到 的 方向 导数 . 

5.3.4 定理 设 aE 开 ,天 E 邓 。, 则 线性 函数 : C1 ) 

邓 ， 了 > 人 (三 广 足 “Leibniz 规则 ”， 
Lifog)=L(f a) + fa L(g), Ff,geEC'(M). (11) 
凡 满 足 (11) 的 线性 函数 工 : C!: (并 )->RR 必 可 家 为 方向 导数 ， 

证 (11) 可 直接 依 (10) 验 证 . 下面 设 元 是 满足 (1t) 的 任 给 
线性 函数 . 车 jECiCM) 在 a 的 某 分 域内 汶 零 ， 取 gE 
Ci {qj Ag《UV， 则 fy=0， 于 是 

LO)=Lf g(a) + fia Lg = L(y)=0. 
这 表明 (了 ) 完 金 决定 于 C! 茹 数 [fjot5.1.7). 其 次 易 从 
(11) 推 出 (1)=0，、1 记 恒 等 于 1 的 函数 . 到 比 标 索 (5,w， 
7) 使 plo; 二 0、 任 给 了 ECI(X)， 当 w 邻近 a 时， 


f(r) fa) te jf (a 12) 


令 和 = ZE(z03 邱 E 虹 。 则 利用 (11)(]2) 得 出 元 (及 一旦 ( 让 .中 


5.3.4 中 的 工 今后 将 就 写作 互 ， 因 此 切身 量 可 解释 为 方 向 
导数 ， 这 也 第 采 用 记号 9/0x: 的 六 由 . 

下 面 利 用 切 空间 与 切 映 射 锯 念 来 阐明 可 租 映 射 的 一 个 重奖 
开 何 性 质 ， 

5.3.6 定义 设 了 ECLEN) 4， 了 是 下 的 于 流 六 ， 
若 zE MN 六 "A, 或 JaMz+ A,=Ny y=f(x)E 4， 则 涪 
在 4 模 数 4 以 f 币 x4 记 在 每 点 EK(KCHH) 禄 数 4， 当 
其 二 和 时 就 写作 4. 若 #: BCN， i 而 4， 则 说 4 与 8 横 截 
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相交 ， 记 作 4 而 忆 . 

若 # 是 了 EC 人 六) 的 正则 值 ， 则 显然 了 {外 。 可 以 培 
横 蕉 性 推广 了 正则 值 槛 念 ， 而 5.2.3 则 推广 成 

5.5.6 定理 设 fE0O"(M，N)，4，BGN， fT4， 若 
SS= 了 "4 关 闻 ， 则 沪 是 于 的 子 流 形 ，S .一 J AA)(YE 二，# 二 
(72))，codimf-14= 二 codim4。 特别, 若 yE7U 是 了 的 正则 值 ， 
MFTy = Kerfrrty=f(2)) 营 4HB,， 4B 局 ， 则 4 站 
如 是 4 与 8 的 于 流 形 ，dimA+dimP 二 dimN +dim( 40 门 B), 

证 因 所 涉及 的 问题 带 有 局 部 性 质 ， 不妨 设 NN=VxVC 
R' ~R* 是 (0,0) 的 一 开 邻 域 ，4 一 VU， 设 P1N->y 是 投影 ， 则 
由 横 玲 性 定义 直接 看 出 ，f 市 4<=>g=7:f 以 0 为 正则 值 ， 自 
此 涩 而 4 时 (4) 一 g-!1(0) 是 对 的 子 流 形 (5.2.3)， 且 

codim/f-tA=codimg™ (0) = #8 =:codim 4. 

由 5,2.4，g 有 形 如 (2 2) 一 (2 2 的 局 部 表示 ，. 
宙 些 推出， 名 下 一 0 六 ( 开 措 < 拓 汝 系 Etg0))s， 因 此 

( 乒 4)z 一 Ketgxrs 一 了 :1Br1f0) 一 if(dr)，9mffz)。， 口 

注 若 # =R"， 4 ,五 分 别 为 上 维 与 革 维 求 面 ， 则 5.3.6 最 
后 的 等 起 表达 了 热 知 的 几何 事实 . 

最 后 ， 我 们 指出 切 共 了 歼 上 可 导入 自 热 的 徽 今 结构 ， 任 给 
代 的 雁 标 系 (U，)， 定 交 

Pin UpU xR', [sp,ar—~(p(E), a), (C13) 
则 tx -UD 多 )} 构成 于 时 上 的 一 个 图 册 . 若 了 ECre 时,N) 
Cr 之 1)， 则 从 了 的 局 部 表示 (27x 和 二 (91) 导出 f 
的 局 部 表示 

(2 wm, CRE 0) 
可 见 EOITM, TN), 

参考 文献 ，[2], [121, [34], [40], 145], [51], [83] , [84] . 
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习 症 
1，。 车 /ECiCMsN)， 计 连通， 了 .= 三 9， 财 了 疗 取 党 值 ， 
2. 车 fECiOM ND gECLIOD, KETHM, Mf XY) (9) sg}, 
3. 投 fECeM, NY: T={(r, fr Ir EM AGN.NMIT 4< 一 > 


Tr Mx A}. 
34 逼近 定 理 


给 定 囊 COMNM, ND)(0<<r<ioo)， 可 提出 以 下 执 型 问题 ， 

A， 是 否 每 个 了 E ON) 可 用 五 中 的 国 数 “有 逼近 ?? 

B。 任何 EH 经 搬 小 “扰动 ”后 是 否 仍 属于 HH? 

王 予 CC 六 ,NN ) 适 当 的 折 失 ， 识 上 间 题 归结 为 二 在 0'(H， 
六 ) 中 的 稠密 性 与 开 性 . 在 很 多 情况 下 ， 采 用 强 拓 站 或 弱 拓 扑 
能 使 问题 A,B 获 得 肯定 解答 ， 

5.4.1 定 尽 ” 任 给 于 的 局 部 有 限 图 船 @B== Dt, PO! NN 
的 医 册 更 = {Fi，)) ， 屁 集 列 二 让 CU, UK ;= 
M, fEOMAMN): RCI e= {ar C0,00), Ohir+ 
1， 令 

S{f ,BP, KR,e,k) 
= {gEO(M, N) IY 9gKiCF, 

[fp - Bgprl loin en, (1) 
记号 1 |r 依 8 ,4(12)7， 企 给 型 的 图 (Co)， 站 的 图 (让 ,区 ) 
紧 集 LCP, fEOMAM, N),: 于， 人 >0，0 挟 5<7Y 十 1， 售 

Wf, , $, Ld, %) 

= [gE COC" CM, NY gLETV, Tpfo™— pop™ lips, <d!., 
2， 
以 所 有 形 如 (1)[(2 省 的 集 作 基 开 集 [ 子 基 开 集 | 在 CT BY 中 
导 人 的 拓扑 称 为 强 [ 弱 ] 拓扑 , 将 装备 强 [ 弱 ] 拓 扑 的 空间 CO"CH， 
六 ) 记 作 CS YLO5C 
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粗略 好 说 ， 企 给 19E2ri YY ， 强 拓扑 用 任意 正 数 组 
控制 f,9 (在 局 部 坐标 下 ) 各 阶 导数 的 相互 接近 ， 而 避 拓 扑 仅 在 
紧 妹 上 控 船 这 种 接近 著 弄 是 紧 的 ， 则 两 可 拓 扶 一 歼 ， 

车 六 =R*"， 取 定 51 所 要 求 的 及 ， 天 ， 册 形 如 
全 (有一 和 全 (Rio 一 Treor<ei] 

C3) 
的 基 开 集 决 定 CT,R") 的 强 拓扑 ， 而 半 范 族 
上 [47 
决定 CE 开 , R") 的 弱 拓 扑 。 不 难 泣 明 Cp( 形 , R") 是 一 个 ~ 空 
间 ， 记 作 g "(NH,R”) 《参看 2.4.4，9.1.1)， 

强大 六 基 一 个 很 大 汐 拓 扑 ， 央 此 不 难 设 想 ， 它 能 使 问题 B 
较 易 苇 肯 定 解答 ， 

5,4,2 定理 CH 浸入 构成 28C8E AN ) 的 开 子 集 ， 或 
者 境 ，C" 浸入 在 强 拓扑 下 是 “稳定 的 ”. 对 于 Cr 说 和 人 .C 浸 
满 及 0? 微分 同 且 有 间 样 结论 . 

证 只 考虑 测 人 【〔 对 浸 满 的 证 明 是 类 似 的 ， 而 对 媒人 与 微 
分 同 胚 需要 较 细 致 的 论证 ， 可 参看 [40]》 . 显然 可 设 7=1. 
给 定 C: 浸入 fj WA， 容易 取出 {1) 所 波 求 的 四， 罗 ， 开 ， 
令 Mom 一 DR",R"). 因 {a Eon jranka 一 m? 是 于 的 开 子 
售 ，g9; 天 ， 是 紧 集 , 故 当 gECIM, ND), 8 天 CT ($f¥i! 一 
入 7 充分 小 时 ， 9 在 五 上 有 秩 砚 . 这 表明 可 选 定 
2 二 [ed CC(0，co)， 使 得 二 (f, 古 , 罗 , 基 ,8,1) 具 含 01 浸入 ， 口 

5.4,2 对 于 解 “存在 性 问题 ”无 所 帮助 ， 因 开 集 可 以 是 空 
集 ! 在 这 一 点 上 ， 问 题 4 的 解答 更 有 意义 (也 更 困难 )， 下面 是 
一 个 基本 的 结果 . 

5.4.,3 定理 《CN) 在 205( 有 | NI)C0<Srceo) 中 【从 
而 亦 必 在 O55CM, NW ) 中 ) 稠密 . 

证 首先 证 COV,TV) 在 O55, 六 中 各 密 ，UCR", VC 
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| 于 于 于 


| R" 是 开 集 ， 可 设 F=R"， 取 定 fECMD,R"”)， 设 {Kj 是 UV 中 


的 局 部 有 限 紧 集 想 ，V=UKi， {fat} C0, oc9). 令 Bi 一 
IK 人 门下/ 关 \， 设 Bi 含 吉 :个 元 联 U 上 从 属于 {KK1) 的 


单位 分 解 (29, 令 61=supj4ser el=0f [m6 yD 
oo 。 ep 从 面 
($)!, Pi DM ey. 取 gEC (0, R"), 使 上 一 9 xr<pi 
HE Bs 


存在 之 理由 将 由 8.3.6 补 明 ) ， Wg= Ag EC (UV, R"), 
当 |a| Gr FE Ks fA, 
of — g(x) 气 字 O° [aCEICF CT) ~ gt ) 1 | 


<5 5 (%)| 2) 一 多 {2) 


< 


了 tf， 目 玫 上 ( 


8 )oipe, 


可 风 本 一 gx 之 Eni 二 1,2, 下 ),# 依 强 拓扑 名 近 下 ， 

其 次 证 ， 对 上 述 的 吕 ,， 任 给 ECSCV,TV) 的 邻 域 玉 及 
闲 集 各 与 开 上 集 证 ，4C 全 和 5， 必 有 RE 3， 天 在 4 的 某 郭 城内 
属 C ;在 UV、W 上 与 一 敏 , 可 设 了 =Rr， 设 4 和 了 人 市 ， 
4EC” (ED)》， 下 -< 一 本 ， 定 光 

TOSIU RY) >OSU, 及 ")，8H 一 29 十 (1 一 到) 了 ， 

则 了 连续 ，77=7 于 是 有 了 在 CSCD,Rr)y 内 的 邻 域 5: 
THCNS. 陪 yEBNC ， Tg 即 侣 于 所 求 ， 

最 后 证 ， 证 给 了 EC ) 的 一 个 形 如 (人 1) 的 郭 域 3= 
Sf 有 NC" 关 宫 .到 开 集 Wi KCWyEE 
今 归 纳 地 作出 gi EE 六 ， #0 一 了 >] 时 gr 在 ?Ki 的 某 邹 域 内 
异 00 ，gr WE=g:-1 WE。 设 已 作出 全 于 要 求 的 go,…, gt- 
(F221)。 令 日 二 [ECTCD4p Vr) 在 UA 人 Ws 上 sy ii， 定 
罗 
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大: 全 )， reVUy 

re = 否则 ， 

则 :于 COSCUE Ve)C5( 肌 ,WI 是 一 连续 贞 射 ， Tigs_) Uj = 
#9-1， 于 是 TT18 是 9-i Us 在 CCPe Fi 中 的 孝 域 ， 由 已 证 
结论 ， 存 在 4ET7S， 在 Ks 站 (U?D;) 的 某 邻 域内 属 0"， 
在 UW 上 有 一 ge ， 念 一 Th 则 i 具有 所 要 求 的 性 质 . 
令 和 zx) 二 max fi xEDUn (re MY， 则 Ez) 局 部 地 为 常数 . 定 
EM， 则 易 见 gE SNO”, Li 

至 于 温 人 或 贿 人 在 C"(H, NW) 中 是 否 稠密 的 问题 ， 其 解答 
强烈 地 依 师 于 型 , W 的 维 数 . 这 方面 的 一 个 非常 深刻 的 结果 是 

(参看 [40] ) ， 

9.4,.4 定理 若 n>>2m[n>2m]， 则 任何 Crsz1) 映 射 
LC? 适 上 映射 ]f; 和 可 用 0" 淄 人 [0” 帐 人] 依 强 拓扑 通过， 

本 书 设 有 机 会 利用 这 一 结果 . 

当 要 直接 证 明 某 个 函 玫 族 五 在 C"( 对 ,ww ) 中 筒 密 过 冯 轩 难 
时 ， 通 常 的 作 尘 是 ， 将 再 由 为 一 可 数 窑 个 二 ，， 使 问题 A,，B 
对 每 个 如 :可 解 . 于 是 问题 的 关 笛 在 于 C(W, 六 ) 是 否 为 Baire 
宣 间 (1.3.7)， 我 们 幸而 有 以 下 肯定 结果 《其 证 明 参 看 [40] )， 

9.4.5 定理 C5(M,N) 与 Cv(M, NWN) (0<<7: eco) 都 是 
Baire 空间 ， 其 中 C5(M， 者 ) 的 拓扑 可 内 一 完备 度量 决定 ， 

本 书 在 下 节 有 一 次 使 用 以 上 结果 的 机 会 ， 

本 书后 面 将 需要 一 个 较 特 殊 的 逼近 定理 ， 

9.4.6 定理 设 acrCRn， 7 是 开 集 ， ECU, Ra)， 
OSTS 8: oc0,r<oo, Dif(o)=0(0< ker), 则 对 任 给 s>0， 
存在 9E Cr(DU,R")。 使 得 9g 在 6 邻近 为 零 ， Hf-glv, 一 
£2, 

证 可 设 q=0， 取 peE0O*(R")， 2"(0,1)—<Pp BB"(n, 
2 )。 了 到 充分 大 的 p>0， Sg)=[1- por)] fe), 则 站 万 
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CU, RD) 部 近 0 有 时 名 2 一 0， 人 | 其 27p 峙 开 2 一 所 二 )， 
车 |z| <27p， la| < 7 风 
Of -gr = Joip pr) f(r))| 


< {Kh)o eo py pr) (2) 
Sea fi 


const sup pIF! |0sfF: x)| 
18|er 


利用 65 了 (#2) 在 z= 二 0 展开 的 7?- | 请 阶 Taylor 公式 得 出 ， 
lOs f(z)| econstplii-" sup lorf(y)| 


lp =r. <p 


《IB rr，1z| 之 2/p)， 由 此 看 出 9 合 于 所 求 . 口 

注 ”从 坟 上 证 明 淖 出 ， 当 ECSU, R") 有 时 ， 可 要 求 5E 
CAD RD) R" 必然 可 代 以 CC 

推论 ‘Borel) 任何 序 剂 {clo EN"M CC* 是 某 个 EC”(R”， 
C") 的 Taylor 系数 ， 基 oc。=0°f(0)jal, 

事实 上 ， 令 让 13) 一 nereogos 联 gEC (RM,C")， gs 在 
t=0 加 近 为 零 ，|fr41 -fr—grlan. ato=0, 1,* ), 峙 不 难 
验证 二 fo 土台 3.foy1 一 一 9) 合 于 所 求 ， 

参考 六 献 ，[401，145]，[571， 
习 古 

1。 设 {41} 是 戏 中 的 局 部 有 限 业 族 ， 村 = U 4 1，{ei } 忆 (0,c9) 。 风 在 在 / E 
CC (CT 人 di Fld ey), 

2 设 fECOUMR"), Sr) ECCM， 00,00))， 则 存在 9ECwtM，R")， 
(ftr) ~ gtr) i edtr) (rE M). 

3.。 人 尾 内 采集 4 己 显 ， 存 在 了 EECw CM A=fii0)., 


85 Sard 定理 与 Morse 函数 


任 给 feEC™CM, 和)， 以 CCf) 或 Cs 记 其 临界 点 〈 定 义 见 
5.1.3) 集 ， 本 节 要 证 明 ，W Nf(O0y) 包 含 了 NW 中 几乎 所有 的 
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点 ， 这 一 结果 基于 流 形 上 的 " 零 测 集 "概念 . 

5.5.1 定义 设 4C8. 车 任 给 型 的 图 (如 , 旭 ) 有 29 (A 站 
1)=0 (4 是 四 维 Lebesgue 测度) ， 则 称 4 为 零 测 集 记 作 
L444=0 (此 处 不 涉及 在 并 上 定 尽 基 个 测度 !). 

直接 从 定 闵 可 推出 零 测 集 的 志 下 性 质 ， 

1” 零 测 烷 的 子 集 与 零 测 集 的 可 数 并 是 零 测 集 . 

2” “和 零 汕 证” 是 局 部 性 质 ， 关 4C 区 ，YGE 二 ， 存 在 4 
的 领域 Va; 站 aa 一 0， 则 二 4 一 【利用 1.1.9)， 

3 闭 零 副 集 是 茧 集 ! c- 紧 震 测 集 是 瘦 集 ， 

5.5.2 5 理 设 ACH, 4A4A4=0, JECT(M, N), m=n, 
MW xf A =0. 

证 不 妨 设 村 二 N=R*"，ACB*0,])， 取 可 数 个 球 B; 禾 
盖 4，BiICB"(02)， 人 富有 一 sub ea ze， 则 中 信 定 悍 
《2.1.6) 推 出 fB: 含 于 一 半径 为 B71(T; 是 B; 之 半径 ) 的 球 ， 
玻 

2A uf Bp Bi. 
因 8B, 可 取得 使 字 48B1 任 章 小 ， 鼓 42f( 4) 王 0， 站 

5.,5.2 特 别 推出 ，“ 零 测 性 ”在 微分 同 且 下 不 变 ， 坝 5 .5,1 
中 的 条 件 只 需 对 某 个 赂 册 验 证 ， 其 次 ,车 fE CI Nm<n， 
则 国 CM)=g xn0)， gM x RN, (2 yh), 
5.5,2 推 出 nf{ 于 ) 二 0， 

5.,5.8 Sard 定 理 (1942) 车 JEC”M,N), m0 fry 
1, Co=C0(f), | xfCC0) =0. 

证 不 妨 设 并 =DVCR" 是 开 集 ，N 二 R".m 二 0 时 定理 显 
然 成 立 . 假定 定理 已 对 定义 于 m1 维 流 形 上 的 0" 觅 射 证 
明 ，m 汪 1]. 令 

人 一 {EU {Df r=0, latieB, hwsl, (1) 
旭 Co, 寺 人 DOD 十 是 
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HOCcL YU FONCH IUIOD), bl, (2) 


磺 此 证 xf(00)=0 归于 以 下 三 个 步骤 ， 
1” 证 jCANC1)=0. 因 2a=1 时 Co=Ci， 故 可 设 z > 
1 .人 性 取 aeEeo\C， 今 证 有 4 的 邻 才 下 HT 门 大) 一 小 ， 
因 Pf(a) 尖 0， 不 妨 设 3fi(a)j9z1l0(f==(f!,-… 了")). 令 
下 (3) 
盎 8 在 + 处 是 一 局 部 微分 向 不. 取 # 的 邻 域 了 ， 使 得 9 
PF 二 4x BCRxR"-!， 于 是 
19 :Ax BrRxRT, (Ott, PAN), (4) 
其 中 EC0mB， Rm)(tE 4). 从 jy! 的 Jacobi 式 着 出 ， 
gECINT SE I EC OEUV(P), 于 是 
ftOo NF)= 局 区 CC 让 {5) 


出 归 纳 假 设 ，&-1PA0Cp1))=0, #4o-i 记 n~1 维 Lebesgue 视 
诺 。 二 是 由 (5) 及 Fubini 定理 (3.1.8) 推 出 ， 
FON DS pan OC(m ) at=0. 
2” 证 fiCiN\CEy1) 二 #0), 令 
Aio= {rEU Df) =0, gradofi(r) 0 ， {6) 
则 CCCUitdoi<i<2 19| = 生 ， 于 是 只 要 证 ， 对 任 
一 取 定 的 ==4416， 有 (Oo 门 4) = 一 0 .不妨 设 4= 4 of 1 中 一 
t+}. 5.2.3 推 出 4 是 R" 中 的 超 和 曲面, 于 是 由 归纳 假设 有 
kf(CCf14))=0， 因此 只 上 需 证 C44COC(f14)， 任 给 aE& 
CONN4， 令 (Zz) ==0°f1(2)， 不 妨 设 Bw(a)/9z1 关 0 定义 
A{ zl, EE) ,Ys (7) 
则 # 在 a 处 是 一 局 部 微分 同 环 ，fi1C0，z?,…, zm) 是 上 4 在 
4 处 的 局 部 表 东 ， 从 其 Jacopi 矩阵 看 出 aE CCF14)， 
3 证 4 了 (C2) 一 0( 上 充分 大 )， 任 取 楼 长 为 4 的 吉 维 方 体 
QCU,， YYEQNC YEQ,， 由 人 Taylor 公式 (2,2.6) 推出 
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-了 ly- 与 +,y 无 关 ., 分 是 为 ”个 楼 长 
为 218 的 子 体 ， 任 到 其 中 一 个 交 于 C4 者 久 '，， 则 
Hf }<tonst( A/8)"", 


于 是 nf(ON CE Econsts™ /sr, 
令 scef 设 站 > 六 AI) 得 山下 用 门 Ce 一 0 由 此 推 才 天 疙 Co) 一 
0. ,| 


因 闭 子 集 和 必 是 了- 紧 的 ， 于 是 有 

推论 在 5.5.,3 的 条 件 下 ，f(0;s) 是 访 中 的 瘦 集 ， 从 而 了 
的 正则 慎 在 访 中 向 窗 (参看 1.3,8) ， 

可 微 映 射 有 “足够 多 ”的 正则 人 这 一 事实 有 许多 重要 的 应 

5.5.4 横 截 性 定理 设 4 是 六 的 子 流 形 , f= {f E00"(M， 
入 4 ， 则 下 在 C3CH, WN ) 中 稠密 ， 

证 首先 下 以 下 局 部 结果 ， 设 KCUCR"， 攻 是 紧 集 ，U 
起 开 集 ， 玉 = {ECU,R"*) |fTkR*} (cn) 则 下 是 CCP， 
R") 中 的 稠密 开 集 . 设 p:RixR"-*>R"m* 是 投影 .到 定 fe 
五 ， 王 必 可 表 为 有 限 个 紧 集 下 :之 并 ， 关 :与 六 !R 不 交 ， 或 者 
盐 : 只 含 ?of 的 正则 点 (参看 5.3,6 之 证 明 ) ，C8(D ,Ra) 中 充 
分 接 还 了 的 函数 亦 有 同样 性 质 ， 因 此 如是 开 的 ,其 次 尾 给 了 
CMU,R")， 依 5.5.3 有 2°f 的 正则 什 YjER"-*， 80 
oo)， 令 二 了 一 yy 则 fj;E NH, 在 CRV, R" 中 fi 五 的 
条 密 性 得 证 . 

现在 取 开 的 局 部 有 限 图 册 i 这 To oo 及 时 覆盖 {KK :0 机 
对 紧 , KCUs 售 Fi= [ff EONM, NYHfTr Ad} ,WF=N FR 
需 证 每 个 Fi 是 C8 M,N ) 中 的 向 密 开 集 . 任 给 feEF1， 当 ge 
CN ) 依 强 拓扑 邻近 了 时 ， 引 7 依 弱 拓扑 邻近 fs 于 
古 已 证 局 部 结论 推出 ge:， 玉 ; 是 开 的 .其 次 任 给 feE0"CM， 
AD 可 设 7KICP，(Fg) 是 关于 (N,4) 的 子 流 形 图 


193 


(5.2.1)。 庶 KELGCWWi= 门 站 VJ， 取 AEC (MD); 
LA4AWi， 当 EC CW 了 ) 依 强 拓 扑 邻 近 卫 | 玉 ;: 有 时， 
ro= | 在 WW: 上 ; 


f， 在 访 ? 上 
依 强 拓 扑 分 近 了 ， 在 工 , 上 Tg=g， 于 是 从 已 证 局 部 结论 推出 
在 C3( 和 ,NN 中秋 密 ， 口 


粗略 地 说 ，5,5.4 表明 棋 截 具 有 "一般 性 ”. 
5.5.5 定义 说 eE 形 是 EC 是 ) 的 临界 点 (如 2(e) 一 
0， 有 参看 2.7.1，5.1.3) . 若 了 其 于 坐标 系 (7') 的 “Hesse 短 
阵 " 豆 =(9:fa)7ozi0z 是 奇异 的 (容易 验证 这 与 华 标 系 的 选 
择 无 关 ) ， 则 说 a 是 退化 的 .车 f 设 有 退化 痢 界 点 ， 则 称 子 为 
hIorse 读数 ， 
#” 汞 数 在 其 非 基 化 痢 界 点 分 近 芍 结构 可 通过 某 种 “标准 
形 ” 争 以 彻底 财 电 ， 
5.5.6 Morse 引 理 若 z 是 FEC” 1) 的 一 个 非 退 化 临界 
点 ， 贴 存在 形 的 学 标 系 (Dop, 六 )， 使 得 
fo Cg gf ty) 
(8) 
证 不 妨 没 村 =R"，a= 二 0，f 了 (0) 二 0。 由 Taylor 公式 ， 


f(z)=[ {1—#) “ 1 -Kirdt= wrihy(r), (9) 


,ff Ofte oo 
其 中 hs)=| (4-0 DEC， 


令 吾 (7) 二 (和 (2))，z! 二 (#1，…, wm)， 人 看 作 别 向 量 ， 则 (9) 
可 寄 成 矩阵 形式 ，f(z)==z! 囊 (5)x， 这 是 一 个 变 系 数 的 二 次 
型 .从 线性 代数 知道 , 存在 PEGL(m), P'H(0)P=diag( - 1,…， 
1 1 一 号 将 豆 (0) 化 为 对 角 标 准 形 召 的 过 程 好 结 为 对 
如 (0 进行 有 限 次 协 合 的 行 与 列 变换 ， 这 种 变换 自然 扩张 到 
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瑟 (z) 只 要 | 守 充分 小 .因此 存在 GE{Y)~ 值 的 C 因数 已 (7)， 
写作 了 Pz， 使 得 PIH(z}P:=B, 令 y= 二 Pilx， 则 从 (C0) 
O71)s_o 二 Pol 君 出 #8 一 (91,… 8m") 可 作为 * 二 0 处 的 局 部 誉 
标 ， 耐 
开 2 一 和 
= | 

泽 《8 中 的 4 称 为 了 在 和 的 指数 ， 它 与 坐标 系 无 关 ， 用 
完全 肇 划 了 了 在 a 邻近 的 性 态 。 

队 5.5.6 直接 看 出 ， 非 退化 临界 点 必 为 孤立 点 ， 因 此 紧 瀛 
形 上 的 Morse 阅 数 至 多 有 有 限 个 临界 点 . 

基于 Morse 函数 有 一 个 “Sard 定理 型 ?的 结果 . 

35.5.7 定理 设 明 CR 了 TECN) fel(z)=f(2)+a'r, 
deER". 则 对 几乎 扁 有 aER"， fo 是 于 上 的 Morse 国 数 ， 

浅 因 半 总 可 以 媒人 某 个 R* 中 [40])， 均 5.5.7 指 明 任 
何 f EC (YD) 各 经“ 扰动 ”之 后 得 到 Morse 靖 数 . 

证 首先 设 浊 CR" 是 开 子 流 形 。 令 g(x) 一 Jr(zY7， 出 
fatz) 二 gr) + fw)=g'(xl， 可 见 2 是 fs 的 退化 临界 点 
六 ~ 是 8g 的 临界 值 ， 于 是 定理 结论 由 Sard 定理 推出 ， 

一 般 情 况 下 , 六 总 可 用 可 数 个 图 覆盖 , 其 中 每 个 用 {x!, …， 
7 )((z 是 R 的 自然 又 标 ) 中 的 实 个 坐 标 作 局 部 坐标 ， 因 此 
不 妨 设 站 可 用 (x1,…,2") 作 和 坐标 . 令 #=(x!1,-… 2" )，2z 二 
(zm 2 对 给 定 和 的 cER""， 由 第 一 良 记 证 ， 对 几乎 
所 有 2ER": fotr) 一 [f(y)+o'z] 十 b'y 是 Morse 酌 数 ， 仿 
“ 遍 取 R"”"， 由 Fubini 定理 推出 所 蛮 证 ， 国 

参考 文献 ，[11, [34}, [40], [45], [57], [66], [701, f8o] ， 
T81] 。 

习 是 
1， 对 了 EC*(R) 直接 证 明 Sard 定理 . 
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2， 计 PCR 是 Cantor 信 . 联 放 ECRY: f 守 0,， Fit0 = 五 坊 gt1) 一 


[wa 则 8teCz) 是 不 可 数 零 测 华 . 
$3。 了 设 基 和 射 是 生生 ， 了 ET (Ri CrF= 财 . 则 看 在 9EC” (Ri 
s° 下 =0，571(0) 为 茂 理 。 


36 向 量 从 


简单 说 玉 ， 向 量 从 是 由 形 即 如 xR"(UVUCR" 是 开 集 ) 的 
“ 构 块 "? 沿 "纤维 ”+ xR" 光滑 地 接合 起 来 的 流 形 . 

5.6.1 定居 称 一 流 形 百 为 肝 上 的 % 维 实 [ 复 ] 向 量 从 ， 若 
存在 TE Cw(B, 及) 及 一 集 钾 = [1(V6, oo， 满足 ， 

VB ,VC 是 开 集 LM=UUs 

VBe，go:2 iOUo>H。xR" 是 微分 同 且 ;YXxEV, 纤维 
:一 p(x) 是 2 维 向 量 空间 ,palB8r: 人 S(t Port 5)) oz: 
:一 RR" 是 一 线性 同 构 (对 于 “ 复 ” 的 情况 以 C?" 代 RR*); 

YB, .全 是 满足 条 件 VBi, VB, 的 一 个 极 大 族 ，p 与 征 分 割 
称 为 加 的 (从 ) 投影 与 向 重信 结 枸 ， 每 个 (1 pp) 称 为 吾 的 向 量 
号 图 。 称 每 个 满足 YB, ,YB, 的 集 为 向 量 从 图 册 ( 它 唯 -决定 一 
向量 从 结构 ). 

当 wEM，EEB: 时 ， 有 时 也 将 写作 5 或 (x, 5). 

下 问 只 讨论 实 向 量 兴 ， 所 有 撕 念 与 结论 都 可 自然 地 推广 到 
复 疝 量 从 . 

设 百 如 5.6.1， 若 将 每 个 *&€ 于 等 同 于 再 的 零 元 ， 则 可 
以 认为 MCE， 和 任 给 ET 攻 oo 门 区 wo 令 gop(2)=gpasp7， 则 (Vo 门 
Ua) x RU Ua) x RY, (tg) aptt) ny), TU NN 
Br 人 LI8)，2F 9op(z) 为 CC” 上 映射,GLIa) 看 作 二 及 站 的 开 子 
流 形 . 反之 ， 不 难 建 立 以 下 结果 ， 

5.6.2 定理 给 定 一 集 及 广 射 p:B> 寻 . 车 短 个 了 :二 
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zzJSE 半 ) 是 一 向 量 空 间 ， 多 = 7。 oj 满足 5.6,.1 中 的 
VB,， 旧 pecfdEz， 记 号 依 5.6.1I): 吾 :>R"* 为 线性 同 构 ， 
1 如 ru 门 VeGLIR)，zH ppozppil 是 0" 映射 则 去 上 存在 唯一 
微分 结构 ， 使 召 成 为 开 土 以 呈 为 向 量 从 图 册 的 n 维和 疝 量 从 . 

5.6.3 例 1” 单个 向 量 从 闭 ( 并 ,wxa") 定 多半 xk 腿 * 注 
史上 的 向 量 从 ， 欠 投影 就 是 投影 开 xR"> 开 . 

2” 设 X:TWH>M 定义 如 5.3.1。 和 任 给 于 的 图 (Up)， 
令 

Pn iU->U xR", [rt, Pal 7s, 4), (1) 
则 节 天 >R [7 PE 为 线性 同 构 : 当 《CV ,和 ) 是 另 一 
个 图 时 ，zF 了 了 多 zY! 二 DOP (8(2)) 是 C” 荡 数 . 由 5,6,2， 
4 开 古 型 上 的 向 量 居 ， 其 微分 结构 与 83 中 引 人 者 一 致 . 

3” 者 是 六 上 的 # 维 向 量 丛 ，4 是 上 的 子 流 形 ， 则 
[je 4 可 = 是 4 上 的 # 纵向 量 从 ， 记 作 玫 |4 或 B 4， 称 为 召 在 4 
上 的 限制 ， 

4” 设 五 ,了 分 别 为 六 ,入土 的 向 量 从 ， 任 给 与 的 向 量 
从 图 (0, 多 ) 与 (V,)， 依 zp) 二 Ps x By 定义 一 向 量 从 
(Ux 六， 加 )， 如 此 将 吕 x 玉 定义 为 肝 xN 上 的 向 量 从 ， 称 为 
五 与 的 积 从 .人族 xTNI 守 TEM x 尺 ) 站 是 积 从 的 典型 例子 ， 
若 ,FU, Pp), (TV, yp) 同上 ,但 村 = 和 NN， DU=V， 令 启 二 ps x 
多 2, 则 形 如 人 78) 的 向 量 从 图 定义 出 开 上 一 向 量 从 吾 息 六， 任 给 
FEEDF = 了 BBP 称 OF 为 祈 与 的 直 和 . 

以 下 设 吾 ,B' 分 别 为 型 , 亲 :上 的 向 量 从 ， 以 pz,p: 记 投影 ， 
#,8' 记 弛 维 维 数 . 

9.6.4 定义 设 了 EO7 有 于 0<r<ee)。、 若 YYzE 开 CC 
EB, y=f(2) EM', fr=f BEL(E, BZ; 区 了 为 Or (向 
车 人 内 ) 同 态 ， 当 每 个 fx(xE 好 ) 为 单 射 [ 满 射 ， 双 射 ] 时 称 了 为 
单 同 态 [ 注 同 态 ， 双 同 态 ]; 若 对 =M',，f MM=1x， 则 称 f 为 
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形 - 同 态 。 以 Hom( 吾 , 吾 ' ] 记 从 吾 到 如 :的 CC 园 态 之 人 全体. 节 
feHom{B,B') 是 双 射 县 后 ' EHom(B' 吾 )， 则 称 皇 为 (向量 
只 ) 向 构 。 同 时 是 出- 后 态 的 生 构 称 为 村 ~ 同 构 ; 于- 后 构 于 
和 开 xR" 的 向 量 从 称 为 平 几 从; 当 切 从 TH 为 平凡 从 时 称 形 为 
可 平行 化 流 形 ， 

任 给 EE 的 向 信众 图 (0,P)，Pi1 凡 U xR" 是 一 0- 同 
构 ， 这 也 是 向 量 扫 图 的 特征 性 质 . 者 feEC"{WH,N)， 则 显然 
fr EHom(TH, TN)， 且 了 是 浸入 [六 满 ， 局 部 微分 同 胀 | 生字 
fy; 了 TMT 了 TN 是 单 后 坊 [| 浇 局 访 ， 双 同 坊 ] . 

5.6.5 定义 若 TCD] 频 射 0: 开户 满足 :0 二 1x 则 称 
0 为 百 的 I" 截面 , 以 MAB) 记 上 的 0 截面 之 全 体 ; 令 
TBE)= "(8)， DV,B)= (BV)， 若 UCM 是 开 集 ， 
0 CCTOV, BB)，Y XEVU， {or(2) 线性 无 基 [是 百 : 的 基 ] ， 
则 说 {oi 在 5 内 远 点 线性 无 闫 [是 百 在 5 内 的 一 组 局 部 基 ]3 
吾 在 型 二 的 一 维基 也 称 为 整体 基 ， 

任 给 稚 面 re-> 吾 ， 今 后 将 依 方便 交 夫 使 用 记号 rtz) 与 
oa(wE HM). 车 gE TM xR")， 则 有 唯一 的 jf EC"CM, Ry 
or) 二 (2 下 EYE M)， 通 常 对 co 与 了 不 加 区 别 ， 因 此 可 试 
为 "MxR DN=CrNM,R"), 

5.8.6 定理 {otU> 如 是 如 的 局 部 基 夺 之 存在 的 向 
量 从 图 (Pp)， poiw) 二 {rw,erY(zEDV)，!esr' 是 RR* 的 标 淮 
基 ， 

证 若 ioi CITCVU, 名 ) 是 一 局 部 基 ， 令 

Pip UrUxR", Eqs (ry, Lies), (2) 
则 (如 ,9 ) 是 定理 所 要 求 的 向 量 从 图 。 反 之 ， 若 (UV ,Dp) 是 思 的 向 
旱 内 图 ，G fz) 二 (mewED， 1CiCu)， 则 位 显 名 是 
如 在 UV 内 的 局 部 基 . L 
推论 院 是 乎 凡 的 所 > 有 一 组 整体 基 : 1 维 从 是 平凡 的 
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< 所-> 其 上 存在 无 处 为 零 的 2” 截面， 

若 io# CC 三 (7, 刁 ) 是 一 局 部 基 ，c3: 于 > 吾 是 一 截面， 
5 吃 = 5 (或 就 写作 = )， 则 称 上 为 基于 基 fci 的 
分 量 或 坐标 - 显然 ，z E 厂 "( 亡 )< 玉 0 关于 任何 局 部 基 的 分 量 
是 C0" 的， 这 一 结论 今后 将 特别 用 于 张 量 场 。 

向 量 从 的 截面 在 很 多 方面 接近 于 通常 的 向 量 值 函数 ， 因 此 
很 适 二 作为 分 析 堂 的 对 象 . 

5.6.7 定理 设 4 己 印 己 肝 ，A4 是 闭 [ 紧 ] 集 ， 友 是 开 集 ， 
Te B)， 则 存在 seE 矿 ?(B8)lse 六 5 在 )， 记号 三 ;的 意 
义 依 人 .4(2)]， 合 得 对 4 的 麻 邻 直 吕 有 oo ID=s IV. 

证 取 闭 | 沦 ] 集 ,ACUECW; 依 5.1.6 之 推论 [5.1.51， 
34ECTMITAECH( MY] VA 令 

[0 wT 
${T) = 
站 ， EH?, 
则 s 即 合 于 所 求 ， 口 

5.6.8 定理 设 4C 汉 是 闲 集 ，r44~> 访 满足 ，(i)poz 一 
lat (ii}¥aeAd, JsaE FT (Wo BsalAflWs =0 1A Wo, 
扩 。 是 a 的 一 名 下 ， 则 存在 s€E 三"( 盏 )，s14=o 车 4 是 对 的 
用 子 流 形 ， 则 条 件 !ii) 可 代 以 条 件 ， {lio E Cr A, B). 

证 取 定 条 件 ( 证 ) 中 的 二 ,sss 不 妨 设 so€ "(BB) { 依 
3.6.7)。 取 4 上 从 属于 { 环 汪 的 单位 分 解 {4o} ， 定 多 


T= 了 ha mS x), TE AM, (4) 
加 上 


(3) 


se TE), slA=o0, 今 证 当 4 是 闲 子 流 形 时 ( 首 )=> (if)， 
因 (ii)( 店 } 都 是 局 部 性 条 件 , 不 妨 设 E~=R"™xR",A=RtCR", 
和 EC (RY, RY), 定义 8:R*xR"mtR+, 《2 8) ocr)}， 则 
SEUOR", R"), slR:=0. 人 

玲 论 三 给 2E 半 ，5ER,， 存 在 ooETIE), g(rs}=—=£, 
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5.6.9 定义 设 fCE, 车 YzE 寻 ,存在 吾 的 向 量 从 图 
(U, Pp) re, pFNDUO)=U0xRIx0"*, 则 称 下 为 E 
的 无 锥 子 基 《【 易 验证 形 如 (79 I(F 人 2 可 )) 欧 向量 从 图 确定 
你 玉 为 一 维 向 量 从 ) ， 称 上 述 的 (如, FP) 为 甘于 ( 吾 , 下) 的 子 同 
和 从 图 (与 5,2.1 对 照 ) 

5.6.10 定理 FCEB 是 一 维 子 从 所 信 WXEM:， Fi: 一 
FN B: 是 吾 : 的 不 维 子 空间 , 旦 存在 z 的 邻 域 嫌 及 io :7 导 它 
(UB)， 使 当 yE&EU 时 [eiy)} 是 下 的 基 . 

证 ”只 请 证 逆 命 题 . 设 foi} 如 定理 所 述 ， 歌 加 在 术 【《 必 村 
时 适当 缩小 可) 风 的 一 组 局 部 基 48;) . 设 01= 二 fisy(1<t< 和 )， 
不 妨 设 detCPiC9D) iia 0(HEUVU}),， 令 0 二 58.(F 人 YR)， 
网 fo,0 是 世人 在 如 有 骨 的 局 部 基 ， 落 依 (2) 定 浆 殉 ， 则 (5 ， 
mp) 是 甘于 (EF, 了) 的 子 向 量 从 图 . 0 

挫 论 车 人 0,…, GC 记 帮 (加 ) 寺 点 线性 无 关 ， 则 fo 生成 
的 一 上 维 子 从 望 ，FA(zE HD) torz)) 为 基 . 

5.6.11 定理 设 户 忆 > 吾 是 一 型 ~ 同 态 ，tankfca#。 则 
“ 核 ”Kerf 二 UzewKerfs 是 四 的 8 ~ 上 维 子 从 ; 象 所 再 ) 是 8' 的 
维 于 从 (与 5.2.3 相对 沼 ) . 

证 央 5.6.9 的 条 件 是 局 部 的 ， 不 妨 设 


fiU xRe 1xR (rg, fo(¥)), (5) 
其 中 fsEL(R",R” ) 可 看 作 %'x# 阶 算 隆 .用 线性 代数 方法 可 


求 得 训 EGL(n')，gsEGL(n)，; 使 hofzg7!={ 0 0), [是 


阶 间 位 和 矩阵，xiz,9z 是 > 的 C” 函数 (必要 有 时 适当 缩小 )， 定 交 
0- 同 构 : 

gi:U x RU x R", (FT, gr(¥))s 

hiU x R" Ux 民 ” (fa) Ug, het 2)), 
出 | hfg-liU x Rix Rt xRtx 及 下- 上 


【 省， 名 ,入 ) 上 一 (全 个 , 习 
夏 yt Kerf )=U 区 站 RT 
RFCB)ISU x RxO" -+, 
出 此 痊 出 六 变 证. | 
参考 女 献 ， [2]，[22] , [401, [44], [45]1, [87}, 
习 三 
i。 关上 请 瑟 = 五 : 是 单 司 态 ， 1 时 : 型 一 时 是 人 [5 撕 大 ]， 则 三 :五 汪 五 "是 温 
大 [要 大 1。 特别 ，91 CEN 二 9, :TMGTN. 
2。 车 gE 六 (EE)， 删 CM,g) 是 下 的 六子 谊 拱 ， 特 别 ，(t 闻 ,人 D 起 二 的 妆 子 流 
形 ，0 记 办 截面 . 
3。 万 ;的 一 组 基 可 扩张 为 玉 的 一 组 帅 部 基 ， 


37 向 量 场 


令 宪 ( 半 }= (TWH)， 称 每 个 六 ESE(H) 为 对 上 的 (0”) 
向 量 场 ， 

5.7.1 定义 设 半 EZ(NH)、 若 一 C1 曲线 9: 一 闻 请 足 ， 
gt 一 证 人 80)，8C0) 一 YY，0c7，1C 王 居 是 开 区 间 ! 和 参看 5,3 .3 
之 1 》， 则 称 9 为 下 的 过 点 4 的 积分 曲线 . 

求生 E 这 (好 ) 的 积分 曲线 相当 于 解 场 微 分 方程 

I= Xr). (1) 
任 取 亲 的 图 {UU ,gp) op. XU iE2(pU). 因 T(pU) 
宇 gt xR"， 可 以 认为 于 ,ECO"(pU,R")， 任 给 0! 曲线 办 7 


U0， 从 训 (9o9) 一 prtdg1at) 看 出 ，g 是 X 的 过 seEV 的 积分 


曲线 和->8 一 多 "8 满足 方程 89 /U4 十 (5) 有 0) 一 p(7). 
5.7.2 定理 任 给 耳 ECM)Y， 存在 堆 一 0* 映 射 ， 8: 
WORx BH>H, 它 广 是， {i) I 一 Ur-wirxT, 一 (Ga 
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Br}, 一 cexsTBacD<c Ps po (IDDYrEM, Od) = O02, x) 
(te) 是 耳 过 z 的 积分 曲线 ; 着 8( 科 (ti€ 了 n) 是 六 过 zz 的 积分 
曲线 ， 则 ?CIs, 9g=8s |T; (Ci) Tit lont(t(t, $)EW) 
当 8 十 护卫 和 时， 
月 (8 十 下 下 [SET (2) 
证 ”和 在 茶 6E 交 ， 取 形 在 e 姓 的 图 (VU, ). 将 2.5.1 用 于 


方程 9 一 忆 o( 拉 得 出 ;存在 oiECr(PxPt9D) Po 和， 


， 9 - 
6)，6>0, Wi 是 Pt9) 的 一 铝 域 ， 一 下 of 人) 


TAO FY ET FD) 人 SV = Vo(t, r= ot, 
位 
“ot 
2))((t,2) ET xV). 这 岩 明 过 短 点 # 艺 开 存在 二 的 积分 曲线 . 
才 9AD(EET,i 二 1,2) 是 和 过 x 的 两 条 积分 曲线 ， 则 了 = 
让 二 g(t 县 开 区 间 古 人 门 1; 的 闭 子 集 。 对 方程 {1} 局 部 
地 应 用 经 典 的 唯一 福 定 理 推 出 了 起 是 了 荆门 1 的 开 予 集 ， 因 此 
1 二 上 们 1 .由 此 推出 , 大 在 苹 过 zx 的 “最 天 积分 曲线 ”868.0t)， 
其 定义 区 和 间 1==(qs, 8:) 是 下 的 所 有 过 * 的 积分 曲线 和 的 定 六 区 
， 间 之 并 . 售 玉 = Urewlsxr, gf, 2)=02D((t,2)EFW), 
9 显然 满足 (i)(ii). 
性 给 ERM 1ET 令 Ta)=0(t+ 5, mY， 8ET -t+， 显 
热 9 是 是 过 点 8G2,#) 的 积分 曲线 ; 内 化 71CIin 8(t+ 
3 二 059i 2))。， 共 次 ， 太 awry 十 1CTioutry 二 Tz 排 
于 Zz 二 t 十 Triwry 这 就 签证 了 {iii!， 
最 后 证 印记 RR x 弄 是 开 集 是 6EC*(W, M1 令 
W)C TT] 存 站 位 ,2) 的 竺 域 VCW, 8 EO0™). 
从 证 明 的 第 一 段 看 出 0x 型 和 不 车 政 过 不 ， 则 有 (有 ,20 
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pa) 阳光 在 人 xFV, UU), ooO, ee, T(E =, 


WWo， 不 炉 设 村 =inf {>01(i,s0) 蕊 邢 ,}， 于 是 刀 之 90, 
到 zi 一 6( 加 ,2 ) 的 邻 域 了 及 5>0, 使 1xVCWo 设 4 一 < 


< 一) EV 因 (6 20)E 信 ,， 改 有 z0o 的 邻 域 
yo: tx VCWo Ho xVo CCF. 于 是 (#0, 20} E(t +I) x 
FC 叶 全 。，， 得 出 予 盾 . 口 ] 
5.7.3 定义 车 C0” 上 映射: 印 CR x 及 站 时 满足 5.7.2 中 
的 条件 Ci ( 让 日 810y2) 二 x， 刷 称 为 于 上 的 流 . 
于 是 5.7.2 表明 ， 每 个 下 E 到 (型 ) 生 成 一 个 流 日 《必要 时 
写作 07》。 反之 ， 任 结 寻 上 的 流 8 ， 定 义 


XM>TM, zr C06,s) lmo ， (3) 


妈 
则 冯 然 入) 称 和 为 避 的 生 威 所 .固定 z?E& 闻 ， 国 


a ~ 名 -~ 
dee Ts +t, 4) sm0 一 了 58 (C8, pt, T)) Ilsao Ot 


7))， 故 9(1,z!: 恰 为 也 过 z 的 积分 曲线 。 由 此 可 见 ， 向 量 场 与 
流 实质 上 是 两 个 等 价 的 丹 念 ， 

对 于 一 个 流 BEe”"( 卫 ,于 )， 将 依 方便 交 趟 她 使 用 记号 
8(t,2z)，0r(t1 与 9.(z)、 后 两 个 记号 突进 了 8 对 或 + 的 依赖 
性 . 歌 定 让 ER， 了 = 好 1(52 引 全 栈 ) CH 是 开 集 ， (2) 表明 
gguegi， 南 此 推出 9EDi 7 ， 若 一 及 x 弄 ， 
则 及-> Ditf 形 )， 寺 83 是 一 群 鸯 杰 ， 此 时 称 8 为 对 玖 的 单 参 
数 矢 作用， 并 说 6 或 王 是 完全 的 ， 

5.7.4 定理 设 9 是 了 ES(M) (生成 ) 的 流 ，zE MH， 
若 对 任何 有 限 区 间 TCF px( 门 是 相对 紧 集 ， 则 六 =R. 因 
此 ， 闪 supp 亚 为 紧 集 时 疙 是 完全 的 ， 

证 药 产 关 RR， 木 站 设 记 <coe ( 依 5.7.2 的 记号 ) ， 
9A(0,i) ;相对 紧 ， 故 有 tt 一 Ps 0， grtts)->zo。 联 Xo 的 锅 
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域 及 5>0， 使 I xFCW, 不 妨 设 9stia)EV， 于 是 (一 6， 
8)Clhewsn 1s 一 tn 这 推出 jp -io 与 加 > 用 汉 盾 :| 
5.,7.5 站 化 定理 设 闷 名 (用 )，4E 开 ， 玉 (9 天 0。 则 
存在 再 在 a 处 的 坐标 系 (U,*)， 使 得 证 {UU 二 01908'， 
证 取 六 在 a 处 的 雁 标 系 (FV,$,*)， 使 得 甸 (0) 二 0， 
玉 (q) 二 (90/9z1)。， 设 09 是 革 的 流 ， 定义 
人 
则 易 风 六 (0) 王 过, 于 是 得 开 在 a 处 的 坐标 系 LU ,Py ): f° 中 二 
押 ， 设 Pi) 二 (wy 2)ERxR 1(%EDV), ， 则 当 浊 充分 小 时 ， 
POE T= PIP uv =p fu 9) 
pop 000=f pp (0 vb) = E+, V), 
由 此 推出 |V=90/90u 一 /9y. 口 
5.7.6 定理 设 半生 CIP ,型 ) 人 


集 ，0x MCV, Kis)= Kt), 下 0 一 1u; 生 (和 一 和 大人， 
2) lo。 则 BOF) = limK?, (2), 


证 任 给 2 和 有 ， 可 归纳 地 指明 ， 若 上 适当 小 分 近 
zs， 则 对 所 有 ?1, 下 ?sz 有 定义 且 亦 邻近 ze ， 因 此 不 妨 设 
XEO (RR, RT), 人 32 有、 从 2.6.2 推 时 Ij1(2) 一 
O19) eel le) 令 = 玉 1 a(x)， 则 


IO (2)— Kentw) = Or nt) ~ Ke, (i) 
TE Omii0 mn Kn) Kale)) 


条 
安之 BA Kn) (zs) 
< 六 co[( 二 ) 0tn>co). 一 
| 及 一 
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所 证 结果 可 与 熟知 的 lim G + 二 一 e+ 对照 . 车 允 一 开 十 


Y， 革 ,了 ELM)， 则 将 5,7.6 用 到 太一 90 得 出 ， 
O70t, 2) =lim(07,,° Or pm 和) (4) 


下 面 考 窜 名 (型 ) 的 某 些 代数 性 质 . 任 给 六 E2(M), fE 
CO-()， 令 (下 站 (2 一 下 xs 站 ， 则 得 到 微分 算 子 ( 仍 记 作 走 )， 
0"CM)->0"(WH)， fe- 一 研 f. 车 下 ,了 ELM}, 则 直接 看 出 线 
性 算 子 [ 苹 , 了 1 一 蔷 了 -了 是 :OCM)F0"(M) 满足 $83(11)， 
且 有 上 坐标 公式 ， 

[其 ,了 ]1(z9 一 发 1 了 一 了 有 EC (5) 
因此 [下 ,了 E22COM)(5.3.4}， 称 [ 芋 , 了 ] 为 卫 与 了 的 Lle 积 或 
Lie 括号 、 易 间接 验证 Lie 积 的 以 下 性 质 ， 
[oaX+BY, 21]=alX, 2]+B[LY, 2|; (6) 
[X,Y 了]l= -1[Y,X|]; 《7) 
[这 , [Y, Z1] 十 [Y, [2, 起 11 十 [各 [二 ,了 =0。 (8) 

5.7.7 定 尺 洲 ~- 向 量 空间 上 上 定 浆 了 一 个 计 是 (6) 一 (8) 
的 “和 恨 法 "! ，1， 则 称 下 为 Lie 代数 ， 广 是 [五 ,了 ] 至 0 的 Eie 代 
数 称 为 Abel 工 论 代 数 ， 

子 是 各 (对 ) 依 Lie 积 [到 ,了 是 一 个 Lie 代数 . 因 Lie 代数 
亦 是 .1.2.1 所 定 闵 的 代数 (但 不 必 是 结合 的 )， 获 “Lit 代 数 同 
态 [ 园 构 ]"、“Lie 代 数 的 理想 "等 概念 有 自然 的 意义 ， 

车 ffEDIfCM, NN)， 则 于 导 出 一 线性 同 构 (“ 推 前 ”)， 

ECMON), Kf Tof-!, (9) 
fr* 三。 六 也 写作 站 站 .对 于 EC (EAI 有 一 相近 的 概 
念 . 
5.7.8 定 关 设 fE0O(M,N), 人 EE(M), TES(N)., 


若 fx* 久 =Y。f， 则 说 卫 与 了 是 -相关 的 ， 记 作 苹 之 了 .车 fE 
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0~(M, M)， 芳 之 耳 ， 则 说 产 不 变 ， 写 作 fx 了 = 芳 ， 

任 给 J EO”CM,N)， ECM)，9EC™(N), 依 8§30(10) 

让 

(fa gf =f XR)—= Rf). 10) 
利用 110) 立 有 得 到 关系 了 之 了 的 等 价 刻 划 : 

Krgof)=Y (9) (YoEOC (NY), (11) 

5.7.9 定理 设 JE0 (MN), 2X,2SE2( NM}, FY,WE 
oo(W)， 荐 了 人 YY，Z 人 玉 ， 则 [ 久 ，2] 之 IY, WI] 因此, 当 f Ee 
Diff(M,N 时，\(9) 是 一 Lie 代数 同 构 . 

证 任 给 9ECr"(NJ， 由 和 人 了 Y，2 人 人 卫 及 (11) 直接 推出 
XZ = ef; 同 理 ZT 站 = 二 (WY(9})。 了 ， 国 此 

[XX, Z|19f)= (CY, WI (gg)) ef, [ 
推论 设 i:NGN, XVEeEg(N), VyrEM: XE Ms, 
YE Ms, 则 EX|M,YIMI=[X,Y] |M, 

这 是 略为 ， 竹 所 述 条 件 下 有 六 | 信 = 蔷 s 汪 芷 . 

fj- 相关 的 向 量 场 生成 的 流 有 密切 的 联系 . 

5.7.10 定理 设 f EC"(M, NW),97,097 分 别 为 XEz(CN) 
与 E27(N) 的 流 . 则 XY 了 了 <>fo0X =8Y。f， 特 别 ， 若 fe 
OMCM, 机 )， 则 不 是 f- 不 变 的 寺 >f.07= 07X。f. 

证 阁 基 之 了 ， 则 从 了 (6X(0,2)) 二 (xz) 及 


EF, 2))—f X(t, 2)) =Y (f(T, 2))) 
推出 fC67G,2))=07f4, 了 (zw))， 妈 了.9X=8Y。of, 反之 ， 共 
ft zz 一 Or 了 (x))， 则 对 二 氏 分 立 得 f(r)= 
F(f(z))， 即 半 作 Y， 口 
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参考 文献 : [21, 151, [12], [22], [371, L691, 
习 题 

1。 设 基 和 有 0， 车 荐 (zy =0 则 四 = 圭 x 车 大 (rz) 天 0 OT- 
村 是 一 内 A: 车 了 se 有 限 ; 则 982i 是 一 髓 六 .车 下 EC Xo 人 tf -=f (fs 


工 ) | 下 。 
2， 役 ,FED ,9EC*UM， 其 
Cf Xo = fo YI FXDY ~ or HX. 
3。 设 守 GN 下 EEE， 大 | ME (MY,， 8 是 让 的 访 ， 则 当世 计时 
站 (Ts 了 
4， 设 下 后 定 (7 若 YFYFEMY [X,Y =0, 则 区 =0, 
5。 落 革 ,和 岂 (M) 是 完全 的 ，[ 开 7] = 路 OX+Y = 0 07. 


$8 坷 点 与 闭 要 道 


给 定 蔬 EZ(MM)， 设 9 是 了 的 流 , 取 定 x*ENW. 若 存 在 
T>0 0xr( 一 2【 语 用 上 池 的 记号 》, 则 从 上 节 (2) 推 出 8e 人 十 


们 =85ft)， 且 必定 1 二 RR 这样 ，9:(2) 是 场 微分 方程 = 


科 (2 的 一 个 周期 也， 若 王 (2 一 0， 则 9:( 坟 wz 是 一 平凡 的 周 
期 解 , 此 时 称 x 为 互 的 奇 点 . 若 筷 (z) 关 0, 则 易 看 出 7=int {7 个 > 
0iez(T ) 二 7) 之 0， 此 时 下 是 8.(8) 的 最 小 正 周期 ， 当 从 0 增 
大 至 了 有时，68:(4) 无 重点 地 描 出 一 条 闭 轨 道 P，; 当 i> 土 oo 时 ， 
8z' 引 分 别 沿 两 个 相反 的 方向 无 限 次 经 过 yy ， 对 奇 点 与 访 轨 道 
的 研究 坎 成 向 量 场 (或 即 微分 动力 系统 ) 定性 理论 的 基本 课 
题 . 
取 定 斑 的 禁 点 oa U9;: 用 o> 用。 谨 出 线 尾 映射 


XD) dl Ma Ma. (1) 
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称 切 空间 MM。 中 的 线性 方程 字 =='(a)v 为 X 在 点 4 的 线性 化 ， 


它 近似 地 描述 了 在。 邻近 的 性 态 ， 设 XX 一 政和 S7,91(t, z) 是 


3 甘于 {x 的 分 量 ， 则 
0 人 53) 二 ee 人 as 川 
-=A 00 9 二 | = 01x20) (33), 


可 见 双 (9) 决 宪 于 和 皇 阵 (9 瑟 皂 的)， 后 者 的 代数 性 质 自然 将 用 
来 堵 划 麻 点 a 的 特性 . 

5.8.1 定义 称 互 (9 的 特征 值 为 开 在 奇 点 a 的 特征 指 
数 ， 当 它们 全 有 非 零 实 部 时 称 a 为 双 曲 奇 点 .说 奇 点 4 是 渐 近 
稳定 的 ， 若 有 = 的 邻 域 了 ， 使 得 Yt>0，8 在 了 上 定义， 且 对 
6 的 任 给 邻 域 局 ， 充分 大 时 9:( 广 CZ。 对 奇 点 as 集 


In(a)= {2 |lim9.{f) = (2) 
与 Qnt(a)= {zx| lim Bt) =a} 18) 
分 别称 为 人 人 集 与 出 集 . 


5.8.2Liapunoy 定理 若 世 在 奇 点 4 的 特征 指数 全 有 仙 
实 部 ， 则 6 是 浙 近 稳定 的 . 

证 轨 渐 近 稳 定 是 局 部 性质， 不妨 设 和 EO0"(R",R")， 
引 一 0，4 一 下 (0 有 特征 值 41,…, 45n， 2 二 maxXReA4;<0， 右 
设 4; 互 虹 (否则 对 蕊 作 微 小 修正 ) ， 于 是 依 线 性 代数 有 PE 
GL(n, C)r PAP"=diagtad,, wy 一 五 令 中 二 1 Pzl， 列 

[es*r} = le'?Pr|l .<e- Prio=e™ils|l, ER". (4) 
取 65,7>0， 使 当 四 <t 17l1<r 时 0{t,4) 有 定义 , 且 1R{z)| 志 
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zl Rx) 二 六 (x) - Ax， 取 定 ER" |wo1<7, 令 3 一 
8(f, zo)， 设 当 0 所 tt 时 人 (mr。 因 2 人 厅 汶 足 线 性 方程 
a 


五 二 42 十 是 (ZE 9 


部 rz 人 一 ezo 十 | er" 4B(e(s)) ds 
《参看 2.6.3)?， 由 (4)， 当 0<tct 时 ， 
1zC) | err)eod + 二 | eerolz(e)las、 


由 Gronwall 不 等 式 (§.6(6)) 推 出 er 吕 w (四 1 所 1zote'* ,于 是 


Ot, zo) | zo le Ogteto. (5) 
如 同 证 3.7.4 一 样 ， 可 说 期 间 4 26) 实际 上 在 0 所 1 之 96 内定 多 
且 福 是 (5;。 由 (5) 直 接 推出 定理 结论 ， 站 


依 5.8.2， 落 开 在 奇 点 的 特征 指数 全 在 左 [ 右 } 半 复 平 
面 ， 则 Inka) [Ont(6)] 了 包含 4 的 一 个 郭 域 。 双 曲 奇 点 介 于 这 两 
种 极端 情 识 之 间 . 著 天 (0 一 47(4E MR)=L(R", R*), 2E 
R"”) 以 z=0 为 内 曲 闸 点 ， 则 用 线性 代数 方法 可 得 结论 ，In(0) 
与 Out(0) 是 R" 的 两 个 互补 子 空位 (参看 [6]》， 可 以 证 明 ， 
车 g 是 EC) 的 双 曲 弟 点 ， 则 In(9) 与 Out(9) 是 于 的 两 个 
证 人 子 流 形 ， 两 者 在 e 横 截 丰 交 《参看 169]) . 在 * 拓 冲 等 
价 ” 的 毫 关上 ， 瑟 在 双 曲 奇 点 ?邻近 的 性 状 完全 决定 于 其 线性 
化 〈 “线性 化 定理 "， 和 参看 [37] 》 ， 从 而 完全 决定 于 a 在 堪 半 平 
面 的 特征 指数 《计算 重 数 ) 之 个 数 〔〈 记 作 5C 下 ,a)， 称 为 稳定 
指标 ) ， 

奇 点 固然 是 一 个 局 者 概念， 但 奇 点 的 存在 性 及 其 分 布 却 是 
整体 问题 ， 它 强烈 地 依赖 于 空间 的 拓扑 构造 ， 这 方面 的 一 些 重 
要 结果 都 是 以 流 形 沦 的 深刻 研究 为 基础 的 .一 个 典型 例 于 是 ， 
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车 瑟 在 紧 六 形 形 上 公有 那 立 的 双 昌 瘟 点 和 , 则 荆 (-1)* 人 ?0 二 
型 的 Euler 特征 数 (HH) {参看 6,10,5 及 161) ， 

闭 轨 道 的 研究 看 来 要 困难 些 . 不 过 ， 它 与 麻 点 问题 切 有 某 
些 互 成 对 应 之 处 ， 以 下 讨论 中 , .YY 总 记 瑟 筷 玉 (对 的 一 条 闭 轨 
道 ，T 为 其 最 小 正 周期 ， 

若 一 超 曲 画 SC 入 时 有 性 磊 ， 人 ESA(Y2ES}， XES， 则 
说 5 是 蕊 在 2。 处 的 一 横 截面 【参照 5.3.3)， 

5.8.3 定理 尾 给 zi 所存 在 荆 在 zo 处 的 横 规 而 及 及 
和 PC (3 3) 使 得 ，{ 让 存在 x。 在 人 中 的 邻 域 了 Foy IFos 
VerVo: (ii) 存在 B(x EOCV,)， YEEVo Tr)EI, 
f=0(7 -6 2 (Hi) GB 0<f<T -8) HH， 用 (6,12) 万 
Fe， 称 如 上 的 了 为 瑟 在 局 上 (或 ze 处 ) 的 Poincaré 映射 . 
入 的 Poincaré 映射 在 下 述 意义 上 互相 等 价 ， 若 f; 是 下 在 8 上 
的 Poincart 映射 ，z4:Ey 门 SiGi=0,1)， 则 在 x6 在 S, 的 某 郭 域 
内 有 0 二 和 (或 天 二 好, 及!)，h 是 其 个 微分 同 耳 ， 

证 依 5.7.5， 存 在 对 在 3 处 的 图 (U,p, zi) p(w0)= 
0, XIU=0/02!,9U 1 x ACRxR"-!, S=gp-1(0x 4) 显 热 
起 丰 在 zo 处 的 横 截 面 . 不 妨 设 x*EU 时 ff-T,T1 仁 1:， 于 是 
Zoo 一 D 门 (98-: 门 是 mo 的 开 令 域 ,9.UV CCV. 令 V =SNU,f 了 = 
Pp gpP8,， 其 中 y; {x 4-»A， (9) 4， 出 不 难 赴 出 IVo: 
VVo 二 f(V oo) 是 捞 分 同 肽 、 任 给 2EVo，f(z) 与 9,(x) 在 久 
的 同一 积分 曲线 上 ， 鼓 有 Go ER， O22) = O62), fix) )， 
(0 一 DIEz) 0), 设 p: Tx 4 (t,t 出 

PO FL) = PO, (r= pp, (7), Pfs)), 

由 此 看 出 5E OtVo)， 了 是 一 Poincaré 映 射 得 证 ， 

其 次 设 f(ti=0,1) 是 如 定理 所 述 的 两 个 Poineare 贞 射 . 
首先 设 加 二 站) 这 就 可 当 作 局 部 和 问题 考虑 ， 因而 不 妨 设 5 
0x A4CRxR"!，8, 是 9/32! 的 各 截面 ， 于 是 宙 +!- 轴 方向 的 
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坐标 线 建 立 的 对 应 8&48o 一 5 是 所 需 的 微分 同 旺 .者 60 关 各， 

傣 证 明 第 一 段 的 记号 ， 不 妨 设 zo,x, EV ( 因 7 可 由 有 限 个 图 
团 羔 】， 二 9-1(0xA4) ,二 6(8,20) ,于 是 0:30 二 
8.90) 是 微分 同 焉 ， So 是 下 在 zi 处 的 槛 截面 ， fo= 0.f00:: 是 
与 了 等 份 的 Poincare 有 映射， 从 而 fo 与 后 等 价 ， 口 

5.3.3 中 的 Poincaré 映射 f15->5S 有 很 简单 的 几何 意 又 ， 
到 定 gzEyo， 当 上 愉 0 增 大 时 ， 动 点 ge( 和 有 愉 Y 出 发 沿 积 分 曲 
线 绕 一 圈 后 在 点 fl(2 返 回 S， 本 8 此 也 称 了 为 “第 一 次 返回 映 
射 ” 。 念 产 = 产 六 站 ， 则 序列 请 剂 划 了 0 在 ?邻近 葛 
新 近 性 质 . 

5.8.4 定 允 ”和 插 给 8E 护 了 可 下 在 处 的 Poineate 映射 了 ， 
称 线 性 映射 Fz 的 特征 值 为 芝 在 ?上 的 特征 碰 数 (由 5.8.3， 
这 与 r,f 的 选择 无 关 ). 若 ? 揭 特 证 磁 数 之 模 全 异 于 1I ， 则 说 ? 
是 也 归 的 .给 定 zw 所 时 ,车 对 任 给 weEy 及 yp 在 x 处 的 Poincaré 
映射 ， 存 在 tu， 使 得 lim"{9 人 8,30)) 一 x， 则 说 85,08) 


族 绕 地 壮 近 于 YY (与 5.8.1 对 妥 ) . 

以 下 十 一 个 与 5.8.2 相对 应 的 寺 果 ， 

5.8.5 定理 车 y 的 特 行 鳞 数 全 在 单位 圈 内 ， 则 了 依 俯 于 
意 浆 是 病 近 税 定 的 :存在 ?的 侣 域 不 ， 任 给 zE 现 ，2z(t) 旋 绕 
地 痢 近 于 ? . | 

证 和 福 给 X05E9, 设 处 的 图 (UV 六), 模 截 茄 全 ,Potncarés 映 
射 了 及 集 V。 均 如 5.8.3. 今 证 Himf"(z)=zo，x#EV。( 这 将 


推出 定理 结论 ， 因 Y 可 用 有 限 个 如 上 的 图 禾 姜 ) ， 而 这 归于 证 
明 ]4 下 局 部 结果 ， 车 了 是 定 疼 在 0ER* 邻 近 的 R 一 值 0” 有 映 
射 ，ft0) 二 0， 肌 二 了 f'(0) 的 特征 值 全 在 单位 关内 ， 则 当 zE 
R ， | 耻 序 分 小 时 im 大 fg 一 0 产 一 了。 令 f(z)= 
427 十 有 (3 。 如 园 证 5.8.2 一 样 ， 可 指明 存在 R* 的 范 数 |.1， 
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使 得 14z1<rlz1(YszER，r<1 是 常数 ， 当 jzl 充分 小 时 ， 
1R(e1 所 了 1s4， 从 而 H(z)1 < 六 1x1， 于 是 可 归纳 地 得 


出 (21<( 7) jz1， 这 推出 limf"(#)==0. 口 


如 同 对 吞 点 一 样 ， 可 和 朋 然 地 定 交 7 的 信和 集 jin) 与 出 集 
Dutty). 在 5.8.5 的 条 件 下 ，Inf(y) 包 含 了 ?的 某 个 邻 域 . 车 
?是 双 曲 的 ， 则 可 指明 : In(y) 与 Cut(7) 是 好 的 两 个 灌 人 子 流 
形 ， 它 们 沿 ? 横 规 相交 【参考 5.3.5) ， 

参考 文献 ;， [12] ，[6| ，[137]1，[L45| ，169| ， 
| 

1 者 0 "OD, Gir) =Zx， 基 二 是 再 点 ， 

3232、 局 将 {z? = ITER*， 坟 七 本 ,RR). 车 z=0 是 下 的 观 曲 奇 点 ， 则 
Jat 人 与 Duttoy 是 及 2 的 互补 于 党 可， 

3、 讽 ?最 下 三 村 1) 的 闲 圈 道 ，oEp， rt 最 慢 小 正 同期 ; 则 ds: 和, 一 
Ma 的 性 和 存 值 中 y 的 特征 染 数 及 1 绎 成 . 

4。 在 租 分 则 三 变 的 下 ， 向 量 场 的 奇 点 [ 闭 轨道 ] 变 为 冀 点 5 财 轨道 J， 且 特征 指 
数 t 锥 数 1 不 变 ， 


§9 Frobenius 定理 


向 晤 场 理论 有 一 个 高 维 拓 广 ， 即 可 积分 布 的 理论 ， 下 面 滞 
用 他 ，$7 两 节 的 术语 与 记号 ， 

5.9.1 定义 ” 称 切 从 外 开 的 任 一 维 子 从 万 为 上 的 n 维 
分 布 . 营 (W， 旬 ) 是 好 的 温和 信子 流 形 ， VyEN: PeNy = Epcy)s 
Fp(N), MN 称 (NW, Pp) 为 过 的 积分 流 形 . 过 每 占 xEN 
有 积分 苞 形 的 分 布 称 为 可 积分 布 . 

著 足 所 名 (对 ) 无 青 点 ， 则 并 生成 好 上 一 个 1 维 分 布 召 
(5.6.10 之 推论 ;， 玉 的 酝 何 积分 曲线 op 有人 GET， 适当 限定 
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1) 是 巨 的 积分 流 形 ， 但 高 维 分 布 并 非 总 是 可 积 的 ， 为 建立 下 面 
的 可 积 条 件 ， 引 人 如 下 术语 : 设 召 是 歼 上 -- 分 布 ， 著 对 尾 给 开 
集 召 CCH 及 革 ,Y 了 ETIV,B)， 忆 有 [这 ,了 1 三 (VU, 吾 ), 则 说 了 
是 一 对 合 分 布 . 

5.9.2 Frobenius 定理 设 加 是 型 上 一 站 维 分 布 ， 则 以 下 
条 件 互相 鱼 价 ，(D 屯 是 可 积 的 ; (让) 如 是 对 合 的 ; (ii 每 点 3 
E 时 含 于 某 个 坐标 图 (2 z)， 使 得 1676z 和 ?是 吾 在 习 内 的 局 
部 基 . 

证 阁 避 ,x 如 条 件 ( 放 ， 则 对 适当 的 常数 51， 

有 一 人 一 和 二 {1) 
确定 百 在 六 六 的 积分 洲 形 ， 可 见 (i 二 ( 匀 , 设 百 可 积 ，V 己 休 
是 开 集 ， 苹 ,了 ET(UVU, 电 )， 任 给 5EUV， 取 过 5 的 积分 流 形 
(Ai 可 设 i: 和 WCU 是 媒 入 (必要 时 适当 缩小 入 )，、， 则 供 
5.7.9 之 推论 有 ， 

[RYIz= (NR, FI IN)s= ITIN, FIN]I EN = BE,. 

由 此 推出 【[ 芋 ,了 拓 六 (区 吾 )， 可 网 (让 过 (ii)，、 淮 点 是 证 (让 ) 过 
(iii ， 这 出 对 有 用 归纳 尘 来 完成 . 

?二 1 的 情况 直接 从 5.7.5 推出 ， 下 面 设 定理 已 对 *~1 维 
分 布 (n>1) 证 明 . 取 定 zo0€ NH、zo 处 的 坐标 守节 9 及 六 
在 下 内 的 局 部 基 {Xi 可 设 久 (50)= 二 0， 玉 ,二 0j9y1, 邻 
了 二 旦 了 则 [70 ?。1 亦 是 玉 
在 上 内 的 局 部 基 ， 五 是 对 含 的 蕉 册 [了 1, 了 1 = 二 2 了 ?ctyFr.。 宪 当 
2% 7 el 一 [Ys 了 yy] (#1) 二 0， 鼓 


[了 Y,] = Bo, ,7 二 2, "" C2) 
令 访 起 y! 坐标 为 零 的 点 组 成 的 子 沪 有形 。 (2) 天 明 {Yt |N} ?2 生 


成 NWN 上 一 (wn ~ 1) 维 对 全 分 布依 归纳 假设 ， 有 56 处 的 坐标 
系 (VU ,x ) ， UCP， T==#1，{0/9x1) ?0 是 了 的 局 部 基 . 设 
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7 一 B61, (2<i “7)。 固定 j>n， 当 27i<2 了 时 ， 
f= 2 


各 四 
ib{ =Y, B= [Ys Fe) = otibt. 


可 弄 bs, 机 bi 作为 区 1 的 国 数 往 足 齐 次 线性 广 程 组 


= Bot i=2, ,RK, (3) 
因 和 wii 可 由 各 roc 线性 表册， 故 581 zo 一 0， 居 
此 天 二 0(2<1<Rc ys 人) 这 表明 41023? 是 百 的 局 部 基 . 

试看 一 个 应 用 5,9.2 的 简单 例子 . 考虑 菜 开 未 知 国 数 
u(x 的 1 有 阶 妨 微 分 方程 组 


XI 0. t=1,2,.., 1 (4) 


其 中 条:EOTD) Oi 所 1 和 从 )，VUCR" 是 开 集 ， 邻 
,二 久 1 和 0， 车 {X91 在 可 内 逐 点 线性 无 关 , 且 [ 和 让] 一 
Pers OfyE CO OO) Ei jn), 刚 {让 1 生成 U 内 


一 半 维 对 会 分 布 再 ， 依 5.9.2，5V 内 每 点 处 有 一 些 标 系 (8 人， 
全 /0y 1 是 互 的 局 部 基 ， 从 而 苹 1 人 一 0(1 < 和 和 和 各 抽 )， 
于 是 好 王 杀人 (zc 人 ) 是 (4) 的 站 -3 个 解 ， 

以 于 设 BC7 杂 是 给 定 的 2 的 可 积分 布 . 依 5.9.2， 任 给 
2oE 于 ， 存 在 坐标 系 (71,2,z0， 使 得 9p(zo) 一 0，91 是 总 维 
方 体 (一 1,12"， 当 |e SLCa< 二 作 ) 于 方程 组 人 ?决定 吾 在 
0 内 的 积分 浪 形 。 因 此 只 局 部 春来 ， 百 的 积分 访 形 近似 于 一 族 
“平行 层面 ”， 每 个 形 如 (21) 的 积分 流 形 称 为 一 个 层 ， 为 行文 
方便 , 寻 且 称 .上述 的 坐标 勾 (U ,2 为 关于 户 的 规范 坐标 条 ， 
下 面 沽 虚 将 局 部 的 层 “ 连 接 ” 成 整体 的 连通 积分 流 形 . 普 先 证 
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明 一 个 预备 落果 ， 
5.9.3 引 理 投 (V,9) 是 关于 吾 的 规范 坐标 系 ，( 访 ,9) 是 


上 在 WW 内 (这 党 际 着 9CND)CU) 的 一 连通 积分 流 形 ， 则 g(N ) 


必 舍 于 一 单个 的 电 
1E' 设 P:R" x R" "yyR"m ?是 投 影 . 因 (PY), = 一 了 
二 0， 而 六 连 通 ， 故 Byg 一 const . [0D 


5,9.4 定理 任 给 x6€ 履 ， 存 在 可 的 唯一 连通 积分 访 形 
4， 它 包含 的 任何 过 x。 的 连通 积分 荡 形 〔〈 这 样 的 4 称 为 吾 
过 xu 的 极 大 积分 流 形 ) ， 

还 车 8 是 开 上 分 段 光 请 的 连续 昌 线 ， 当 太 ( 的 存在 时 
Biiy EB 则 称 B(0) 为 吾 的 “分 段 光 请 积分 曲线 ”， 取 ' 定 
30 抱 于 ， 今 4= {2 对 | 存在 吾 的 从 *o 到 zz 的 分 段 光 滑 积 分 曲 
线 } ， 取 可 数 个 关于 下 的 规范 坐标 系 {Po zi(t2z0) 覆 苹 1 
设 zeoEzVyo， 车 83 是 某 个 UV 中 形 如 (1) 的 展 ，4[158 关 宫 ， 则 显 
然 5 忆 4， 因此 4 由 一 些 形 如 (1}) 的 野 组 成 ， 将 4 中 诸 县 的 江 
子 集 作 为 基 开 集 在 4 中 导 人 拓扑 (1.1.7)，4 依 此 拓扑 显然 是 
一 连通 的 于, 空间 ， 

任 给 ,让 20, 投 5CUy 是 一 个 野 ， SID04 产 人 , 则 信 Nvs 至 
多 有 可 数 个 分 支 ， 每 个 分 支 含 于 Vs 中 其 一 晨 (5.9.3)， 因 此 六 
所 多 交 于 Us 的 可 数 个 层 , . 因 仅 有 可 数 种 有 限 组 合 UV,…,U， 

,Us 使 得 相 邻 两 集 相交 ， 故 A4 至 多 含 UV: 的 可 数 个 层 ， 这 扒 
出 4 是 第 一 可 于 的 、 

车 SCANUs 是 一 个 形 如 () 的 展 ， 则 以 (8; zl,…,z2) 
作为 4 的 一 个 坐标 图 ; 由 记 有 这 和 圳 坐标 图 组 成 的 图 册 在 4 上 定 
六 一 微分 若 从 . 设 和 4C 戏 ， 则 直接 看 出 (4 六 是 吾 过 的 连 
通 积 分 流 形 . - 

设 (B, 有 了) 是 吾 过 x 的 另 一 连通 积分 流 形 ， 任 给 zER(B)， 
在 8 中 取 从 #1(zo) 到 RB-'(x) 的 分 段 光滑 连续 曲线 8 (其 存在 
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性 是 明显 的 )， 则 j*8 是 吾 的 从 5 到 7 的 分 段 光 清 积 分 则 线 ， 
于 是 +E 4， 从 而 ai() 亿 4， 这 就 证 得 4 的 极 厌 性. 

著 ( 瑟 ,四 亦 是 召 过 we 的 极 天 积分 流 形 ， 则 44 二 及 B)}. 令 
9 :用 人 4， 六 (二 )， 则 半生 下。 由 下 而 衬 证 的 引 理 5.9.5， 
?EC 同 理 9g-!1E0"， 故 gEDiff(B, 4)， 这 表明 (4,) 与 
(六 ,1 等 价 (5.2.5). ] 

5.9.5 引 理 设 (4,%) 是 可 积分 布 召 的 一 积分 芒 形 ，9: 
MN->A, f=BE CN, MN), MeCN, A), 

证 由 5.2.7， 只 需 证 9 连续 . 不妨 设 交 =i:4CNH, 任 
取 5EN, 令 a 一 g(t5) . 取 革 关于 上 的 一 规范 坐标 系 (DV ,9 ,7 人)， 
使 得 p(a) 二 0. 不 妨 设 忆 内 含 a 的 层 S 含 于 4， 于 是 3 是 ae 在 
4 中 的 领域 . 因 三!0 是 5 的 开 邻 域 ， 压 站! 的 含 5 的 分 去 
V 亦 是 8 的 开 令 域 ， 今 证 97 忆 太 (由 此 推出 9 连续 )、 连 通 集 
1V)=gtV) 必 含 于 4 门 U 的 茶 个 分 支 P，P 至多 交 于 局 的 可 
数 个 层 ( 姑 夏 5.9.4 中 关于 所 的 第 二 可 数 性 的 证 明 )， 设 p: Re x 
R™" ">R" "是 投影 ， 则 PP LP) 是 R”"" 的 可 数 连 通 子 集 ， 它 
只 能 是 单 点 集 。 这 宸 明 g(V)CPC RS. 

参 增 文献 ，[2] ，[121] ，[451，[57]，f83] ， 
习 题 | 

1、 设 1ECe(M, A 是 一 入 调 ， 则 区 erjfs 一 了 好 是 一 可 积分 布 ， 尾 苗 foe 
向 ff (zt0) 是 本 erf ， 的 积分 状 形 ， 

2， 设 fjECm0D SisSm，1SjSm，UCR"1" 是 一 开 集 。 关 于 未 知 区 
数 yi (riyosrml si 二 mm) 的 篇 微分 方 三 组 

dy = forlimsrn, Vl 

可 积 的 这 要 未 仲 是 


a _ 9 避 O pky 
Sze) dari tay dH -fy d=0, 


由 王 s Er = 


F robe nins 定理 可 只 点 上 车 论 推 出 。 
2168 


第 六 章 微分 形式 


本 意 从 流 形 的 团 从 出 发 ， 导 人 各 阶 张 量 从 ， 进 而 研究 作为 
张 攻 从 截面 的 张 量 场 ， 特 别 是 微分 形式 、 流 形 上 的 微 积分 学 ， 
在 很 大 程度 上 正 是 对 于 微分 形式 的 微分 法 与 积分 法 . 


31 张 量 代数 


给 定 攻 【一 及 或 C) 上 的 ?2 维 向 量 空间 六， 了 的 代数 对 依 
7* 亦 是 开 上 的 * 维 向 量 空间 . 歌 定 了 的 一 组 基 {ei}, 依 efeh 一 
6 SS 有 Js 定义 出 FE 的 一 组 基 {efj， 称 为 {er 的 对 惕 基 ， 
任 给 xEF，9EV*， 有 


党 一 2fer 一 MY]CI Ofie'=0(e)e', (1) 
因此 907) 二 x9; (写作 Cx，9) 或 《<98，z》). 依 自然 的 同 构 
VV ro Oi, 0)), (2) 
常 将 下 与 ** 视 为 等 园 . 


6.1.1 定义 给 定 K 上 的 ni 稚 启 量 空间 V1(1 克 i<<p)， 称 
Rp 维 向 量 空 间 也 (FT， "a Vp K) 【证 局 依 §1:6) 为 
{Pj 的 张 量 积 ， 记 作 @TV 或 1@…OVp。 令 


?个 4 个 
一 ee 
区 9 太一 六 罗网 OO 放 GD， (3) 


约定 了 0F 二 K， 称 等 个 bETIV 为 广 上 的 (8, 和 ) 阶 张 量 ，p,g 分 
别 为 @ 的 协 变 阶 与 递 变 阶 ， 称 (8,0) [C0,q)] 阶 张 量 为 p 阶 协 
变 [4 阶 逆 变 ] 张 量 . 
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6.1.2 定义 任 给 wETIV,， 0 ETrV，% 与 0 的 张 量 积 
ww 是 一 个 (Pp 十 7T， 二 8) 阶 张 量 ， 它 决定 于 
(OOO (RL Tp Hy ry 8, 89, 六 
一 多 (X ps Ol OO Wry Bb, BB’), i 
其 中 zt， 扩 所 下 04 BP' EV*， 的 依 自 然 的 方式 扩张 为 了 (F) = 
只 了 8 上 的 滋 法 ， 使 (TV) 成 为 一 个 KK 上 的 代数 ， 称 为 十 
的 张 量 代 数 . 每 个 ET8V 有 分 解 式 ， 
OO=0fe00" Oe re 0 ey,, {5) 
其 中 OFTO I OE, Ctpy el yee, E19) {6) 
称 为 中 关于 基 {et 的 分 量 或 坐标 (只 要 不 致 混淆 ,今后 总 将 指标 


组 亿 ,…,ip} 缩 写 为 1， 了 的 "长 ”7 由 上 下 文 确定 )， 
从 (4) (个 看 出 ， 张 量 莱 法 归于 分 量 相 线 ， 


(oOo TE= O10R, WETIV, Oo ETIV, (7) 
若 {Etj 是 的 男 一 组 基 ，{5'} 古 其 对 偶 基 ， 
Bi C—Ofey, 6' =bje’, 一 31,2,-……, 物 ， (8) 


则 a#5 二 61， 可 见 (5)) 由 (Ca!) 唯一 决定 。 由 (6)(8) 推 出 ; 
I= Bn, Birpy B11 sees B10) Art tt pbi1 .D1 gk, 
i jp 1, 1s 


(9) 
%E TV， 坐标 变换 公式 (9) 对 于 张 量 概念 是 本 质 的 : 车 了 的 
每 组 基 {e') 对 应 一 个 (of)EK"”""， 且 当 基 依 (8) 变换 时 of 依 
(9) 变 换 ， 则 of 必 为 基 个 mE TEV 的 分 量 ,通常 就 说 “wl 是 一 张 
量 ”. 

6.1.3 定理 设 0 ETSV(p,92>1)， 令 01 二 w 续 ， 刚 01 是 
一 个 (P -1， 9 -1) 阶 张 量 ， 称 为 的 短 编 . 

证 为 简便 计 ， 设 ?= 一 2， 依 (9) 算 出 


可 ot =atakbibtoih =—arblo:, 
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可 见 91 符 合 张 量 的 坐标 变换 规则 ， 从 而 是 一 张 量 . 口 | 

6.1.3 中 “收缩 指标 ”站 置 于 最 后 只 是 为 了 书 写 方便 ， 一 
般 规则 是 ， 令 %7 中 任 一 对 上 下 指标 相等 《这 意味 着 对 它 求 
和 和) ， 就 得 到 一 个 (Pp -1，9 一 1) 阶 张 量 . 

协 变 【或 道 变 ) 张 量 的 对 称 性 与 反 称 性 有 自明 的 痢 义 ( 参 
看 81.6). 称 

4AP(F) 二 {@EETHV|@ 是 反 称 的 } (10) 

为 PF 的 儿 次 外需 ， 约定 4MV)=K. 称 每 个 EA?(Vy[we 
本 PC 为 六 上 的 PD- 向 量 [D- 形 起] . 

6.1.4 定义 ” 任 给 wE dP?CV*)，g EAT(V*)，@ 与 9 的 外 
积 @AO 是 一 个 ( 十 9)- 形 式 ， 它 归纳 地 定义 于 下 ， 

1” 对 伍 一 组 有 序 指标 1 二 (有,…,ip}(p 社 1)， 规 定 


een AN Ne =61en .ess, a1) 


其 中 561 是 广义 Kronecker 记号 ， 当 去 加 互 异 ， 了 是 了 的 慢 
[奇人 排列 时 ， 好 = 一 11067 = -1]， 其 它 情 况 下 6 一 0， 

n° 规定 ete =el7, 

3 蕊 A，#jE KK， OAOT LEEEm, 1 夸 7 了 入) 已 有 定 
半 ， 则 令 

CA ACHIT) = Np A 0!, 
以 下 结果 吉明 @A\o(wE 4?(V*), ?EdAV*)) 恒 可 定 
6.1.5 定理 4A7CV*)(] 坟 pn) 是 以 {eiA Neis| 1 

<<)} 为 基 的 (，) 维 向 量 空间 ， 每 个 aE 4?(V*) 有 分 
解 式 ， ' 


= TAA oref， (12) 
erp 


证 记 (12) 之 右 端 为 ry， 则 aE47(V*)， 直 接 计算 表明 
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0 一 or 一 feeti<c ) .于 是 从 名 与 5 的 反 称 性 扒 
出 二 0 . 分解 式 (12) 显 然 是 瞧 一 的 ， [ 
不 难 验证 外 积 定 义 木 依赖 于 基 {1er} 的 选择 .人 可 自然 地 扩 
张 为 4(V*) 二 办 47(V*) 上 的 乘法 ， 使 4CF*) 成 为 一 个 KK 上 的 
代数 ， 称 为 了 上 的 外 代数 .外 乘法 人 在 下 述 意义 上 是 反 变 换 
的 
mAT= -1 Am, OE A oeEAV*). 
《13) 
以 上 所 述 自 然 地 过 流 到 外 代数 4(V)=A(Y**), 
当 了 工 二 1 人 时令 er 一 et 人 ei。 通过 <“ 配对? 
er >=}, (14) 
4 FF 与 4 于 成 对 和 仿 ， 即 A7CF 和 二 (CA? (FY)*， 类 似 地 
有 TV =(TIV)?. 
现在 考虑 线性 映射 的 张 量 积 ， 
6.1.6 定 愉 设 IEL(V ,WW), 六 ELOY WD), V1, Vi, 
下 区 1 大 2 的 是 区 上 的 有 限 妈 向 量 空间 ， 称 由 恒等式 


rf*0)> = 8, TEV, EW {15) 


决定 的 售 E L(W*,F*) 为 了 的 对 偶 映 射 . {fr} 的 张 量 积 是 一 个 
线性 睦 射 上 的 …6fpt 的 Vi 一 了 的 玉 !， 它 决定 于 
Cf OF OICOI CO ,0 BOIO, + f+ 0?), 
{16) 
其 中 o€ 6 站 ，9' EWE。 称 六 6 的 11 和 2 所 二 TT9V 为 了 决定 
的 拉 回 ， 通 常 就 记 作 产 ， 若 fi 了 全 五 ， 风 定义 控 问 
?个 2 个 

OPO BB TI TI (17) 

通常 也 将 (17) 记 作 f*， 它 可 直接 定义 为 ， 
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CfHO) (8, to, 99) 
= fF), frp), Cf RO, oe, (Cf)*0), 
(18) 
其 中 ET 到 21EP,91EV*， 称 f= 二 {f-1)* 为 推 前 ， 
从 定义 直接 推出 有 及 fx 有 如 下 性 质 ， 
6.1.7 定理 设 fEL(V ,WW),， gEL(GW,D), 则 所 :TT$ 
关 人 PpgV(P 这 0) 自然 地 扩张 汐 一 个 代数 同 坟 { 仍 记 作 有 ): 中 TI 到 
廊 力 TIV (中 TOIW 看 众 TOW }) 的 子 代 数 ); 六 ACWYD)C ACV*), 
有 旦 fr ACW*Y)->ACV4) 是 外 代数 同 态 ; (gf)*=f*og*1TIU> 
TEVF. 蔡 #,f 是 同 构 ， Mago f=g fr: TIV >TIU. 
若 {et} 与 {8y} 分 别 为 六 与 邢 的 菇 ，{e 与 {8} 是 相应 的 对 
惕 基 ，fELCF,W), fle:}=a!ej, f*(e!)=Bbiei,， 则 
bi ~es f*el>=<f(er), e671>=al, 《19) 
最 后 指出 一 个 常用 的 同 构 ， 设 下 ,下 是 有 限 维 实 向 量 空 间 ， 
则 依 2 .2.2 与 65.1 .1 有 
L(V,W)=L(OV, LW RDSL(V, WR)=V*OW. 
(20) 
特别 ， L(V,VA)SV*OV* TF, (21) 
任 给 @ET2V， 设 在 同 构 (21}) 之 下 名 对 应 负 ， 则 成 立 ( Wz)(y) 二 
Dr EE) FV* 了 时 说 久 是 非 异 的 . 设 {es} 是 玉 
的 基 ，Wet 二 qise1， 则 wij 二 (en)(ey) 二 qey， 可 见 忆 非 党 亏 访 
(wy) 是 非 异 方 阵 ， 
将 C 看 作 实 向 量 空间 ， 约 定 
Ve=V OC( SLCV*, C)), (22) 
称 广 为 了 了 的 复 化 , 它 可 形式 地 写作 严 十 座 ,于 是 (VY)5 二 V* 十 
iV*， 它 是 六 上 复 值 实 线 性 泛 浮 祥 全 体 . 


茯 老 文献 ，[2]，[12]，[20]，[45]，[52]，[83] 
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习题 
1. 31 是 一 psp 阶 张 量 ， T={iyr rip}; T= {fiirsip}, 


2。 设 z= x (tf 和 HWY， 由 (eal hm he Yr zn} = et) 


3。 除 常数 因子 的 闫 别处 ，det 是 RR". 上 仅 有 的 tm- 形 息 ， 


$2 张 量 丛 与 张 量 场 


我 们 从 一 个 一 般 的 爸 成 法 引出 张 量 从 概念 。 以 下 约定 指标 
恋 程 ，1<i<p,， p+1<j<pTg l1<hep+g(piy>0). 
6.2.1 定义 一 个 (py，#) 阶 张 量 隙 子 是 一 个 如 下 的 对 应 规 
则 2 ，(i) 每 组 有 限 维 实 向 量 空间 {FV} 对 应 一 有 限 维 实 向 车 空 
[加 DPEe}} 《i) 任 给 dEL(CH;, Vi), djyE L(V;, Wy), 
{ 4 对 应 一 个 晤 [AtTEDLCOIVa， 昌 { 序 1:})， 使 得 人 {Ty} 二 
id， 昌 ({Bej。{ A411)=9{B,}oO{4s}， 其 中 
{Betef As}={..., Ais Bi Byo dy, .ee)s (1) 
(iD{ 45} 玉昌 { 441 为 0 映射 . 
6.2.2 定理 设 避 是 一 (7，。9) 阶 张 晤 铺子 ，E: 是 人 上 
的 #6 维 向 量 从 《下面 只 考虑 实 向 量 众 ) ，R”= 中 {Rx}， 户 : 寺 
QD{E*}, B= U Bz, T(t ) = 二 +*。 任 给 8* 的 向 量 从 图 (六 ,pp*)， 
邻 Be 二 (5) P=ps 一 上 {PL}(TEV): 定义 
PIT TU xR, Sr prltr)). {2) 
则 以 所 有 如 .上 所 述 的 {如 ，g) 作为 向 量 丛 图 确定 加 为 导 上 的 
站 维 阿 量具 ， 记 作 咏 | 本 全 。 


证 ” 因 每 个 莫 * 为 线性 同 构 ， 故 6.2.1 之 fii) 推 出 gs 亦 为 线 
性 问 构 .车 〈F ,$*) 亦 为 的 向 量 从 图 ， 仿 (2) 定义 ¥s XE 
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NF， 则 依 6.2.1( 广 ) 及 (1) 有 

Ppa = PEI, Pi) ,ee 3) 
恢 6.2.3 之 (ii)，zt gp3 是 0 映射 于 是 定理 结论 由 5.6,2 
推出 ， - 

对 吕 与 如 * 作 适当 选择 ， 亮 得 到 各 种 具体 构造 .如 令 吕 jj] 
二 Vx 一 xVo， 3 一 dxXxd 则 只是 一 50，9)》 阶 
张 量 国 子 . 任 给 好 上 的 向 量 丛 吾 1 下?， 依 86.2.2 构 成 的 
号 志和 就 是 直 和 如! 绷 :… 儿 BY (参看 5.6.3) .将 上 面 的 x 号 模 成 
C6， 得 到 另 一 个 (0，g) 阶 张 量 函 于 昌 '， 相 应 的 如 ' 18 介 写作 
五 :的 … 罗 加"， 称 为 张 量 积 ， 

其 次 ， 令 吕 IV ,} = 了 (了 ,证 六 任 给 ECPFF)，9EE 
LW WD), 信 Q fg 1 L(V WFLOV, W), Bt->go hef, 
则 多 是 一 个 《1,1)》 阶 张 量 函 子 。 任 给 好 上 的 向 量 丛 吾 , 亚 ， 以 
LE,F) 记 向 量 从 昌 1 斩 ,让 ， 它 以 上 (8s,Fz) (z+E MH) 为 其 绎 
维 . 特别 得 到 向 量 从 B* 一 LE, 于 x R)， 称 它 为 主 的 对 侦 从 . 

6.2.5 定 丸 设 是 江上 的 # 维 向 量 从 . 称 


2 个 gf 个 
i 
TE)~ BE*@®.. OE ER... DE (4) 


为 如 上 的 (2p,9) 阶 张 量 从 ， 其次， 约定 了 和) 二 和 xR， 称 
了 EPH) 为 灶 上 的 (8p,9) 阶 张 量 娄 ， 简 记 作 了 YH; 称 ( 了 PY 
为 并 的 余 团 从 ， 简 记 作 * 让 ， 

令 了 ER" 二 R"™"， X14T$( 如 )>H 是 投影 。 任 给 证 的 向 量 从 
图 (VU,p), REU, pen: TB >TIR" 依 6.1.6， 邻 


Gi UU xR "YY, EIT, prr( tr)), (5) 


划 从 (2)(4) 看 出 ( 吕 ，%) 正 是 了 ?8( 吾 ) 的 向 量 从 图 ， 
6.2.4 定 程 投 {0 CT(D,F) 是 5 的 局 部 基 ， 
yzEz to 有 是 texz 站 的 对 候 基 ， 则 
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{0 1800 0600 7000 4.00600 sl 
Bs dps fasts fo 1 2, R) (68) 
是 了 8 加) 在 了 内 的 一 组 局 部 基 . 
证 设 g 如 8§5.6(2)，{en 是 R* 的 标准 基 ， te4 是 fed 的 
对 怒 基 .、 国 te 的 的 ef 的 ef 的 Ce| < 人 
jo 所 1) 是 了 3R" 的 标准 基 ， 任 结 xEUV， 


Po nD D0, )s 
=0n@-…er eB es, 
故 所 要 结论 从 5,8.,5 推 出 ， 口 
扒 论 ” 任 和 给 型 的 笛 标 系 〈 世 ，z0， 以 让 zx 日 记 扫 /62 的 对 
惕 基 ， 则 人 $Y 在 WV 内 有 一 组 局 部 基 : 


[ard 


A 7) 
任 给 百 的 局 部 基 {0 ,…… ,on CTU, 有 B)， 
{on A A 1 Ei Lip (8) 
含 于 (VV，T&8(B))， 且 (8) 逐 点 为 4?(Bo)(zEVD) 的 基 .. 由 . 
5.6.10， 4 可 ) 一 l) Ar(E:) 是 了 8 如 ) 的 于 从 ， 它 有 灌 如 


《8) 的 局 部 基 ， 称 43?( 吾 ) 为 召 的 多 次 外 桥 ， 

6.2.5 定义 称 任 何 wET (TEM)[@E TT"(A7(T*MY)] 
为 半 上 的 C" 类 的 (3,g) 阶 张 量 场 [Cr" 类 的 ? 阶 微分 形式 或 p- 形 
式 ‘SIHMIETIIM), TM)= DTUM) A (CM)= 
了 TY) ACM}= BAM), (ME) LACM)] 依 自然 
的 逐 点 运算 成 一 实 代 数 ， 称 为 了 上 的 张 量 代数 [外 代数 1. 
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注 音 F8CM) 一 CM)=0"(H), FM)=(H), 若 
wm EF MM), veEArM), (U ,Xi) 是 型 上 任 一 些 标 了 系 ， 风 依 
(7H8) 有 


. ;站 9 ， 
owl HD = {dr CO 的 … 的 7 # 
(9) 
了 | 了 一 他 Td! = id, (10} 
其 中 T= i, ip}, J = 1 
dx! ds A NY, (11) 


沙 西 j 是 天 于 举 标 系 (#1) 的 分 量 ， 则 依 81(9) 及 5.3(4) 
有 
dX: Dzzep OF OFir 了 
Oxi ORip Ord Ort K* 
通常 只 要 写 出 一 个 形 如 人 9) 或 (10) 的 表达 式 ， 就 意味 着 (41) 是 
NM 上 某 个 众 标 系 ， 而 无 需 明 衫 提 到 这 一 点 ， 

6.2.6 定义 设 fECO”CM,N). 任 给 EM,， y= 了 (x)， 
映射 2 二 (8)*TON->T9M, 依 6.1.6， 任 给 wow)， 
由 


{12) 


(天 加 和 一 并 TEM, y= 了 7) (13) 
定义 出 fo EF 当 g EC CN) 时 规定 f(g) = 一。 如 此 
得 到 的 肌 射 :FN .F0930) 称 为 的 导出 贞 庙 或 
控 回 . 洛 了 :MG NN，oE .gy3(N)， 则 称 Fro 为 上 在 型 上 的 限 
船 ， 记 作 @|j 开 或 就 写作 虽 . 著 了 EN 于 太 )， 则 可 仿照 (13)》 
定义 出 fFCN jCM); 令 fn = 二 (f-1)*, 

8.1.7 的 结论 自然 地 推广 到 “整体 的 "了 *. 

若 1ECO™M,N) 有 局 部 表示 (2, 247) 岂 > 向 )， 
出 依 总 5.3(7) 及 上 节 (19) 有 公式 ， 


3320 


了 = 
1 的 -各 总 rom- 扣 me。 an 


笠 别 令 f 一 1w， 得 到 学 标 变换 公式 
于 
总 -和 3 ‘ 
注意 人 (15 的 第 二 式 形 式 上 正 是 "全 微分 公式 ”. 

没 召 ,下 是 于 上 的 向 量 从 ,4: 攻 (如 )> 了 (8) 是 一 线性 映射 . 
若 YfEO CM), uwE TIE) dp = 了 Au， 则 称 4 是 0*(CWM)- 
线性 的 ; 车 对 任 给 开 集 CUCM， 8,vE TT(B)， 当 四 UV=2z|l0 了 时 
(do CU 二 (Av) 如, 则 称 44 是 局 避 和 的 ; 若 YxEM,uE T(EB)， 

(Au)(z) 完全 决定 于 xX)， 则 说 4 是 “点 式 的 ”以 上 术 语 自 
然 推 广 到 多 个 变 元 的 映射 . 

6.2.7 定理 设 轨 ,下 !,:B2 是 果 上 的 量 人 从， 映射 向 
有 (8B) 分 别 对 各 变 元 是 CD“( 开 )- 线 性 
的 , 则 它 是 点 式 的 , 即 4 ap)z) 决定 于 (2 (1<i<p* 
Xt), 

证 不 妨 设 ?二 2. 首先 证 4 是 局 部 的 。 设 ws ute TT(B')， 
wD 二 VU，¢ 二 1，2，UCHM 蚌 一 开 嘛 . 任 给 4ET， 取 了 
CC) 人 一， 于 是 从 fa 一 Per0i==1，2) 推 出 

(2 ya) (x ACfu, fus) (sy 
=A(fai, fus)(s)= A(u!, #1)(2). : 

其 次 证 : 任 给 开 集 UCNH, 4 决定 它 在 “5 上 的 限制” 
用 | 到 (区 有 x TOU, BD) TOO, BAIDV 对 短 个 变 天 汗 
0C~D)- 线 性 的 , 且 ACw， oD) 0=(CAID (| UU, a OCye 
TB )， i 二 1,2)， 事 实 上 ， 任 给 viET(D,BD(1=1,9》; 关公 
UU， 存在 4iET(Bn) 及 zw 的 邻 声 VV，ai| V'=$i VY, i=1, 2 
(5.6.7)。 和 定义 〔〈4| PICoite) (#)= 二 ACW,wa)(x)， 由 在 的 局 
部 性 ， 此 定义 不 依赖 于 2 的 选择 、， 直 搂 看 出 4i5 具 大 所 要 求 
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rr", (15) 


的 性 质 . 
现在 取 定 XE 寻 ， 设 {4 与 {93) 分别 为 8B! 与 ?在 ?的 蘑 邹 
域内 的 局 部 基 。 任 给 x ET(ED),vET(B?)， 设 | UU=hiws, 
9 如 =#79;， 则 已 证 结论 推出 
Alu, vw) (Fs) = A CTI EAD Cs, v1) (F), 
可 见 4w，2)(E) 由 s(xX), 2(X) 完 全 决定 ， 口 
推论 由 后. 六 rp+90)<e > 存在 脆 射 


多 个 4 个 


@; EMIx EM xd xx OM), 
责 对 各 变 元 是 0"(NH)- 线性 的 ， 对 任 结 玉 1 ,1…:, 于 pC )， 
Ol, Or EMM), wsEM, (FEI, Ko, Ol, OL) 
ORs Rp Dl, 0), 

上 上述 的 吾 今 后 与 中 不 加 区 别 ， 且 就 写作 虽 ， 
尾 给 形 土 的 站 维 实 向 量 丛 如 ， 定 义 其 复 化 为 
kc~EOMxC) , (16) 

(参看 8§1(22))， 其 中 有 戏 x C 看 作 2 维 实 向量 从 . 加: 可 看 作 
维 复 向 量 从 ， 百 的 局 部 共 可 作为 复 向 量 从 85 的 局 部 基 ， 因 
此 荆 ( 百 ) 与 (BC) 的 差别 不 过 是 #E (8c) 的 局 部 表示 使 用 复 
系数 而 已 ,特别 ， 若 令 i .. 

AECT*M)=( AP( TM))S, AE(M )= D(AECTEM)), 
.07) 
则 如 将 oc 4AELM) 解 释 为 “ 复 系数 2p 阶 微分 形式 ”， 如 


名 一 lodr!, 
P!, 


wi 是 秘 什 0" 函数 .对 于 8(H) 环 可 作 类 似 护 张 。 本 章 中 有 
关 微 分 形 汇 与 张 重 场 的 种 种 概念 与 结果 在 适当 形 钱 下 自然 地 扒 
广 到 “和 揽 夭 数 ” 的 情 癌 ， 今 后 将 直接 认可 这 种 推广 而 下 勇 作 说 
明 . 全 1 ”AR 
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湖 涛 文献 : [21:，[112]，[22]，[44]，[45], [57]，[83]， 
习题 
1， 任 给 7 EEC) ，df EA CM) ,在 局 闭 举 标 下 df =9 1fdris 若 df {zx} 
=0， 几 ECz = 人 0 jf 了 f(r dri dri 是 导 : 上 的 2 阶 潜 称 张 基 ， 全 二 来 必 汶 人 半 上 
的 张 著 场 。 
2， 若 f EC MA 有 局 部 表示 (他 1，…，zm) 人 提 


Don gm ， 
fd Dis, i sip) des 
其 中 了 = Ti， "ay Tp}: = {jis | Ip}. 


$3 外 微分 与 Lie 导 数 


本 他 考 察 定义 于 4( 于) 与 .9( 于) 上 的 几 个 重要 微分 算 子 ， 
它们 如 同 通常 的 导数 一 样 广 足 某 种 “Leibniz 规 则 ”(《 见 下 面 的 
(1)(2)(3))， 因 而 亦 称 为 “导数 ”， 

6.3.1 定义 车 一 线性 算 子 4:4( 对 )> 4 于) 满足 
44mM)C4pt 于)， 目 对 任 给 woe 47( 肛 )，o EACM) 有 

AtmAT) TE AmAT + emt 40, {1) 

2 二 1[e 二 (1)?]， 则 称 4 为 (MH 上 的 ) s 阶 导数 [ 反 导 数 ] , 若 
一 线性 算 子 4:.9-( 型)> .7F( 开 ) 满足 47 IM CI3(M)， 


4(oBQoJ- A + DA, wTEFM); (2) 
A(CK,0))=CAX,0)+CX, A0), (3) 
| XELM), OE A(M), 


则 称 4 为 (如 土 的 ) 一 个 张 量 导 数 ， 

6.3,2 走 理 设 4 是 姥 上 一 导数 . 则 (i) 4 是 局 部 的 ; 
(i) 任 给 开 集 UCH， 存 在 唯一 导数 410:4(0) 一 A(U)《( 称 
为 4 在 召 圭 的 限制 )， 使 得 Yae A(M): (4A|U)(@l Uv)= 
(Am)| CD; 《ii 4 完全 由 4145 于)0 一 0,1) 傅 定 . 
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对 于 反 导 数 与 张 量 导 数 亦 有 类 似 结 论 ， 
证 证 共 灼 似 于 6.2.7. 结论 (i) 基于 等 式 A(f@) 二 
AfAw+f A EC TU), WEACM)), 对 于 (Hi) ， 定义 
【本 区 HoT = CAD NE) mEAU)Y, rEV, 
其 中 WEA(CH)，%' 与 在 x 邻近 相等 、 若 (A150) 《rifg) 一 
(4 zj CE oEA(YMY, NO 
(AV)(@AT) YE) = ACO' Ng CC》 
=(A@ )s NT + or AN A )s 
=((AIUDmANo + oA A Do )s, 
可 见 4|U 是 一 导数 ， 它 显 然 是 满足 (让) 的 唯一 导数 . 下面 仿 记 
有 4IU 为 4 若 (05,2 是 有形 上 一 举 标 系 ， wmE A7(MH})， 则 只 要 
Aiwzr:’) 与 4orf7 一 (hip) ) 已 镁 定 ， 即 可 依 


( Aw)| VA!) 


《参看 82(10)) 及 公式 (T) 算 出 (4@)I， 这 就 延明 了 结论 tiii) . 
口 

6.3.2 表 湖 ， 末 上 一 导数 [ 反 导 数 ， 张 量 导 数 ] 4 完全 由 
4(gez ) 与 4f(f EO™(M)) 的 算式 确定 :对 于 张 量 导数 4， 


40gz 与 4(55 可 由 ( 3 ) 互 相 确 定 . 


6.5.5 定理 存在 唯一 的 1 阶 反 导 数 Z1A(M)> A(H)， 
使 得 6* 二 0，df(fE CO”(MUH)) 即 了 的 微分 (参看 §2 习 题 1), 称 这 
样 的 为 入 上 的 外 微分 算 子 ， 

证 若 所 述 的 存在 ， 则 由 2(4x 站 二 Ztx' 一 0 及 6.3.2 推 出 
4 叭 一 确定 。 利 用 (1) 及 #7 一 0 可 约 纳 地 推出 ; 

far' =f AN!, fe A ). 《4) 

反之 ， 任 给 于 的 坐标 系 《上 ,xz!)， 依 (4 定义 出 线性 算 子 

dA(0)>A{D)， 它 满足 24?(D0)CA?+1(U)，g20， 任 瘦 
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WD= faUX", 0 = gdx", f,geEo"U), 了 一 {6 ,jp}, 了 = 1 ， 
] 
dw ga + fig) Ndr /Ndr" 
OAT+ (1m; 
dro=d( SF dz Nd = sb ie Ndr Ndr! 
一 - rd! Ndr /Ndr! =0, 
可 凯 吾 是 内 的 外 微分 算 子 ， 记 为 wr。 由 已 证 唯一 性 结论 ， 如 
此 定义 的 Zwy，Gr 必 在 VV 人 NF 上 一 煞 (VU,VCWH 是 开 集 ). 于 是 有 
整体 的 和 4 于 )4 人 可) ， 使 得 如 上 的 &r 是 z 在 妨 内 的 限制 ， 
4 就 是 于 上 的 外 微分 算 子 ， 国 
6.3.3 的 证 法 具有 典型 性 ， 正 芽 遇 到 业 似 情况 了 时 ( 见 6.3.6， 
6.5.3，6.6.2)， 将 不 再 详 述 同业 的 证 明细 节 . 
6.3,4 定理 若 XEOCM,N)， 刚 dh 二 dA(N)> 
A(CM). 
证 首先 ， 对 任 给 fE0O"CN)， 革 EE 名 ( 胜 ) 有 
df Ea fh ER) =f R=) ), 
这 推 则 4&8*(f) 二 df， 进 而 对 AGFE A?(N) 妥 纳 地 有 ， 
dh mA) =d ho 人 人 及 < 下) = dbo /dh*f 
=ao/A\df) -Wd(oAd). 
取 定 革 记 作 ( 导 )， 对 性 给 ww EF 了 (CH)(p 汪 1)， 由 等 式 
(ix@) Rg, Ro Ol 
a 是 p 人 1)， {5) 
REM) Ol, OIE AACM) 
定 艾 出 E31( 弄 ); 约定 ixf 二 0(J EO"( 避 ))。 直 楼 看 出 
ixAF( 开 C47 有 HD) Fix@ 实 际 上 是 一 短 六 (6.1.3)， 轩 
《5) 推 出 ， 
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【io 了 一 三 4Oty 。 《6) 
6.,3.5 定理 ” “内 积 算 子 ”ix:AtMH)>A( 对 ) 是 满足 条 
件 ixf=0，ix 呈 二 耳 ( 了 )(fEC*CM)》 的 队 一 的 -1 阶 反 导数 ， 
证 ”唯一 性 直接 从 6.3.2 推 出 . 今 验 证 


和 六 DT 一 和 六 二 一 1)0AErC， (7) 
mEA MN), oeEA(NM)., 


2 二 0 时 (了) 显然 成 立 ,， ?二 1 时 可 利用 《6 ) 直接 验证 (7 了 ) 
《可 设 @ 二 dri，g 二 dz CC 从， )， 其 次 设 w = 上 人 @1 
EAA) 0 EAH MM 作 归 纳 假 设 后 推出 


i WAC i Aw No - Niro' NG) 
=ix0A@' Nr -ONixo' Ng + (1)0NG' /Niro 
一 zx 二 [1)ao 人 zxa、 


6,3.6 定理 每 个 芷 所 六 ( 弄 )》 决 定型 上 上 唯一 张 量 导 数 瑟 fr 
使 得 上 x(f) 二 站 (了 )，Lxdf 二 Lx(tf (tfEC™MM)), 且 映射 (下 ， 
功放 一 七 是 局 部 的 ， 工 x 称 为 ELie 身 数 。 


证 “车 所 述 Ex 存在 ， 开 一 科 0 ， 则 
下 一 (一 有 Di 各 TY1 。 《8) 
由 6.3.2， 工 x 唯一 确定 。 由 (3)(8) 推 出 ， 


OY 8 IN 
zz(5 和 5)=《 Lx(F57) dz 2 


/a NU 
= Ch Lx (dz ) 55， 


0 
二 一 机 二 了 (9) 


友之， 利用 (8)(9)(2) 及 Lx(f 了 ) 二 于 (fj)， 可 局 部 地 定义 
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| Lx，、 热 后 如 6.,3.3 一 样 完 成 证 明 ， 是 | 
Lie 积 [ 卫 ,了 ] 可 解释 为 Lie 导 数 : 依 (9) 及 5.7(5》 有 


= 1y_0 : G1) 
LxY = X(F') Ts t+Y'Lx {gst 


—[X(F')-Y(X')1 = [X,Y]. 


Lxrw 可 解释 为 “w 沿 下 的 方向 导数 ”. 这 一 观点 从 以 下 结 
| 果 看 来 更 为 明显 ， 
86.3.7 定理 设 8 是 下 所 吕 人 有) 的 琉 ，oE.9( 开 )， 则 


Lr@= {07 0) to (10) 
从 而 OrLro= {00)| 0 (0 0). 《tty 
证 令 4o= 世 (867@)1 ,1.。， 则 4 满足 (2)、 且 


(AP Cs) = fC00, 2s) co = XFS), 
fe 0™(M); 


(Adz 5) = [O04 2) adr) 


=0/| LOCt, se)| je 一 oa: 
—(Ldr' ) (Ce), 
其 中 85,w) 是 9(t,x) 关于 化 标 系 《Ww') 的 分 量 ， 类 似 地 有 
4(g1)= Lx (90:), 
于 是 必 有 4 二 Lx. Mm 
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推论 “五 z 由 一 0 所 -> 包 消 下 不 蛮 ， 即 中: 四 一 症 ， 
《10 可 作为 Lie 导数 的 定 又 :用 它 导 出 Lie 导数 的 某 些 性 质 
也 有 其 方便 ， 例如， 任 给 ww,o EE ACN )， 


Lx(wAN0) = [O70 AN(O0))) . 


=Lxw No + om Lxrd, 
可 见 上 x 1 ACM ->wA( 对 ) 是 一 “0 阶 导 数 ”. 
公式 (3) 有 一 个 很 一 般 的 推广 . 
6.5.8 定理 若 4:y( 型 )>.70) 是 一 张 量 导 数 ， 则 对 
任 给 wwE FM)， Xe XoE EM), Bl, OE ACM), 
成 六 
CAOIH HI 加 一 oO 和， Ro, O01 , 07)) 
一 之 四 Gl, 站 5) 


一 OE RAO 0), (C12) 
1 


证 邻 (Ba@)( Se 囊 p0 29 为 (12) 之 右 端 ， 呈 = 
4 人 EC 《让 . 则 可 验证 如 请 足 (2)， 且 对 人 尾 给 了 EE(CW)， 
EA{H) 有 
(BIEIE)= A(CR 0) -CR A = AXYICO); 
CBONA)=A(CE, 1) CAT, ON AO IT), 
可 坝 4 玉 = 召 芒 ，A8 = 二 8686。 册 此 推出 = 二 8B， 品 
推论 若 苹 ， 人 RpEB(CM) 8, rE AN), 
WEFIH), MM 
及 (Of 下 yy  )) 
=(Liw) (Res Rp Ge 0) 
+ So( Kineees Lx Xe, Kgs OY, ees 0) 


一 Oo(X, "sy 是 pi 日 :vv LxB!,..., G07), 
《13) 
233 


现 将 有 关 算 子 开 ,iz, 工 x 的 主要 公式 列举 如 下 . 
6 .5.9 定理 设 及 丰 pTYESCM), wmEAM), 


则 
1” 开 z 一 tx& 十 2x 【Cartan 公式 )) (14) 
2” {4, Lx| 一 由 LLx, tx] = 人 0; {15) 
3 [Lx, ir]| 一 和 xiTr1 [Lx, Lr] = 上 [xr C16) 


(14) 一 (16) 中 的 算 子 作用 于 ACM),， [4,81=4B8-B4; 
4° 【CI 和 0 丰 p) 


= > 一 工 开 下 于 加 (下 0 证 sr 5)) 
十 1) (l,l, 


二 


加 0 人 1 证 ;,-) (17) 


和 畦 别 |， 《8 四 氏 及 0 是 1 ) 
一 (0) 一 wm( [及 ,, 下 1] )， 
(18) 
证 易 见 4=ixd+adix 是 一 0 脐 导 数 ，4A(f)=X(f)， 
46) =Lxif(fEC (CM))， 于 是 4 二 Lx(6,3.2). {14) 葡 楼 
推出 (15);， 奖 似 地 ，B= 二 [Lx，irl 是 -1 阶 反 导数 ，BTf) 一 0， 
Blaf}=ix rndf (feECO™M)), i! 结合 (14) 推 
出 lLx, Ly] 一 天 [ty71。 - 
《177 在 2 三 0 时 显然 成 立 ) 才 p0, 别 它 由 
(mwm)( 下 0，…， 芽 pp) = (Lx — (全 .0 


及 (13) 依 归纳 法 得 证 . 四 口 
参考 文献 ，[21，[12]，1221，[451，[571，[83]，[84] ， 
习 于 


1 Lro=-fLro+tdfAiro, FEC" OM, XE MD, EAM. 
和 启 芝 生成 流 j， wm EACMY， d=0, diywm=0, 则 gf = 所， 
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3 设 fEC" CM, MD XESIMY, YEW, XXLY, wEAN), 
rf"o=f iyo Lrf*o=fLyo, 
业 。 Lyiv =- Lyix™ itx, rl™ [ds, friyls 3 YE , 


$4 微分 理想 


科 用 微分 形式 与 外 微分 概念 ， 可 给 Frobenius 定 理 一 个 新 
的 表述 ， 后 者 在 应 用 上 通常 更 为 方便 ， 

86.4.1 定义 设 ICA( 开 ) 是 一 理 下 (本 御所 说 的 理想 概 
指 外 代数 A 入 ) 中 的 双边 理想 ) 、 若 存在 一 个 族 {{U,; 91， 
2))， 满 足 ，(i) Vw 是 江 的 开 甫 盖 ， 招 上 Cd(Po) 逐 
点 线性 无 英 f (ii) YaoE4( JET<> Ya wl Um Dt,) 
TAN OSE 4 Citi) 在 Bo 门 De 上 8 一 开 BE 
i<E&)， 则 称 工 为 型 (局 部 地 ) 由 1- 形式 生成 的 站 秩 埋 想 ， 称 
46 外 为 了 的 局 部 菇 ， 当 81CI 时 称 了 为 微分 理 丫 ， 

1 形式 生 威 的 理想 { 微 分 理想 ] 与 5,8， 1 意义 下 的 分 布 [可 积 
分 布 ! 之 间 有 一 个 完全 的 对 应 甘 系 ， 

6.4.2 定理 和 任 给 有 维 分 布 CTHMH， 坊 

T(E)= {EArCM)| Ks, REB 
过 @( 玉 ,1 9) 二 0}， (1》 
则 TB) 二 儿 p>of?( 玉 ) 是 一 个 壬 1- 形 式 生成 的 如 ~m 秩 理想 ， 
反之 , 任 给 由 1- 形 式 生 成 的 5 秩 理 起 :7TC4(NH)， 存 在 唯一 由 -天 
维 分 布 ECTM:I 一 T(E)， 

证 设 8CTM 是 一 不 维 分 布 ， 了 一 个 族人 Uso; 成 7， 
有 1 (有人 7 是 加 在 ge 内 的 局 部 基 ， 于 = UB。(5.6,10)， 
不 妨 设 每 个 { 基 引 ?已 * 正 长 ”为 TH 在世 内 的 局 部 基 
17? 设 [98j9.1 是 [和 5_1 的 对 侦 基 ， 今 指 明 {0; 
93%，03)j 满 足 6.4,1 之 《并 ) (Ci)((i) 已 自明 ) 。 任 给 台所 


235 


1) | U9 表 成 ， 
vw Us= BOF Oa A NAb?, (2) 
C2) 右 诊 对 所 有 {os pl CC {1 2 th) 求 和 ， 由 (1), 中 扬 
E> Ya: Bf ip C2 NH OF .=0<> 
Ys 
wl Us= BS oANG,, rie ACH,), £3) 


[i 
(3) 也 表明 本 如 ) 是 一 理想 ， 设 在 UN 站 Up 上 全? 一 gf 下 并 
i<m)， 因 [下 和 1 与 {站 7， 痢 是 8B 在 Us 门 Up 内 的 局 部 基 ， 
故 当 ;<a >a 时 af 一 nm ”过滤 到 对 情 担 98= Yn.190801 (Rn 
fm)， 这 就 证 明了 YZ 人 必 ) 是 一 个 由 1- 形式 生成 的 理想 ， 

其 次 ， 庶 卫 《FE 6 1, 894) 有 如 6.4.1。 这 下 记 
TYM 的 让 弘 子 屋 ， 它 以 194.1 为 局 部 基 . 不 妨 设 每 个 
?1 己 补 电 成 T* 订 的 局 部 基 [9 站" 1， 以 { ?7 记 基 对 
偶 增 ， 同 以 1 证 ?611 为 局 部 基 咎 成 一 2{ 一 区 一) 维 分 布 加 ， 
它 福 中 苹 E Bcc-> YOEPsiKX，9)=0, 附 此 立即 看 出 
1(B)==1， 且 加 出 这 一 条 件 唯 ~- 确 定 . 口 

下 面 就 是 基于 微 伪 理想 的 Fzohenius 定理 . 

8.4.3 定 强 设 8CTM 是 一 x 维 分 布 记号 1(B) 及 
CU 068700) 的 移交 如 6.4.2， 则 以 下 条 件 豆 相 等 价 ， 

1” 下 是 对 合 的 ; 

2 IT( 苔 ) 是 一 币 分 理想 ， 


3 Ya ggi= SY oiAN0t, 
J 十 ] 
OE AAU ROE} 
4 Yo OANA A OIE0 (im); 
5 Yo OSA NOT) 0 NAO A... A OY, 
BE AU,); 
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6” 存在 性 的 图 骨 {DU。，#1)})， 使 得 伺 z 引 ,Snr 是 (EE) 
在 VV. 内 的 局 部 基 . 

证 2 二 3"。 为 书写 箱 便 ， 下面 将 0U,，694! 写作 0 ，8'， 
可 以 认为 01ET(BXR<IEm)， 故 当 8I(B8)CI(B) 有 时 ， 依 (3) 
有 80 二 了 /no I 人 O(n<i<), 

4 过 5 。 邻 避 = 二 "HAA 信 67， 设 199 ,5 是 TT*M 的 局 部 
基 ， 于 是 204= 3 olgxA 人 Nb 4° 推出 当 nn<i<m，1 < 
IT<2 时 a 二 0， 因 此 5 从 下 式 看 出 ， 

to 一 ,之 AC A 

= ,ali0rA0 NmA A ANA" 
Cd) 
n 5 过 2 .假定 5"， 若 47(B) 人 入 1( 召 ), 则 有 某 个 880'EI(E)》 
之 iW。 依 ( 拉 中 的 记号 , 当 个 >R 时 421=0， 了 于 是 从 (4) 看 出 ， 
Zo 不 能 形成 DA 人 ww， 得 出 矛盾 。 

2 之 1 ， 设 44 了)C 基 吾 )， 天 和 下 (和 ,加 )， 刚 对 侍 给 
ELEB)NATM)， 依 (1) 及 上 和 节 (18) 有 wm([ 了 ,了 ])=0， 这 推 
出 上 互 ,了 ET(M,8)，B 是 对 合 的 ， 

显然 有 1 二 6 二 3" 二 4"， 了 于 是 定理 证 毕 . 口 

设 1,… 0 人 4 和 ) 逐 点 线性 无 基 ， 子 是 它 生成 一 卡 
秩 理想 上 ,车 了 ( 依 6.4.2) 对 应 的 分 布 召 可 积 ， 则 称 方 程 组 
(人 一 0，1 si 和 〈 扬 银 Ptaft 组 ) 可 积 ， 称 如 的 任何 [ 极 大 ] 
积分 流 形 六 为 了 工 成 Ptaff 组 40 一 个 的 [ 极 大 ] 积 分 琉 形 ; 当 六 是 
7 的 积 分流 形 时 必定 有 8 站 =0fL<E<E)。 设 吾 可 积 ， 父 
6.4.3 之 6 "， 局 部 地 总 可 到 举 标 系 (7x')， 使 得 8x! 二 卫 了 101 
(lisE)， 称 1 (sb St) 为 方程 组 {9!=0} 的 积分 因 
子 . 福 意 6'=0(i=]， 1， FT 二 const (f=1,， .此 ), 
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特别 ， 若 BE 4( 于 ) 无 处 为 零 ， 则 方程 6 一 0 可 积 <> 9A68 
=0 < 过 局 部 地 Az! 一 29， (x') 是 型 的 某 个 华 标 系 ，A 天 0 
是 积分 园子. 若 9= gilzf， (2) 是 Bs 的 自然 坐标 ， 则 条 件 
全 


中 AZ 一 0 相当 于 下 :Tot 攻 一 0， 其 中 天 一 荐 天 让 下 i 二 和 81 【天 
看 § 6(20)). ~ 
6.4.4 例 性 虑 方程 组 ( 夫 看 85.9 避 题 2): 
3 一 有 (oa 纹 (5) 


1 < mm, 1< jn 


其 中 EOCV),，UCR" "是 知 集 。(5) 等 价 寺 Pfaff 组 


0'—ay ~ fidri =0, i=1ly 2, "Mm. (6) 
由 6.4.3，{6) 可 积 的 充 要 条 件 是 

dOt=o /0 ojEAU), 1<iCm, (7) 
依 (6) 经 直接 计算 得 


d= — df /ANGYi 


= [grr FD + FD) esa 


tay (FH) /Ae 
与 (47) 对 局 看 出 ， (6) (从 而 (5)) 可 积 的 充 要 条 件 是 ， 
0 0 从 
os 7) -or Fr FD -fag Fi)=0, 
i=] ,2,1 用 = 1, 2 3. 
(8) 


注 ”经 典 意义 上 的 Frobenius 定理 ， 硕 就 是 给 出 可 积 性 条 
件 (87)， 


最 后 建立 一 个 较 特殊 的 结果 以 备 下 意 使 用 ， 
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6.4.5 定理 设 p:MxN>M 与 YMxN>N 是 投影 ， 
191 ,四 是 .YN 的 一 组 整体 共 ， 

1” 车 fEC"(MH,N)，IT 是 MxN 上 有 由 其 本 产 一 他 | 
生 威 的 理想 ， 则 了 的 图 形 忆 ;是 工 的 积分 该 形 . 

2” 车 Tel …，o]Cd4I(M)，fB 一 ao 一 40 生成 
肝 x 玉 上 一 微分 理想 ，(wo ,Yo)EHxN， 则 存在 zo 的 邻 域 
了 及 EC (UVU,N)， 使 得 fz20)=yo，f*0'=o "VU， 当 0 巡 通 
时 ， 福 是 以 上 要 求 的 了 是 崔 一 的 . 

证 1” Pr 可 等 同 于 型 xx 的 子 访 形 (9)， 其 中 9 
是 代入 型 > 本 >x 丰 ，YF( 人 (7033， 从 8 (2 一 9) 一 (8 
-99)* 二 0 推出 了 ;是 了 的 积分 流 形 . 

2” 设 是 站 对 应 的 对 合 分 布 , 取 百 过 (zo, 和 0 ) 的 积分 流 形 
和， 性 给 4E 4， ZEA,, PaZ=0P0 (gs) = 0 2) = 
(po — PZ) O01)>gF=0， 可 见 Px|4,。 是 单 射 ， 
从 而 名 414 六 了 肝 为 局 部 微分 同 肥 ， 取 加 的 邻 域 开 及 {ao ,yo ) 在 
4 中 的 邻 域 不 ， 使 下 下 :环宇 g， 财 大 一 go 下 刺 ) EC (TD 
六 )， 天 Zoo) 一。 性 给 下 所 入 (PC) 

(FO TR)= CH W(tO (TE) 

={2| Wr(p*a' — BC XY) 

= 4 了 革 )， 
可 见 产 2 = 二 0 FS 。 车 已 连 通 ， 廊 EC (7 YY) 亦 满 足 ， 
fro) 二 90， 10' 二 a 和 上， 则 由 1 ，(UVU ,9) 与 《778) 都 是 
J 过 (xo ,#0) 的 积分 沪 形 ， 其 中 多 8) 一 (78 gC7) = 
(Cz, f(r) rEDV),， 令 V= {reV| g(r)=gy(#)}， 则 PF 是 如 的 
非 空 亲子 集 . 由 积分 流 形 的 局 部 唯一 性 (参看 5.9.2)，V 在 中 
亦 是 开 的 ， 因 此 VF =U5， f=. 品 

参考 文献 ，[2}，1201，[45]，183]j， 
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习 是 

4, oe=dz-pdrx—- qdy, z=ftr, 区 广电 下 1Ty8yz3DG = 0 m= 0 
dF =0, dw 二 = 

3。 翰 人 1 时 水 点 厂 性 无关， {fol op 有 于 4 
SIAmi=0, wi = oje!, aj = aftEC" tM), li 7 CCartan | 
到 。 


$5 仿 Riemann 流 形 


迄今 所 讨论 的 流 形 都 是 址 考虑 度量 的 ， 因 此 它们 与 Bucli， 
空间 的 "局 部 类 似 ? 就 址 很 完全 ， 这 一 通 陷 可 通过 引进 访 形 的 某 
一 附加 结构 而 消除 ， 

8.5.1 定义 若 g.F8(NMH)， 每 个 g(xE 有 时) 是 韭 举 对 称 
的 [是 一 内 积 ]， 即 其 分 量 gj(x) 构 - 成 一 非 异 [正定 ] 对 称 年 
阵 ， 则 称 9 为 并 上 的 伪 Riemann 庶 量 [Riemann 度 量 1， 称 (于 ， 
1 或 开 为 仿 Riemann 流 形 TRiemann 琥 形 ] 。 

设 (zx5) 是 Re 的 自然 举 标 ， 则 “uclid 度量 ”9 一 6olziBez 
是 R* 上 的 Riemann 度量 ， 它 在 任何 子 流 形 于 CR 上 诱导 出 一 
Riemann 度 晤 gljH; 任 给 于 的 坐标 系 (w')， 


rt Ox* 
(g| M1; = er ui? 9 ;省 二 


- 特别 ， 营 半 是 RR 中 的 曲面 2 一 rw 2z (二 1,2,3)， 则 《1) 给 
出 微分 几何 意义 下 的 第 一 基本 量 ， 


Dwr dT Or ORM 
和 
名 O44 Pa dv? C 之 dv 


1, 2,.""", {1) 


(2) 

对 于 R* 及 其 子 流 形 ， 未 加 疝 明 时 总 采用 Euclid 库 量 或 其 限 

制 ， 顺便 指 出 ，R+ 上 有 一 个 著名 的 伪 Riemann 度 量 ， 期 相对 论 
中 的 Minkowski 度量 ， 
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it 

其 中 x,#ERt， Rt! 代表 4 维 时 空 ， 认 定 TR+=R+ x RR', 

以 下 设 〈 开 ,9) 是 取 定 的 仿 Riemann 流 形 ,约定 |g| 一 
Idet(gr)1( 它 与 坐标 系 有 基 ! ), Cg") 记 算 阵 (g1y) 之 逆 ， 不 难 验 
证 9'!， 是 一 个 2 阶 首 变 张 量 ， 给 定 xE HH, 实 对 称 答 阵 (gi(*)) 
可 经 可 逆 线 性 变 欣 化 为 对 角形 diag(1,…,1, 一 ],… ,一 1), 其 中 1 
与 ~ 1 的 个 数 y,9 由 9 决定 ， 称 4 为 了 的 指数 ， 记 作 Indkty)， 它 
存 导 的 每 个 分 支 上 为 常数 , 当 g 是 Riemann 诬 量 时 Tnd{g)=0. 
若 { 习 ， 玫 于- 消 征 (9 于， 碟 ) 一 diag(T 1 一 1 一 1 
则 称 !: 及 1 为 车- 仆 一 组 9 -法 正 交 基 ， 任 给 XE 村， 必 有 * 处 的 
坐标 隶 人 2)， 使 Forozf)e 是 如 ;的 9g - 法 正 交 基 ( 即 (gi(2)) 
是 对 角 标 准 形 ) ， 但 !oros4 不 必 是 内 的 9- 靶 正 交 基 1 
车 名 EA™ 肝 )， 对 任 给 XE 用 及 肝 ; 的 g -法 正 交 问 { 环 必 ， 有 
1 和 =TI， 则 称 吕 为 于 的 有 一 体积 元 .不致 误 解 时 ， 
常 省 去 以 上 术语 中 的 “8 -”、 

6.5.2 定理 设 各 A")， 则 人 2 是 体积 元 <=> 任 给 可 
的 人 举 标 系 (V,x')， 有 BB 外 = 土 V |g| dsl AUx", 


证 车 和 (= 入 二 27 构 成 一 组 法 正 交 基 ， 则 
1 二 ldetc gt Xi, R 3))| = lgl 1daet( 下 人 | 2 


因此 到 2 人 人 好 rm 【三 1， 有 各) 
=det( XD= 土 ho- 
由 此 间接 得 出 定理 结论 ， [| 


荐 六 是 好 的 体积 元 ， 则 总 可 以 适当 选 荫 坐 标 系 ， 使 担 怠 二 
~ gl dx 人 八 …Adz"m， 而 在 森 点 * 有 如 :二 (dx1 八 -…Adx"m)。, 显 
然 C2 和 八 …A 人 dz 是 R 的 体积 元 ， 其 中 《xz6 为 自然 坐标 ， 曲 而 
MCRI 以 MBG- FiduwA 作 dv 为 其 体积 元 【部 面 积 元 ) ， 其 中 
,FG 代 (2) 计 算 . 
2.11 


9 在 对 上 决定 一 特殊 的 张 量 导数 . 

6.5.5 定理 存在 唯一 贞 庄 六 :入 (型 )x7( 吕 ) 盖 (型 )， 
《是 , 吧 ) 人 Vxo， 人 使得: (iD Yxo 对 下 是 Co 时) 线性 的 ! 
(ii) VYxw 关 于 w 是 一 张 量 导 数 ， 称 为 沿 开 的 协 变 导 数 ， 记 作 
Vx Cl) Vx(f)= X(N(FEO"M)); (iv) Vrg(r, 2Z)= 
gC Va 2)+HY, Vr2); (V) Vx ~ VrX=[X,F] (UE 
X,Y,ZEp( NM)). 

证 首先 设 所 述 的 六 存在 .由 6.2.7, 对 国定 的 w, (六 xa)s 
完 金 决定 于 也:( 开 ECE (用 ),x EE 肝 )。 由 条 件 (ii)(iii) 及 6.3.2， 
完全 决定 于 坐标 公式 【Wi 一 Wanorihli 


v( 5)= 1 二 12 (3) 
Ti 是 待定 系数 ， 条 件 CY) 推 出 Try= Ys; 条 件 (iv}) 推 出 


Oi = gr Tt ye Tt ty f=1, 2, ,1 
轮换 字母 写 出 91gy1 与 394 的 相应 公式 ， 进而 得 出 


Ths (Oegs FO- org gt, (4) 


和 一 2 


可 见 Y 由 g 唯一 确定 ， 

有 反之 ， 营 依 (4) 定 义 *;,， 然 后 依 (3) 并 利用 § 3(2) (3) 局 
部 地 定义 WW， 则 可 用 证 6.3,3 的 那 种 熟知 程序 得 到 定理 所 要 求 
的 上 映射 Y， D 

上 述 的 名 称 为 Riemann 连 络 ， 现在 推出 有 关 立 的 某 些 坐 标 
公式 ,首先 从 (3) 及 § 3(3) 得 ， 

Vlri= — Tidet, Ch 议 。 {5). 

任 给 EF8( 有 H)， 开 EM), 反复 运 用 (3)(5) 及 § 3(2) 
242 


可 得 : 
fxo)] = XY], (6) 


其 中 了 一 人 ,ip! 一 {fis° “" “, jo!， 


了 or 
A 


(7) 
竺 别 ， VeYi=OYi+TieY', YER(M); (8) 
Seg — de — Tepes ~ Tria—0, CQ} 


全 D=det(9i)，GF 二 Dg'{， 则 
oD /ogg ) /dg = 0 
于 是 
OD = G0908 = O° gar Tia + got $e) =2DTi, 
故 得 TO nv 9 , i=1,2,.,m, 《10) 


当 太 ?天 0 时 协 变 导数 Y* 与 通常 导数 如 可 能 有 很 大 差别 ， 
特别 ， 不 能 指望 六 r 王 YY 盖 YIVYy -YY 由 所 谓 曲率 
张 量 肇 划 ， 不 难 驻 证 ， 

R(Z, RT OV Vr -Vr VxZ- Vnrn2, DO 
(11) 
分 别 对 2, 玉 ,了 (EE(RHD)) 及 9EA'(NYH) 是 C0"(NMH)- 线性 的 ， 
从 而 确定 一 (3,1) 阶 张 量 场 R(6,2.7)， 称 它 为 中 上 的 Riemann 
曲率 张 量 或 简称 曲率 张 晤 . 直接 依 (11) 有 ， 
f=oT i orit rmi Poort. 
(12) 

现在 设 w ED)， 了 二 人,…,ip) ， 依 (7) 算 由; 

WY mr = Ym ) -Ti VoD — 之 二 1 OD ta 

一 一 F974 Dips + DD, TT +， 


其 中 省 略 的 项 关于 (i,j) 对 称 ， 由 此 得 到 
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(VV ViV w= RE Ot- 《13) 


示 面 取 定 于 上 的 光滑 碍 线 吕 :34 一 2CNCEET)。，. 
6.5.4 定 史 ”人 芷 给 @@E .隐形 )， 称 DB 一 Ya 为 巴 滞 妇 
的 访 变 导数 : 当 Dej/ 下 二 0 有 时 说 @ 沿 局 是 平行 的 。 
设 z'(#) 是 xz(1) 的 局 部 表示 ， 革 EE( 驻 )， 从 (8) 推出 
DX_ x WE (14) 
点 记 对 的 导数 . (14) 表 明 ， 只 村 革 (2( 和 )) 对 二 可 微 ，DX/dt 
就 有 意义 ， 因 此 可 以 说 到 “说 CC 定义 的 向 量 场 下 的 抄 变 导数 ”. 
对 张 量 场 亦 有 类 似 结 论 ， 若 了 DX 下 =0， 则 (14) 表 明基 :应 狂 
是 齐 次 线性 微分 方程 组 ， 
真一 Tt, k=1,2,.…, MN, (15) 


取 定 so 二 #( 和 )， 不 妨 设 io =0ET， 由 2,.6.3， 任 给 天 ,万 于 2,， 
(15) 有 了 唯一 组 解 ( 革 “从 ) 、 使 得 也 (0) 二 对 3 于 是 
1 

X= XD 
是 沿 避 的 平行 向量 场 ， 臣 (0) 二 素 ，。，， 革 线性 地 依赖 于 “ 初 值 ” 
互 。， 这 就 得 到 一 斤 线性 同 构 

TM rs Mo, Roy REY (tfET), {1€) 

称 它 为 党 的 平行 称 动 ， 依 6.1.6，7, 讲 导 出 线性 向 构 fT*: 
?型 so 定型 【《 亦 称 平行 移动 ) ， 协 变 导 数 De/ 呈 可 解释 为 


@ 沿 移动 的 “ 右 素 ”( 参 照 6.3.,7)， 
6.5.5 定理 设 T 如 (16),，wEF?CM)tp+g>0)， 则 


Do 加 
a 0 ‘17) 


证 仍 设 i6=0. 取 z0 二 x*(0) 处 的 华 标 系 (x 人 )， 令 
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MM Ta dr T= 和 =——>af(0)=81(0} 一 51; (15) 推出 
bi(0)= -4100)= 荆 fz2*00)， 荆 太 记 工 fa(20) 《下 同 》， 利用 
《14)(3) 算出 ， 


Df Pi aerny OO Firny 0 
h(a) 0 一 全 人 (0) 37 一 站 (0)557 


了 
= (7) 18) 
(| eo = — TH (Od = 0) Lr! 


= (rds')| 0 (19) 


注意 到 o> 所 (Tm)1 1。 满足 关于 张 量 积 的 Leibniz 规则 ( 参 


照 §3(2))， 就 看 出 (18) 与 (19) 一 起 推出 (17). 一 

度量 概念 可 以 明显 的 方式 推广 于 向量 从 . 

6.5.6 定义 设 8 是 寻 上 一 实 [ 复 ] 向量 从 ,gET(T2())， 
车 每 个 gz(zE NM) 是 了 :上 的 内 积 ， 则 称 9 为 上 的 内 积 , 称 吾 或 
《是 ,9) 为 正 交 从 [Hermite 从 |]， 

导 上 的 Riemann 度量 无 非 是 切 上 从 了 TH 上 的 内 积 ， 

6.5.7 定理 任何 向 量具 如 上 恒 存 在 内 积 ， 因此 ， 任 何 微 
分 流 形 土 恒 存 在 Riemann 度量 ， 

证 只 考 虚 “ 实 ”的 情况 。 取 吾 * 的 一 族 局 部 基 {0 让 性 
TU, BY)，M=UU; 取 寻 上 从 属于 {U6) 的 单位 分 解 {4。) ， 
则 9 一 之 和 之 9:B0 7 是 召 土 的 一 个 夫 积 ， 口 


6.5.8 定理 设 ? 是 召 上 的 内 积 ， 灰 己 加 是 一 子 从 ， 则 
"A5 


到 一 日 8 是 召 的 子 从 (下 的 正 交 补 )， 吾 一 了 由 

证 取 扣 的 局 部 基 好 站 所 忆 (7， 吾 )， 使 1z 让 -是 下 的 局 
部 基 . 将 从 正 奖 化 为 181} ， 则 {8 2 是 于 的 基 (2zE 忆 ， 
nn 一 ddim )， 可 见 玉 + 是 百 的 子 从 (5.6.10)， 显然 EE=F 了 OFT. 

| [ 

震 形 基 Riemann 流 形 廊 的 子 流 形 ， 则 称 T 开 在 TN | 中 的 
正 交 补 为 型 在 对 中 的 法 从 . 

参考 文献 ;，[2], [121, 120], [61}, [83]. 
习 一 

t.。 车 避 是 叶 的 g- 性 积 苑 ， 关 EY 寺 (MY (1i 和 出 x 和 = 
有 

2 该 of = 大 dz 出 do -oo = RI detAdel. 


3。 rij= +t VN 其 中 人 Ei = ge, 


836 星 算 子 。 梯 度 与 散 度 


给 定 伪 Riemann 流 形 (NY,g) 及 其 体积 元 但， 考虑 几 个 
由 9 决定 的 重要 算 子 ,首先 ， 任 给 we (MH)， 由 
Co = gp, {i ip) (1) 
唯一 确定 出 #@E98(MH) (参看 6.1.3)， 如 此 得 到 升 标 算 子 
FT MIM), or olp1), 任 给 gE .IE(M), 
量 然 有 
(#0 , (22 
不 长 温 铺 时 ，(1)(2)》 之 堪 端 就 记 作 w! 与 9 1， 
6.6,1 定义 任 给 9，PeA?CH}(IEP 志 WM)， 令 


(a, B= ap = 全 (3) 
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其 次 ， 对 于 ww, 有 EC (RH) 规定 《8 有 > 一 08， 
《<q,B》 显然 是 对 称 和 的 、 双 线性 的 ， 依 (10(3) 及 81(117 
有 


《dz7， 8 一 六 338 和 go 一 98 ge， 


(4) 


任 给 XE 及， 设 92 一 cidii， 0 一 士 1。 因 依 (4) 有 《dz 1 
dz Y=67Cp Cp 元 《<>》: 是 空间 42( xz) 上 的 韭 蜡 对 称 
双 线 性 型 ， 当 g 是 Riemann 度量 有 时， 它 是 正定 的 ， 从 而 5, > 是 
4 到 ) 上 依 6.5.6 的 内 积 ,于 是 9 在 A?(T*M)[AE(T*M)i 
虐 访 导出 自然 的 正 交 从 [Hermite 从] 结构 . 

本 下 的 主要 潜 罕 对象 是 Hodge 的 星 算 子 *， 

6.6.2 定理 个 全 了 瞧 一 C()- 线 性 算 子 *:4P 人 可) 一 
A (0M)， 使 得 a,PEAT(M); GAN 有 = 一 《0 
及 > 吕 ， 

证 ” 设 记 还 的 + 在 导 . 显然 < 一 品 ， 且 (ra)z 公决 定 于 
qz 6.2.7). 洲 (fj jm) 是 (1 we， 护 》 的 一 排列 ， 六 < 
joy jonny = Mf 
ml 且 以 dr 记 如 王 的 了 之 全 体 . 任 给 一 {i ,es ip} Cll, 
2 es im} ， 令 

sf 人 人 1) 一 之 CEz7 ， 


TAs 


设 人 =vV jg dri 信 …A 人 Ex" (本 节 中 保持 此 假定 ) ， 则 从 《4) 
也 
dz 全 本 一 全 A (dt) 
=001 -mA /Ade™ (Edp) 


推出 c=V ggg (CK = fh hp) ). 


十 是 xf(Ez1 一 BD Vor gg 
Fe 


了 全 马 
1 一 一 了 kp, | 
TV lore 3 g'sdrr, {5) 
KK= 1, Lo tn}. 
可 见 * 由 9 上 惟一 决定 . 反之 ， 依 (5) 及 *+i 一 品 定 这 则 可 
依 通 常 的 方式 验证 * 福 是 定理 要 求 . ! | 
只 (5) 推 出 以 下 坐标 公式 ，; 
“(dz) = I DE 1) ga A A A Nada" 
(6) 
(C00 )y = lg 6} "gg tr 


90 (7) 


{7) 中 EEA?(CM), 可 一 上 广 ， “用 jm_p!, 营 qiy 二 1)， 可 
《5) 一 (7) 化 简 成 


让 = 一 1 “ok _ ， r 2 
(de eT (5” ) 
# (Us) = 1) i A ANd A NA" 
《6 ) 
(Co)7= btn0, 《7 ) 


特别 ， 若 〈《z ) 是 Rs 的 自然 坐标 ， 则 〈67) 推出 ， 


[A (ax) dr Adr!, . “ 
*(dr ) 一 2XI Adr?. (8 7 
6.6.3 定理 任 给 a，PE A?( 有 H)(0<7 所 mwm)， 成 立 “ 昌 
A 1) mp tind eg; (9) 
Ca, p>= 1) "a ne, BY, {10) 


8 


证 ”只 需 证 (9)((10) 由 (9) 直接 推出 ) .不妨 设 4 二 
dz', i= (i, "ny 1 二 i 二 土 1 二 6! 于 是 依 (5} 
有 


de ) 


lm el vc r w(x ) 


一 — Ormelmell ,oP Eitant'" rdrrt 


Cm 一 了 


一 (一 1y2tm-pi+Tndfe) 妇 7 
组 合算 子 # ,*,&， 可 得 一 系列 新 的 算 子 . 
6.6.4 定义 设 0<7< 近 mm. 称 
上 二 (一 UI™irttitiadingrs A MA?-1( NM ) 


C11) 
为 余 微分 算 子 (注意 与 4 对照 ! )， 分 别称 
grad= Hd0"(NH) ~ 2 ) C12) 
与 div—= ~ $7 1: (MOCN) (13) 
为 梯度 算 子 与 散 度 算 半 ( 易 见 div=( 一 1)15doxd# 虽 -1); 称 
A=d6 id A(M ;ACW } (14) 
为 Laplace-deRham 算 子 或 简称 Laplace 算 子 ， 
4.6 及 A 都 可 表 为 协 变 导 数 ， 结 定 mE 47( 歼 )， 
dw = Bod Adzx! 
一 Ly DT ip FI! 
D1! 
= Voids “二 一 一 1 _ 本 让 V sod, 


pr{p FID 
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(dw )r= oh Von K=ik ,kprl. (15) 


皇 合 (11)(7)(15)， 对 于 二， i 有 

(一 1)” 
(Mm- pil (mp 
gs rar Wao', 
其 中 e 二 mfp 二]1)+] 十 Ind(g), sm p+], KR= fb hel, 
玉 二 和， 机 ， 化 简 后 得 

(Om) C=- Yor, (Vi=y "WY,). CJ6) 

现在 利用 4) 一 (1) 求 计算 (ww) T= 廊 } ， 首 
先 ， 


{dw z= 


(6d0)1 = ~-T"(do ,= .l jE VY ox 


WM OF 十 pv Vi ia 
类 位 地 ， So 一 一 VV imentp. 
于 是 利用 (14) 及 上 池 (13》 得 ， . 
(AW)=-YIY ,mrt 名 9 VV 一 YOM..a.is 
一 一 Ai 十 29°Rs 0 
十 2 5 9°R., iO Be dp {17) 
广 意 17》 之 右 端 只 有 第 一 项 含 wj; 的 导数 ， 
现在 导 册 diy 支 与 gradf( 评 EM)，fE CO*( 半 )) 的 坐标 
公式 . 首先， 利用 (13)(2)(16) 易 得 出 divX 二 VX'; 依 85 
(Ca)(10), 
ViX'=0 Xt RI =0NX'+ Rid nv gl: 
懂得 divR = VX'= lg ?0 (Xiv Ig ). (18) 
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本 


其 次 ， 直 接 依 (12) 有 
gradf 一 gf 0,. (19) 
注意 divegrad= 68， 上 半 合 (18)(19) 两 式 得 ， 


-Af= -ddf= lg /0 9) 9 0,f). (20) 
当 847 王 攻 和 时， 17)—(19) 简 作 成 【主意 此 时 半空 03 


【内 or 一 一 PT 17") 
divX ~ DO! , (18") 
(gradf )' = of. (19") 


可 见 grad，div 与 -从 正好 推广 了 通常 的 榜 底 、 散 度 与 Laplace 算 
下 。 当 半 E (RS) 有 时， 通常 的 * 旋 度 " 可 表 为 : 
rot 世 一 昌 # 可 烛 - 王 》， {21) 
于 是 综合 (12)(13)(21}) 得 到 向量 分 析 中 的 熟知 公式 ; 
rotegrad=—=0; diYerot=0., 
柳 度 与 散 度 有 某 种 儿 何 解释 ， 
6.6.5 定理 设 feEO™wCM)，BEF(CM) 是 了 的 一 个 正则 
值 . 则 gradf 是 超 曲面 = 了 -1(8) 的 “法 向 量 ”， 即 对 尾 给 
YE 局 ， 帮 后， 有 8 瑟 ，gradFrz1) 一 0. 
证 任 给 9E:， 直 接 从 《1) 推 央 8( 科 ,6) 一 9( 习 ) 
( 广 ESs)， 于 是 从 5S- 二 Kerf ss (5.3.6) 推出 
g( A, gradf (2))=g(X, $dftr))=f()=0. 口 
6.6.6 定理 YXEZ2(M), Lrd =(divX}9, 
证 利用 (6) 不 难 验 证 ix 避 =x* 上 #-! 汪 ， 于 是 
LQ=(ixd + dix) OQ =dixQ =d -1 
=*#(div})=(diy }9, 门 
粗略 地 说 ，、6.,6.6 表 明 div 蒜 刻 划 了 “体积 沿 下 的 变 率 ”; 
div 和 4 二 0 意味 着 “体积 澡 耻 不 变 ”， 此 时 称 牙 (或 久 的 流 ) 是 
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“不 可 压缩 的 ”. 
参考 文献 [21, 120], [45], 1611, [831. 
习 题 
1 
2, eradtwf} = ppradf + fgradom;, divitf XY = (fy + fdivi, Af2y= 
2f A "2amradf} tf), EF, weEC™ tM), XE RM), 
3, divEX, Y=X(divY) Ydiv XR}, KX, YetM}, 
1， 设 站 ,和 后 避 (Row BEARY, oEAI RY, fec"Ry, WW 
di 和 Y= 失当 (林芝 太守 了 训 rY= 玉 ( 水 半 - 芝 太 灶 "1Y)，, 
人 志和 = 说 兰 - 民 六 个头 间 页 和 芭 所 上 二 来 ( 林 环 本: 兰 的 。 
(iiiy rot(f XA) =gradf x +frot, 
tiv) 日 frr x Y= (rt TY ~ Xroty, 


$7 定向 流 形 


R" 的 定向 决定 王 谷 标 向 最 的 排 到 期 序 ， 在 有 正 [ 货 ] 行 列 式 
的 坐标 变换 下 ， 空 间 定 向 不 变 [ 改 变 ] .由 此 可 以 设 粮 ， 通过 局 
部 坐标 系 的 选择 可 在 流 形 上 局 部 地 定 向 ， 而 流 形 能 否 “ 整 体 
地 ”定向 则 取 快 于 是 和 存在 “一 致 地 ”定向 的 图 册 . 

6,7.1 定义 冰 几 上 存在 图 骨 {(U。,xi)}， 使 得 在 人 Up 
上 D(z)/D(zs)>0( 此 处 及 今后 都 约 定 将 行列 式 det(0y!/9w!) 
缩写 成 D(8)/D(x))， 则 说 于 可 定向 ， 称 具有 以 上 上 性质 的 一 极 
大 图 册 为 形 的 一 个 定向 ， 称 其 中 的 图 为 正 向 图 . 已 给 定向 的 流 
形 称 为 定向 流 形 . . 

“可 定向 性 ”是 流 形 的 最 基本 的 整体 性 质 之 一 ， 如 同谋 多 
其 它 整 体 性 夺 ~ 样 ， 它 可 用 茶 种 整体 截面 的 让 在 性 来 刻 划 。 开 
上 无 处 为 零 的 扣 - 形 式 称 为 体积 形式 . 显然 ，wE.A"(H) 是 体 
积 形 式 <>@ 是 1 维 从 4"mT*M) 的 整体 基 <=> YoEA™NM), 
9feEC (RH): = 体积 形式 与 定向 这 两 个 慨 念 实质 上 是 


2 


等 价 的 . 
6.7.2 定理 流 形 姥 [ 仿 Riemann 流 形 【《 蜡 ,人 外] 是 可 定向 


的 <=> 寻 上 存在 体积 形式 [9 体积 元 ] . 
证 、 设 图 册 和 U,,2z1) 如 6.7.1 所 述 , 取 从 属于 ,i 的 单 


w= TAdr A AAR, (1) 
其 中 X825A 八 …A 信 Lx% 自然 地 延 拓 在 了 对 上 ，% 即 为 一 个 体积 形 
式 ， 任 给 YE 有 时 ， 取 定 8，Ap(X) 半 0， 则 
oz 一 [2 ME DR) DD ra) (drhA /AdrE)s0, 
反之 车 存在 体积 形式 weE A™( 奸 )， 冒 对 人 尾 抬 aE 对， 有 
4a 处 的 图 (Uo,zi), 使 oj Po 一 Hog81 人 人 ECEzm， Wa EO ), 
io| >>0， 可 设 了 7。 连通， 从 而 不 妨 设 4s>0 {否则 以 ( -zi， 
22, “里 全 取 代 {wil, 2 Xe) ), 因 在 UNU, 上 
Ho 二 HaD(wo)/ D(x,)， 下 图 册 {Uo,x!i)) 决定 于 的 一 个 定向 . 
下 面 考 虚伪 Riemann 流 形 (村 ,g)， 车 型 有 8 -体积 元 ， 它 
当然 有 体积 形式 . 反之 ， 若 型 有 如 6,7,1 所 述 的 {UV,, x2)!， 


仿 
(站) 


QU = Vga 04 人 .ANGEze (2) 


依 6.5.2， 要 能 断言 {2) 定义 出 天 的 9- 体积 元 人 2， 只 要 说 明 在 
UNUa( 关 i ) 上 有 


V Igal dr3 A AN drs = gal drh A Adz, 
或 妈 |gol D2,) /Dizs) —v [gal, (3) 


定义 


(3) 总 举 标 变换 公 式 及 DCzo) /D(zs) >0 的 推论 . [ 
营 1 昌 是 了 好 的 一 组 整体 基 ， 5 是 其 对 展 基 ， 则 名 = 

B01 和 八 A 八 9" 是 4"™(T*M) 的 整体 基 . 于 是 得 到 四 

推论 可 平行 化 流 形 ( 风 5.6.4) 是 可 定向 的 . 

型 的 两 个 体积 形式 名 ,5 称 为 等 价 的 ， 若 0 = 二 f@，f 了 >0， 
以 [ww] 记 含 的 等 价 类 . 显然 ， 弄 的 体 租 形 式 的 等 价 类 与 形 的 
定向 之 问 存在 一 一 对 应 ， 因 抽 不 妨 说 如 上 的 等 价 类 [am 就 是 于 
的 一 个 定语 。 若 EDIff{ 对 ,NW )， 庆 ,NN 的 定 庙 分 别 为 [om] 与 
[ro [与 和 一 和 wj 1， 则 说 加 蚌 保 向 [ 反 向 ] 的 微分 同 胚 . 

从 6.7.2 可 推出 一 些 更 凡 体 的 可 定向 性 判别 法 . 

6.7.3 定理 设 庆 是 可 定向 流 形 六 和 约 子 流 形 , 者 TN1 六 = 
了 HE， 了 是 一 平凡 从 ， 则 寻 可 定向 . 

证 取 体 积 形式 @e 4"( 入 ) 及 召 的 一 组 驴 休 基 {下 nm,;，…， 
(TNL MM)， 任 给 年 )，'， 区 Em 台 洛 ( 肝 )， 定 尺 

.0 (4) 

则 易 岂 og 是 型 的 一 个 体积 形式 ， 口 

6.7.3 给 出 了 从 外 围 空间 " 观 察 " 流 形 可 否定 向 的 方法 ， 当 

史 一 六 于 它 有 特别 明显 的 直观 意义 . 

推论 1 设 玉 是 可 定向 流 形 六 中 的 超 曲 面 , 车 存在 
ETCOTNT HY， 站 :七 导 (CY YE )， 出 寻 是 可 定向 的 . 

因 时 总 可 看 作 Riemann 流 形 (6.5.7)， 故 结合 6.6.5 得 


推论 2 车 并 可 定向 ， BEFCM) 是 了 地) 的 正 出 
俩 ， 则 ff-"'#》 是 如 的 可 定向 子 流 形 . . 

流 形 及 其 定 问 释 念 自然 地 失 广 到 “有 边 流 形 ”， 后 者 的 定 
兴旺 定 兴 5,.1.1 的 一 个 修正 ， 

86.7.4 定 光 谈 好 契 第 一 可 数 网 了 空间， 六 上 给 定 了 一 
“图 时 ”可 -= Pop， 第 满足 5.1.1 的 笨 件 MA1，MA， 及 


D5 1 


MA: 的 修正 MA:， 每 个 p。 将 局 . 同 肪 地 机 到 “半空 间 ”H* 一 
{8 ER" "0} 的 某 开 子 集 上 ， 则 说 ( 寻 ，B) 是 一 
个 扣 维 有 边 流 形 ， 若 zE Vs，p。(2)E0H*=R"-!， 则 说 z 是 并 
的 思 界 点 《可 证 明 这 一 规定 与 a 无 甘 ); 江 的 全 体 边 界 点 组 成 姓 
的 边界 , 记 作 3， 称 Int 到 一 昌 于 为 时 的 内 部 ， 河 0 时 一 
则 并 艇 是 5,1.I 意 义 下 的 流 形 ， 也 称 任 无边 流 形 . 

注 1 对 有 边 流 形 型 ， 一 个 迁移 上 映 庄 ppgal: pp,(U 门 
Us)>H" 为 C” 脆 射 意 指 : 9499” 司 部 地 可 扩张 为 开 集 上 的 C 
肌 射 《 套 服 5.6.8)， 

2” “ 流 形 边界 ”是 一 -内存 概念 ， 与 流 形 被 “ 置 于 ”哪个 
外 力 空 间 无 关 ， 因 而 不 同 于 §1.1 中 所 说 的 点 集 边界 ， 例 如 ， 
号 一 他 区 表 引 | =]} 作 为 局 的 子 售 每 点 都 是 边 界 点 ， 然 而 它 
是 一 个 无 边 流 形 . 

关于 无 边 流 形 的 种 种 构 念 ， 如 子 流 形 、 切 空间 、 向 量 场 ， 
向 分 形式 、 外 微分 及 定向 筝 畦 ， 一 般 无 需 重大 修改 即 可 推广 王 
有 过 旋 形 ， 且 能 达到 类 似 结 果 ， 毋 良 细 述 。 下 而 只 举 出 捧 个 关 
于 可 定 访 性 的 定理 ， 以 种 下 节 使 用 . 

6.7.5 定理 投机 是 一 定向 有 边 流 展 ，9 于 了 GG ， 碘 9 时 是 
并 的 可 定向 闭 子 流 形 ， 

证 取 半 的 一 埃 正 向 图 {(U,， xz 使 EC UP。 当 
04 站 Be 站 Pr 天 忆 时 ， 在 ONmPomnzeE 


?各 =0 (1 im)s ， >0. (5) 


Dwi,»- 必定 D(XL ,er 1 ') 【 | 
手 是 从 2 2)>0 扒 出 05D 5-9>>0， 图 凡 0 人 


Uo z5 3) 定义 924 为 在 的 一 个 如 -1 工 维 可 定向 邯 济 
形 ， 显 热 ZntW 是 于 的 开 于 集 ， 故 9 于 在 开 中 是 闭 的 . 是 
对 子 6.7.5 中 的 0M， 称 由 图 册 {(92M 站 Ds (- Tinzy 
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2 ”和 zm 1 )} 决定 的 定 问 为 9 对 的 导出 定 向 . 这 一 似乎 不 自 
然 的 约定 万 应 Stokes 公 式 (6.8.4) 之 需要 而 设 . 
任 给 蔷 ETITMIOM)， 由 5.6.8, 可 认为 基 记 必 ( 开 ). 若 


对 于 到 的 正 向 坐标 系 (or)， 当 大 一 五 (入 1，zE0 于 时 瑟 "(g) 


<0[>0]， 则 称 怀 在 0M 上 是 外 向 [内 向 1 的 。 若 (型 ,9g) 是 一 个 
Riemann 流 形 , 不 ET((T(O 肛 ))!+)( 委 看 6.5.8),9( 革 , 久 ) 二 1， 
则 称 式 为 9 形 的 单位 法 向 量 . 

6.7.6 定 哩 ” 设 吕 是 Riemann 演 形 机 的 体积 元 ，X 是 3M 
(过 .的 外 淘 单 位 法 向量， 则 ==(ix8) 1 是 90M 的 体积 
元 ， 当 江 由 从 定向 时 给 出 0 的 导出 定向 . 

证 从 证 及 体积 元 的 定义 易 多 是 9H 的 体积 元 设 对 由 
定向 ，(V，z') 是 M 上 一 正 向 图 ，XLD= Xi ，910= 
nari 信 …AUz"m， 则 >0， 在 U 站 9M 上 XX"<<0， 由 于 

0 6 
oC Doo Geirgamt) 
/nof yo 9 
-~ D"Q( Xr de) 
= -XX" >0, 


可 见 @ 决定 09 歼 的 站 出 定 向 。qmss: 口 
试看 一 典型 例子 ， 设 8"= {zeR" ||s| <i] 由 体积 元 身 == 


dwr 人 人 人 "定向 ，(z') 是 R* 的 自然 坐标 ， 今 X=z'9， 则 
X15! 是 5"~!( 一 08") 的 外 向 单位 法 向 量 ， 
人 二 tx 避 二 pt{ 一 Dr gs A A A A de. 


(6) 


由 6.7.6，aj3" -~ 是 3" 的 体积 元 ， 它 给 出 & 的 导出 定向 . 
当 n 二 2,3 肝 分 别 得 到 
wD =r wai | (7) 
与 w= rr /Nr tr dr dr + rd Mdx?, {8) 
6.7.7 定理 设 及 与 如 6,7.6， EC (MNM)，gradf /0， 
信 二 J(0) 云 Ci、， 刚 存在 wa EA” 以 ( 称 为 Leray 形式 ) ， 使 


得 只 = gd 人 ao ,gradf ,o 是 号 的 体积 元 I 二 /9( 革 ,站 ))， 

证 到 形 的 华 标 系 人 2)， 设 97700 关 0， 信 扩 一 站 2 
久 二 和 【< 入 信 )， 则 (和 是 形 的 坐标 系 ， 

= HA NL Rf /Nw, 

其 中 心 = pdr* 八 A 八 LY"， 这 就 局 部 地 构 威 了 所 求 的 ， 上 整体 
的 @ 可 借 有 周一 个 单位 分 解 得 到 , 

不 难看 出 ， 六 = 天 [0，o0) 是 :~ 有 边 流 形 (参考 5.2,3 与 
6.7.4) 9AN 三 号、 令 人 三 BradfAgradF， 则 六 是 六 的 章 位 法 向 
量 (6.6.5)， 册 6.7,6，(ix 如 站 5S 是 5 的 体积 奖 ; ,由 6.3.5， 

irD ix(df Nw) (td Nm -df /Nir 
=( 人 Rm -df tm, 

于 是 定理 由 直 接 验 证 (ff)=.gradf:， (df Nkienl S= 0 而 得 

参考 文献 ， 21 2 10 sa, fe. 
二 题 

1。 于 可 定 问 二 -让 1nt 可 定 册 1 - 庆 x 请 可 定向 所 -这 用,N 重 可 定向 ; 了 烤 
担 为 可 定向 流 形 ， 

3， 进 避 是 Riemann 沪 硼 《好 ，g) ,上 的 Co 类 的 m- 形 起， 当 F( 玉 1; ， 半 ,) = 
611 时 信 有 io (党 ， 天 om|= 1， 则 加 必 属 CC" 关 ， ， 

3。 着 后 (村 型》 为 外 向 的 充 要 条 件 是 ，YF EC") Fe0， 站 本 
上 和光 (及 安 @， 上 至 步 对 一 个 如 上 的 /有 区 (站 二 0， : 


$8 流 形 上 的 积分 
设 UCR" (或 UCH") 是 开 集 ，f EQCA(U), w= 了 in 信 … 
A 人 dx"，(z 是 自然 坐标 ，4x 记 # 维 Lebesgut 测 度 ， 则 规定 
fo=f ,fs dive=0). CD 


才 h: Ur， (TF 9)) 是 一 微分 同 胚 ， 则 有 “ 恋 
最 代 换 公 式 ”， 


jes= [fo pos) /D(ay. (2) 
依据 (1)， 当 D(z)/D(y)>0 时 (2) 可 编写 成 
| -| hr ， ， 《3) 
(1) 与 (3) 是 在 流 形 上 定义 积分 的 基础 


以 下 设 形 是 让 体积 形式 只 定 癌 的 《有 边 或 无 边 ) 流 形 ， 
ACH}= {ff EONM)). 


68.8.1 定义 设 wEA*(WH}). 取 种 善于 的 一 夏 正 疝 睛 
{CU，P)， 取 于 上 从 属于 全 。} 的 单位 分 解 i2, ， 称 


jo=5 /pvr0) (4) 


为 在 对 上 的 积分 不 至 误解 时 就 写作 | . 
今 对 定 交 的 合 验 性 说 明 于 下 , 普 先 ， 因 gosfho)Ec 
Ast weUe), fpr 2a) 是 一 个 形 如 (1) 的 积分 其次， 因 


{supp。} 局 部 有 限 且 suppw 是 紧 集 ，(4) 右 端 实际 上 是 一 有 限 
和 . 若 和 Vs，¥4s)} 是 槛 苹 则 的 另 一 找 正 向 图 ， fan 是 从 属于 
VY 让 的 单位 分 解 ， 则 利用 (3) 推 出 
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了 [goesCuso)= Dl Yon( hats0) 
= DE {pga par hos0) 
一 2 9. A pt ) 一 ER A ), 


可 见 | o 不 依赖 于 gp。, 4. 的 选择 . 


6.8.2 例 设 开 =%tZ) 是 由 典 入 91UCR?>R3,，{%， 
世上 《2 0) 定义 的 光滑 曲面 ， 以 【型 ,9 一) 作为 对 的 
正 向 图 . 车 w=Pdz?A 人 dr + QadriAdr'i + Ran/Adr, wl ME 
(HH)， 则 


| on=| po m= | ora 
IP @ RR 
zl Ox? ow 
> Ez BE 的 | dudo (5》 
ldr! Ox: Ors 
100 dv 62 | 
《其 中 "CP) 已 简写 作 户 )， 这 是 通常 的 第 二 类 曲面 积分 ， 若 
feECA(M), = FG-FidwAdv 是 天 的 面积 元 (6.5.2)， 
则 


| 19=|. (fp BOTFidudy, - (6) 


这 是 通常 的 第 一 类 曲面 积分 . 

变量 代 接 公式 (2){ 或 (3)) 现 在 推广 成 一 般 的 ， 

6.8. 定 娃 设 h 和 EeE Diff MM, 六 ) 是 保 向 的 ， mE A MH), 
则 


| =| ho. (07) 
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证 股 | 表 为 (4 依 6.8,1 的 记 导 ，(8U6,9er 有 1) 是 四 
的 正 向 图 ， 名。( 4 上 ) 是 NWN 上 从 属于 0 的 单位 分 解 .于 是 
[Bw = BI par) ha) hao) 


=¥ {p40)= | 0. 一 
经 典 积分 学 的 最 重要 的 结果 无 疑 是 以 下 公式 ， 
8s- Qavas tt ps Rdadr+ (Qe Po)azag 
| 、 


Pdr + Qay+ Raz (Stokes 公式 ); (8) 


好 性 


性 Pst y+ Rs dy = | pavas 十 Wasir 十 Rardy 
r . 


(Gauss 公 成 )， (9) 
其 中 SCR? 是 有 界 曲 面 ， PCR: 是 有 界 区 域 ， 边 界 05，OV 逐 
段 ( 片 ) 光 滑 ， 沿 08 正 向 行进 时 保持 纺 的 正 便 在 左边 ，9r 取 外 
征 为 还 向 ,，(8) 与 (9) 可 合 开 为 ， 


| de = [%, 
- i i 3 


.， FH 
其 中 衬 =S 或 VF,， w= Pdz Qldy+ Ra3 吉 w= PdyN\dz+ Odz 
A 八 d7+ Rdx 人 dy， 这 一 事实 启示 出 “-- 般 Stokes 公 式 ”， 

6.8.4 定理 ， 任 给 wE 4"~'(M)， 成 阐 “Stokes 公 起 ”， 


| do= | oo， ， (10) .， 
EL ， 上 1 - + 1 - “上 


直人 


其 中 9 如 具有 导出 定向 ， 当 9 一 时 认定 6 =0，: ， 


“Ff 
证 因 (10;) 两 边 都 可 表 为 形 和 如 (1) 的 积分 之 和 ， 不 妨 设 型 
古 HH" 的 开 了 于 集 ， 设 (xz) 是 R* 的 各 然 众 标 ， 令 
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lz 人 NA 人 ED 入 AAEzm， 
i 
则 do=5( -D0Nd AN Ade", 
于 是 fio= zo0"| 
于 


RT 1 


A 
dr! de da" | or 
焉 


+C-Do| atizo- | Onande™ 
用 


R™ 上 


二 《一 2" | 和 人 和 


R™1 


《11) 
车 8 于 = 林 , 则 jafz0 pz 0)=0 (10) 成 这 . 者 6 和 天 包 ， 
oN = 0ydrt 八 政信 dr"-!， 注意 到 9 对 的 导 
出 定向 由 伙 标 〔( -1)"3，z2，…， 2 名) 给 出 ，(10) 这 即 
从 人 11) 推 出 ， HL 
经 典 的 Gauss 公 式 (9) 可 吉成 癌 量 形式 ， 


fwxyao= fx, ra, | (12) 


_nd a | 
其 中 X=?+ 4p+ Rs 了 是 8VY 的 外 向 单位 法 向 量 ，d8 是 


ay 的 面积 元 ，(12) 也 有 一 个 相应 的 推广 ， 

6.8.5 定理 设 《 型 ,9) 是 由 体积 元 名 定 同 的 Riemann 流 
形 ， 讨 EToATWMH)， 了 是 8H 的 外 辐 单位 法 向 量 ，@ 是 9 的 体 
积 元 ， 它 决定 有形 的 导出 定向 .， 则 


| avz)2-| yg X,Y )o. (18) 
癌 古 


证 由 6.6.6，fdvy 有 入 ) 旨 一 有 xz 品 ， 于 是 依 (10) 有 
[avx)o= 六 
盯 让 JU 
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今 证 ( 红 旨 2 0 型 = 红 瑟 ,了 )o， 直 6.7.6， = 详 只 .不 淮 看 出 
MM=9 TT +Z， ZEZ(OM). 于 蚌 对 任 给 工 。…， 
nEONMUM) 有 ， 
(tx ER =)Y, A 
=8( 有 ,Tol ). 站 ] 
性 上 每 个 体积 形式 % 显 航 决定 CA( 弄 ) 上 上 一 正 线性 证 国 


fr 一 |fw， 从 而 依 Riesz 表示 定理 《3.4.5) 决定 于 上 … 正 潮 度 


(或 写作 ko， 使 得 | fo = | f6ntjECcM)， 称 皮 为 @ 决 


定 的 “Lebesgue 测 度 ”; 营 ( 开 ,9 是 Riemann 廊 形 ， 外 是 9- 体 
积 元 ， 则 称 为 由 5 决定 的 测度 ， 划 上 的 Lebesgue 测 度 轿 然 不 
是 只 一 和 的， 但 它们 有 以 下 共同 性 质 ， 

6.8.6 定理 若是 彩 上 --Lebesgue 测度， 则 产 4=0< 和 -> 
依 5.5.1 有 疡 4 二 0; 任 给 fC 了 ELM A) 寺 > 对 条 
土 每 个 图 (U ,gp)，f p11ELY (PU)(1 P00), 

这 一 结果 的 证 明 留 给 读者 . 

借助 本 “奇异 链 ” 概 念 ， 中 宇多 任意 阶 侨 分 形式 的 积分 . 
引入 以 下 术语 令 eo。 二 0，ep==(0,…，0，1]ER?(p>1), 以 
23p 记 及 ?中 含 点 eg，…，ep 的 最 小 凸 集 ， 称 宅 为 标准 2- 半 形 #; 
称 任 条 EC (An 型 ) 为 晶 上 的 《微分 ) :奇异 时 - 音 哄 。 奇异 
2- 单 形 的 实 系数 有 限 线 性 组 含 称 为 亲民 铺 - 链 ,其 公休 构成 一 向 
星空 间 8z*(8)， 给 定 pz0，D<HE<p+1， 存 在 唯一 仿 射 映射 
App 上映 入; 为 入 bp; ,中 预 点 ”ei 所 对 的 “ 笨 ”. 当 
了 之 1 时 有 


pp 
(1- 之 Wr , Y, 7 一 0; 
4=1 
(x Ri, 0 Ti, PP ), 1 各 ? 持 曙 十 ]， 
(1.4) 


Rr: 和 | 
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丁 相 (0) 一 1，8(0)=0， 任 给 EC (Ag; 如 ) (2 之 1)， 称 
好 [一 了 oO<i<2) 为 0 的 订 面 称 90 一 立 红 -170 为 5 
的 边界 ， 自然 地 扩张 为 一 线性 映射 9587( 玫 ) 一 有 

约定 083( 好 1)=0， 称 为 边界 算 子 .不 难 直 接 验 证 等 式 ， 


Pt] oR Rt! eR?, OjEP+1, p20. (15) 
由 (15) 易 推出 0* 一 0， 


6.8.7 定 尽 设 0 EOCAp， 诗 )，@ 是 5 上 的 一 个 六 形 式 
(这 意 指 EE 4E)， 开 是 ra 的 菜 邻 域 }.p 之 1 时 定义 


| .0=f eo 《16) 


为 。 在 o 上 的 积分 ， 涛 ?= 0， 册 规定 | % 一 (0407). 
入 给 Cc 二 A0i 世 六 5{ 并)， 规 定 


| o= 了 xi w (17) 


为 a 在 链 c 上 的 积分 ， 只 要 每 个 | ww 存在 . 


关于 “ 链 上 的 积分 ” 迹 有 一 个 “Stokes 定 理 ” . 
6.8.8 定理 任 给 cESSCM)， weEA-!( WM)(p21) ， 


证 不 妨 设 c=0 EOmCAG, 叶 )， 寺 是 (18) 可 化 为 
| do*w := 立 {— | (Ri Yo ey, z 
Le Y 一峰 Wp- 1 


因此 只 可 证 ， 对 人 寿 给 we 4?"tR?)， 成 立 
f= cD eyo. (19) 


只 蒋 汐 虑 p>1， 设 (x 是 R? 的 自然 当 标 ， 今 


成 立 
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p 个  . 
@ = HAA Nd A ANd?, 
k= 


依 (14) 直 接 算 出 
【用 ?一 1 = 
STE dA /Nd i=0) 
d=L1 
(hich? dr NA?-!, 人 站， 
于 是 (19) 之 右 妖 可 天 为 


{20% 


St -0 【向 io 下 B1-- Miok?™l del dr, 
te1 Ap 


(20) 对 照看 出 ， 同 题 妇 于 证 明 ， 
| 3d 


-| 《和 io 站 加 ， (21Y 
我 和 -1 
不 难 着 出 ， 证 (21) 叉 归于 证 

| (hiokp-—i dr. RP! 

hp-i |。 
=| Ail 1, 1 wi-!, 1 一 ‘ wi | TP 、 
ps m1 
(22) 


为 证 (22)， 作 变量 代 换 


pp- 
Ptr, 0 1 了 中， 


出 A， 的 Jacobi 行 列 式 为 1 A 上 E81e 咖 代 换 


《22) 左 端 之 被 积 销 数 ， 即 得 所 欲 证 . 


| 


车 用 记号 《co，o 一 | o， 则 (18) 可 写成 《edov= 《go， 
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刀 2， 这 者 明 算 子 9 与 & 有 某 种 对 侦 性 ， 

参考 女 献 ，[2] , [12] , [20] , [22] , |451, [47] , [55] , [83] . 
习 显 

1， CTOM) 在 Ln， 民 碟 p 过 e9) 中 秽 帘 ，k 上 是 Lebesgue 谭 度 ， 

2。 设 对 是 紧 无 边 流 形 ， XX EZ，aeEAn(M)，Bedn-p(M) ， 则 


am 起 入 = -| {Lr}, 


$9 de Rham 群 


令 Z7( MoE A CM do=0, BrCOM)}=dA?-i( NM), 
约定 BC) 二 0。Z?( 肝 ) 与 B?( 和 Y) 中 的 元 分 别称 为 半 上 的 
闲 p- 形 式 与 褒 当 p- 形 式 ， 由 2 二 0 推出 B?(CM)CZ?(M)， 

6.9.1 定义 称 商 ?MH)=2Z2CM)/B?( 且 ) 为 型 的 
Pi0SPSm) 阶 de Rham 上 同调 妖 ， 或 莘 称 Pp 阶 de Rham 骨 ， 

注意 有 ?MH) 实 际 上 是 二 实 向 量 从 闻 , 它 的 元 素 是 泥 集 w 十 
Mw E29(M))， 写作 lo] 。 医 f EC"( MM)， 则 df 二 04-> 
局 部 为 常数 ， 由 此 推出 右 %(M)= 2 了) 二 R*， 记 是 用 的 分 
支 数 . 敬 0<p<m， 能 由 定义 直接 计算 的 电 ?f 妈 ) 是 不 多 的 ， 
因此 必要 建立 某 些 定性 的 妆 论 ， 

首先 指出 ， 若 FE C7( 于 ,N) 则 由 人 = Psd(6.3.4) 推出 
J"29(N CZ? NM)， PPB2NJCBa(H)， 于 是 依 

fl[o] ={f*6], weE Zr(N) (1) 
定义 出 一 线性 映射 J": 有 ?CN) > 及 ?CM). 若 yEO*CN， N'), 
如 (go "一 fogrtH?(N > H?( 人 MN);, 条 次 显然 1 六 = 刘 由 
此 易 见 ，f1 HN 一 "1H?(N) 宇 扩 ?(M)、 页 深刻 的 结果 
依 坦 于 下 面 引进 的 出 伦 概 念 ， 

6.9.2 定义 设 I=[0, 1]. 河 hE CT x M,N), hg) 
tz )， 则 称 训 为 从 名 到 有 有 的 C7 同 伦 ， 并 说 与 如 是 07 同 伦 
的 。 下 面 以 和 二 及 记 肌 与 各 是 C0” 间 伦 有 的 车 存在 fE 0"(M， 
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入 )，9EO*(N, M)， 使 得 fo9 全 lx，9°f 守 1x， 则 说 对 与 太 
(0™”) 同 伦 等 价 ， 记 作 玖 一 六 《或 天 形 全 六 )、 车 对 同 伦 等 价 
于 一 点 流 形 ， 则 说 如是 可 缩 的 . 

设 4 是 以 的 子 流 形 ， 若 存在 hE C™( x 好, ME)， 使 得 加 二 
ju LCM)CA, 1 4=148 和 2) 二 h(t))， 划 显然 歼 全 44， 
此 时 说 是 从 六 到 4 的 一 个 C" 收缩 . 在 简单 情况 下 ， 这 种 收 


缩 的 存在 性 可 从 几何 上 看 出 ， 
6.9.3 定理 若 J1 MM--N， 则 7: H?(N) 宇 HH?(M) (p22 


0), 

证 人 和 任 给 Ef=[0,1], 令 tt Mw 了 x 六，2> 2) 
插 痊 ww EA?+Tx NM), 由 : 

CH Ks, Ke) = Gis) CK, Ko)dt, (2) 

让 EER) 

定 针 出 五 A7TCWH)， 由 此 得 灶 ;A?TiT x -A?CNM) 
“所谓 同 伦 算 子 )， 任 给 EA?(CT x 和 MM), 苹 1' ,和 ,ECM)， 
由 (2) 设 合 317) 有 : 


1 
(Hav) KL, x) =| (Caw) (BS, Xie Xo jae. 
i190,. 
=| TD) (RL, dt. 
tt 
EF _ i 1 | A ， 
二 1) 上 Xn(o(2， 大 
FE , 1 | , A 
+ BCD o (Xn), Fue, Ki, Eye) 
5 CD ef Ku) : 
1 i 0 和 
pS 让 Ri， Xr Jat ， 
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一 4 十 4 十 44 十 人 入， 
夫 中 下 4 一 jfin 祥 :TiSP), 易 见 4 一 (7 一 庆 四 放生 9 
革 ,)，d 二 = 二 0， 调 由 933417) 得 A d= — (He) (A, , 
用 rp)， 和 于 是 得 到 ， 
HataH=it -jtArtT x Mr ACON). (3} 


若 AEQO (Tx 村，N)， 访 二 hj， 则 由 (3) 有 
hr B= — jh Hhat+rHh. 
因此 WwmE ZB?CN): (Rh? 一 下 )@ 一 到 五 六 二 开 时 )， 故 得 
有 一 下) 五 后 【230)， (4) 


若 fEO MN), gEOCN, M), frg~lx, gs 
则 (4) 推出 g*: 了 =id，f*og* 一 刘 ， 因此 1H?(N) 守 HH? 
{NM). LJ 

因 一 点 流 形 的 de Rham 群 是 自明 的 ， 故 有 

推论 车 型 是 可 缩 的 ， 则 H"(CM) 二 RH?(M)=0(p> 
07， 因 而 w< A47(WH)(p>0) 是 恰当 的 寺 过 dw 二 0， 

下 一 个 基本 结果 (6,9.4) 需要 以 下 代数 概念 ， 给 定 一 列 
(有 限 或 无 限 个 ) 向 量 空间 {V} ， 称 线性 映射 序列 


A 
为 恰当 的 ， 若 Imf i 一 Kerf;， 一 个 短 序列 
0O—>Vi— > VV ,>0 
是 人 恰当 的 相当 于 ， 了 是 单 射 、9 是 满 射 且 Imf = 二 Keryg. 
6.9.4 定理 若 f 邮 2， 妇 是 邓 的 开 覆 盖 ， 栈 三 z 门 FF， 则 有 
以 下 恰当 序列 (所谓 Mayer-Vietoris 序 列 》， 
yAM) HA DH) ， 
Hr? WH MM) 
(5) 
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证 首先 在 p- 形 式 的 水 平 上 构 进 恰当 序列 ， 
0 一 > PCM I ATO PDA) Ss A )——> 0, 
(6) 
其 和 中 了 ,8 定 兴 如下， 任 给 四 Ed47( 邮 EPE) TEL ， 
令 

用) 二 (| 二, -wl VF) glo, 1) = ol WW) + (FT| Wy. 
显然 了 ,9 是 线性 的 ， 了 是 单 射 ，Imf 一 Kerg， 其 次 ， 任 给 8 E 
4 )， 取 导 上 从 族 于 IV， 让 的 单位 分 解 {4%，A} ， 则 如 二 
(+ 上) 二 g(48, 206)， 可 见 g 是 满 射 . 

易 见 了 ,9 分 关 与 外 微分 算 子 4 可 换 ， 因 此， 如 同 用 (1) 
定义 了 1° 一样 得 到 线性 上 映射 HH?(CMH)>H?(UYHPH?(V) 与 
(OPH?(OV YH?(W)， 分 别 记 侨 f*.g*， 其 次 定义 线性 
映射 HP 请 ?TH() 子 下 : 任 给 8E2F7?(V)， 令 

人 10 一 [六 zj ， veg (0). (7) 


多 glo 一 &8 一 0 -= 寡人 0 EKery=Imf, tf do 一 了 一 站 一 > 
fdoE ZL)， 放 [fg] 有 意义 , [fo] 与 9€10] 及 
gEg9 MB) 的 选取 无 关 ， 车 6'E 2?CW)(i=0,1)，4* ~ 9! 二 
gdp, gao! = 1( i=0, 1， 2)， 则 o-oo -do:eKer go=Imf, 
于 是 z 和 
f-'do°] -地 -iio'] = [fd oo- do?)) 
= [af (or -gl-do)] =0.. 

今 准 评 {5) 是 一 恰当 序列 ， 显然 gj* 一 0， 故 Imnf*c=Kergs， 
若 g* [9] =0， 则 go 二 #9 二 dgo” =gdo’ ; -do'EKeryg=1mf. 
破 Lo]j Eimf*， 本 见 Imf* 一 Kerg*. 直接 从 (7) 略 出 Img* 
CKerb*， 若 6*[01= [fA0]==0，goe =8, 则 广 :dr =dw，, 
to -fo)=0, 于 是 [96]=[go]=[9(o -fo)ceimge， 订 由 
Img* 二 Ker6*.。 头 似 地 ， 对 于 6*:H?-W)> ?CM 


268 


Hr?r(M) HUYDHA(V)Y 有 1m = Kerf’*. ml 
Mayer-Vietoris 序列 是 计算 de Rham 群 的 一 个 有 力 工 具 ， 
试看 一 典型 例子 设 8" (m221) 的 两 极 的 补 分别 为 也 ,FF， 出 
U,V 是 可 缩 的， 而 NV 可 收缩 到 "赤道 "3 一， 于 是 依 6.9.3 
与 65,9.4 可 写 出 恰当 序列 ， 
0-> HS HRODR> HS" HS) 0 


(8) 
“Dr Hr-iS" -BIS ) On, 
从 (383) 的 上 一 行 得 到 恰当 序列 ， 
OR>ROR>ROR> H(A -0 (9) 
OR>ROR-~R> HS >0 (4>1). ‘10) 


任 给 线性 映射 Jj1 4 一 B， 易 验证 4 衬 Kerf 四 Imf， 从 而 dimA4= 
dim Kerf + dim Imf, 利用 这 一 事实 不 难 从 (9)(10) 得 出 H!'CS') 
寺 R，IS")==0 (#4 访 1)， 其 次 ， 从 (8) 的 下 一 行 得 到 ， 
H?-'(S" DeeH( SS")( p>1). 
于 总 综合 起 来 有 ， 
R, 着 = 一生。 Wy 
nH?(8")=| (11) 
Os 0<2< 4 ， 
借助 奇异 链 概 念 可 给 予 de Rham 群 一 个 新 的 解释 ， 分 
别 以 SET) ,Do 代 规 420) ,aa， 引进 以 下 记号 ， Zp WH) = 
icESp dM) oc=0), BNM) 0 (CM 0 推出 互 of 下) 
全 各 
6,9.5 定义 ” 称 商 及 bp( 术 ) 一 ZC 于 )/ Bp( 和 H) 为 型 的 ? 阶 
( 实 系 数 ) 奇异 则 兰 群 〈 它 实际 上 出 是 实 向 量 空间 ) ， 
任 给 EC Zr{( 于 )， 令 Tc]=ct+ By(M)， 定 义 双 线 性 国 数 
Hp Mx HMIYR, el, [wl] m0, ty, (12) 


260 


其 中 《eo， 0%) 一 | ao， (12) 是 合理 定义 的 ; 车 or€ Zp( MM) 
OE ZN) (=1,2) ,01 -00=00， 0!1-wo*: 一 Qw， 则 依 上 节 
《18) 有 
CC w= 0 + OC 0? + dm> 
Kc, m+ or Ew) + CO0, w+ Loc, dm) 
《Co m+ Oc m+ Ce do +e, dy 
=《C2, 0 >, 
《I2) 以 旺 然 的 方式 诱导 出 线性 有 映射 (参照 身 1(20))， 
HAMY Ho MY)®, 
[ol (cl Ce, @))., (13) 
de Rham 证 明了 以 下 著名 结果 【参考 161] [83]) ， 
6.9.6 de Rham 定 理 (13) 是 一 线性 同 构 ， 
关于 这 一 重要 定理 的 证 明 ， 林 杂 奇 1831 ， 
参 潜 文献 ，[2}, [13], 120|, 161] [83]. 
习题 
1。 设 # 是 S1 上 的 点 的 极 角 ， 则 d6 是 SI 玖 体积 元 ， 桂 给 w E1051) ， 信 有 = 
点 | 刚 @ -BagE 百 1(S0 ， 南 此 推出 开 10ST 之 RR， 
2。 着 是 定向 紧 无 边 流 形 ， 则 日 mM) 关 0， 因 此 当 轨 >0 时 MM 必 非 可 纺 流 
形 , 


! 


SS10 映射 度 


本 节 应 用 微分 形式 策 究 映射 的 “ 座 ”， 并 用 以 证 明 几 个 有 
名 的 帮 扑 定理 ，. 它 们 通常 是 用 代数 拓扑 方法 处 还 的 . 下面 设 
2 入 ,了 是 # 维 定向 连通 紧 无 边 流 形 (对 于 非 紧 流 形 有 -- 个 
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类 似 的 理论 ， 但 需要 基 些 新 的 概念 ) . 我 们 要 用 到 一 个 将 由 
10.8.9 确证 的 事实 ，H"( 村 ) 宇 R， 由 此 容易 推出 任 给 wwE 


A"( 开 )，|w=0<>wE Ba(M)( 依 上 节 的 记号 ) 。 若 于 一 Sn， 
则 以 上 结论 直接 从 上 节 椎 出 ， 
6.10.1 定义 到 oE€4"(N)， 使 |% 一 1( 易 见 这 样 的 @ 必 
存在 ) ， 任 给 jE 0"(M,N )， 规 定 了 的 度 degf 为 ， 
degf=—|{ fr*o, (1) 


泽 1 (1) 与 @ 的 选取 无 美 ; 设 w,，o€ 4"(N)， fo= 
fo=1, MACNY/ BN JR > 3hER: (60-40)=1-2 


=0, -FEBP"(N', 从 而 f*(6 -oye B"(M), |(f*0 -f"0) 


一 0 . 

2 ”到 feEC™(M,N) 的 正则 人 慎 y (参考 5.5.3)， 取 Y 
的 邻 焉 如 下， 当下"(y)== 信 时 令 如 = 和 NY(CM): 车 六 (的 到 
FE， 从 dim 了 -"(y)=0 (5.2.3) 及 弄 的 紧 性 推出 产 !(y) 为 有 限 
集 ， 设 为 [x1 ，…，23pj ， 取 21 的 互 不 相交 的 邻 域 V': 及 # 的 令 域 
U, 和 使 VeaV; 宇 UU (1 b), 各 wEAWN)， suppw CVU, 


|o=1. 闫 f-!(y) 二 2 |f"6=0 车 f(g) 关 F， 则 
degf = 5], fo= 3 二 ”一 3， (2) 


可 见 degj 便 为 整数 ， 当 deg 了 天 0 时 了 必 为 丽 射 . (2) 表明 esf 
与 方程 f(z} 二 y 的 和解 的 个 数 窗 切 相 关 . 

3” 设 YEC (TV,N), 是 肾 流 形 ,， 9F 二 于 , wE€E A NN )， 
则 


27] 


gw=|dg m= |g 
De 
{ 依 6.8.4)， 可 见 deg( 有 对) 二 0. 因此， 若 fEC (CNM,N)， 


deg 了 关 0， 则 了 必 不 能 扩张 为 菜 个 gE CV ,NN). 
4 设 罗 ne en 则 ( 委 看 上 上 姜 习 贿 1) 


1 4 7 月 一 
degps = {9 办 。 


这 个 例子 显示 出 座 剂 划 了 “环绕 次 数 ”. 对 一 般 的 FEC (MM， 
NN )， 司 想象 degf 具 有 类 似 的 几何 意义 . 

车 EDiff(C ,NN )， 则 由 (01) 与 6.8.3 有 degf 了 二 土 1， 当 ] 保 
[ 反 j 向 时 取 正 [ 负 ] 1 . 转 别 ， 对 于 ztS? 3，zH -Xx "对 极 
映射 "， 下 面 恒 记 作 a )， 有 deg4 二 (一 1}"!+!, 

能 由 (1) 直接 计算 的 讼 并 不 太 多 ， 因 此 鞭 于 诬 和 的 以 下 茵 本 
性 质 有 特别 重要 的 意义 ， 

6.10.2 定理 设 f, 9E0Ov(M,N), fy(6.9.2); pE 
CN.P). Mdegf =degyg, deg(P°f)=degpdegf. 


证 取 @E Xr(N), 0o EAP), | = =| 0=1. 由 上 节 


《4) fo-9rwmEB"(M), 故 degf 二 degg. 若 w"*oEB"(CN)，, 
则 显然 deg (wf) =0=deg pdeg f; 若 p"oeEB"N), 则 = 


fo*o#0, 


degtw f) =p "(pp ) =degydegf. | 


推论 1 若 fEC (HS")， 则 deg( -ff)=( -1)"*!idegf; 
着 EC (3 所- 引 天 六 和 【《 即 一 太 ， 称 为 捅 数 ， 
刚 deg =0. 

推论 2 蔡 f, EC (CMS"), fe -pr Yre YH), 
由 
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on 
二 


= (if +tp ls) 了 
Ml, 7) = Fr epee (t, 4)E[0,1| x (3) 


是 从 到 gg 的 0" 同 伦 ， 因 此 degf 一 degp ， 特别， 若 fE OCS"， 
S"), YVES fOr)r[f er) -x|I, Wdegf =( -1)"*' [degf 
11， 因此 ， 当 degf 关 (1)""'[degf 关 1] 时 ， 方 程 f(x)=z 
[f(z¥) 二 -2?] 在 S" 上 必 有 解 . 

车 ,PEC ECM, 5"), yp 一 和 2， 则 显然 (2) 关 一 和 (2) 
(YZE NM)，。 国 此 以 下 定 闵 合理 ， 

6.10.3 定义 设 jEC(M,S8”)， 到 PEC"(M,S")， 使 
得 |f- phy 之 1( 依 5.4.3)。 规定 deg 多 为 的 座 ， 记 作 degf. 

关于 连续 映射 的 度 的 一 个 弛 拓扑 定义 司 参 看 [51。， 震 每 个 
癌 伦 BE Q(T x ,SS") 可 用 C” 同 伦 一 臻 逼近 , 故 6.10 .2 及 其 推 
论 (对 开 各 = 了 = 一 8") 自然 推广 到 连续 肤 射 , 因此 ， 若 f ,Pp 
CS ) 同 伦 等 价 ， 则 deg 了 一 dege 一 个 深刻 的 结论 是 ， 以 
事实 的 首 世 是 对 前 (*Hopf 闭 定理 ”， 参 看 [34])， 

下 画 考 处 应 用 座 娄 念 的 几 个 典型 例子 ， 

8.10.4 Brouwer 不 动 点 定理 设 B'= 他 ER |x| 所 1 7 
feEC(B",B") (n>1), 则 至少 有 一 不 动 虚 zEB", f(x) 
一 > 

证 ?=1 的 情况 可 直接 证明， 下面 设 szz2， 首先 设 了 E 
C”(B", 8B")， 若 了 无 不 动 点 ， 则 YzEB"， 从 f(2) 到 z 的 射线 
与 9 下 一 人 一 交 于 一 虚 g(z])，9E 0*(B", 5S"!), 9| 8"-!=id, 
这 上 与 6,10.1 之 后 的 注 3" 矛盾. 其 次 设 jE CCB", B87")， 假定 
infif (zx) ~ z=3e 0， 取 gE COC"(B", RD) If- #2z， 基 轨 二 
(1+8)-igEC"™B",B"), 于 是 js0 EB", gp{r)=2Y,. 但 这 推 
志 


Hzo) -zo Cos Let (za) ~ gCs0)1] <20, 
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与 | 乒 z) -zo| 六 88 矛盾 。 因 此 了 必 有 不 动 点 ， 加 

映射 度 是 研究 向 量 场 河 点 的 有 力 工 具 . 任 给 ECO"CR"， 
R"”),， 设 z=0 是 在 1x| 所 1 内 的 瞧 一 零点 ， 令 f(z) 二 (4) 
Iz)| ,xE S11 ， 则 JEC"CS"m!1，S"-1y， 称 deg 了 为 五 在 f= 二 0 
的 指标 ， 现 在 设 2 是 ER(NM) 的 一 个 孤立 奇 虑 ， 取 开 在 之 
处 的 正 向 图 (7， 罗 )， 使 ppU 二 RR*， p(x}=0, 朵 规定 多, 玉 在 
0 点 的 指标 为 下 在 奇 点 ze 的 【拓扑 ) 指标 ， 可 验证 它 与 wp 的 选 
择 无 关 . 在 某 种 意义 上 ， 向 量 场 次 点 的 指标 完全 决定 于 演 形 的 
拓扑 构造 ， 

6.10.5 Hopf 指标 定理 ” 蔡 革 EE 宅 (UU) 公有 狐 立 奇 点 ， 
则 讲 麻 点 指标 之 和 等于 形 的 “Euler 特 征 数 ”XX(M)， 

Xx{M)= FT(- 1)rdimH?r(M). (4) 

二 上 结果 的 证 明 可 参 夫 131] .6.10.5 表 明 ，af 上 枉 何 向 苦 
场 门 奇 战 个 数 及 其 类 型 帮 强 烈 地 受到 形 的 拓扑 构造 的 制约 ， 后 
如 ， 车 %( 型 ) 天 0， 赠 形 上 绝 不 存在 无 琳 点 的 向 量 场 ， 当 于 = 
时， 可 不 依赖 于 6.10.5 而 直接 达到 这 一 结论 . 

6.10.6 定理 (Brouwer-Poincare) ” 当 且 仅 当 为 奇数 时 ， 
人 S" 上 存在 无 奇 点 的 0 类 向 量 场 . 

注 以 z"y 记 R"*! 中 的 标准 内 积 ， 则 给 定 8" 上 一 Cr 向 量 场 
相当 于 给 定 一 个 有 EOC"(S”，R""1)， 它 满足 zf(z)=0{YzE 
3"); 若 开 无 奇 点 ， 令 p23) 二 了 f(z) (xz 则 PpECrCS', 
3S")， 了 Pp 亦 是 8S" 上 的 0 向 量 场 . 

证 车 允 一下 一 1 < 魏 下 EZ，(z9 是 及 2 的 自然 誉 标 ， 则 

2 — Pl 
是 8" 上 一 无 这 点 的 0 向量 场 . 反之 车 有 EC(S"， 5")， 
wf 则 WY EE BS" fF) 关 土 +。 由 6.10,2 推论 2 (已 .指明 
它 吕 用 于 连续 映射 )，I1 二 degf 二 {一 J)"+!， 8 必 为 琳 数 .。 站 
每 个 FE C(S5", R"*) 可 作 “ 正 交 分 解 *”， f(x)=(z.f(2z))z 
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二 mz)， 是 5" 二 的 CO? 类 向 量 场 于 是 依 6 ,10.6 有 1， 

推论 VYfEOCGS:", Rt), Iz€ES’", AER: 下 
二 A， 

对 以 上 结论 可 作 如 下 直观 解释 ， 若 在 S?" 上 上 每 点 粘贴 一 根 
毛 活 ， 使 之 连续 变化 ， 则 其 中 必 有 有-- 袁 是 “直立 的 "(传统 上 这 
称 之 为 “纤毛 球 问 题 ”) . 

一 个 类 似 但 困难 得 多 的 问题 是 : "上 至 多 有 多 少 个 ( 逐 戊 ) 
线性 无 关 的 连续 向 量 场 ? 此 问题 已 由 Adams 等 人 的 工 作 解 决 
(参看 [3 1)， 其 结论 基 ， 若 #8 二 {24 十 1)2°?5 一 1,9,0,4EN， 
nD<esS3， 册 全" 上 有 Pp{2) 二 2 十 88 -1 个 线 糙 泡 关 的 述 续 问 
量 场 ， 目 p(x) 不 能 加 大 .由 此 不 难 推 则 ， 权 当 # 王 1,3,7 时 ， 
S" 上 存在 # 个 线性 无 关 的 过 续 向 量 场 . 

8.10.,7 定理 车 Br 上 的 如 了 癌 量 场子 在 边 办 上 上 “ 明 
外 ”， 即 立 ES 2 了 2)>0， 则 了 在 B"H 内 必 有 从 点 ， 

证 首先 设 了 E Cr Br" 1，Rr+) 。 若 了 无 胡 点 ， 则 司 设 
1EC NB",， 5")， 于 是 deg(iS" 二 0， 从 而 及 EB"; 了 (%) 
二 一 2%， 这 与 $f(%)>0 让 盾 ， 其 次 设 fEC(B*", RY)，e 二 
nt, 2°f(#)>0,6= jinf, (2)| >0. ho 0" BY, Rn): 


if -p<minie, @, MYeEB'T, pr |f(z)| - i- 
phe>D; YIERT, rrplr)z fz) -|f-Ple>0， 这 姑 与 
已 证 结 沦 了 矛盾， i 

当 于 在 边界 上 “ 朝 肝 ”时 亦 可 证 同一 结论 . 直观 地 说 ， 
如 "上 的 蕴 在 边界 上 不 能 “ 纯 流 由” 或“ 琶 访 入 ”， 除 非 在 
Bt 内 存在 青 点 ， 

车 ECCS"，S") 油 呈 J 一 zx) 三- 了 (x) [f(T f(r, 
则 不 妨 称 了 为 奇 [ 偶 ] 国 数 ， 当 了 是 网 锣 数 时 ， 不 难 证 明 degf =- 
偶数 ; 而 关于 奇 性 的 对 应 结果 是 著 名 的 

6.10.8 Borsuk-Ulam 定理 站 FECtS" ,3S") 满足 放 一 2 
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= -zz)， 则 sesf = 奇数 . 
上 述 定 埋 的 一 个 基于 正则 值 移 广 明 可 和 参看 [34]; 另 一 个 基 

于 代数 折 养 上方 丫 的 证 明 可 参看 15]1. 6.10.8 有 许多 重要 推论 ， 
-个 生 型 的 推论 是 , 车 了 ECCS", RR")， 则 必 有 YES": f( 一 2) 
三 Az)， 否则, p(X) 一 了 f(x) 一 一 A f(z) -了 (一 2)| 满足 
6.,10.8 之 条 件 ; 但 piSTICS"-!，degp 二 0| 
参考 文献 [21,13] ,15],16',[12], [13], [19}, 134], [40] 
习 题 

1。 若 f EC*tS" ,5S 是 但 函数， 网 本 eg = 偶数 . 


3， 若 了 EC SI，derf 为 奇 [ 捅 ] 数 ， 则 3ES": ft-r) = 一 站 fr 
[f(x = Fr)I。 | 


3。 者 mC "SS 刚 fggpof 三 者 之 一 有 不 动 点 . 
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第 七 章 ”Lie 群 


所 滑 Lie 群 ， 就 是 带 可 微 群 运算 的 微分 流 形 , 它 是 最 重要 的 
“ 带 附 加 结构 ”的 微分 流 形 之 一 ， 有 关 它 的 结果 广泛 应 用 于 现 
代 分 析 、 微 分 几何 及 理论 物理 等 学 科 ， 本 章 给 出 Lie 群 论 的 苦 
干 基础 概念 ， 中 心 课题 是 Lie 群 与 其 Lie 代数 的 联系 ， 而 沟通 这 
一 联系 的 主要 工具 是 指数 映射 ， 

在 某 种 意义 上 ，Lie 群 论 是 “ 流 形 上 的 分 析 学 ”的 典型 应 
用 实例 。 我 们 将 沿用 前 两 价 的 概念 、 术 语 与 记号 ， 其 中 包括 指 
标的 用 法 与 求 和 约定 . 


$1 Lie 群 与 Lie 群 同 态 


7.1.1 定 艾 ”省 一 群 引 同时 是 一? 维 微 分 芒 形 ， 且 妇 x 如 > 
(为 0 映射 ， 则 称 晤 为 RR 维 Lie 群 ， 

注 若 避 为 Lie 群 ， 则 反 演 GX 地 %7 1 必 为 O00" 映射 
{ 虹 而 是 微分 同 胚 ): 取 如 在 单位 元 e 处 的 图 (如 ,pg)， 使 pw(e)= 
O08 信 Plu, v= gio up 0) MPF,0)=0, OF(0, 0) 
04 二 单位 算 子 。 由 隐 立 数 定 理 (2,5.3)， 人 只 户 (4,9)=0 可 局 
部 地 和 解 册 C0C* 映 射 9=J4)， 因 此 记 2) 二 gp(z) 在 + 二 e 轨 近 是 
0" 叶 数 ， 进 而 从 i(*)= 二 6 zg9 瑟 )"1! 看 出 并 2 在 任 一 点 4EC 邻 
近 是 0 函数 。 由 此 推出 ，Lie 群 必 为 拓 扩 人 群 (1.2.2) 。 

7.1.2 例 1” 任何 # 维 实 [ 复 1 向 量 空间 {站 作 加 群 ) 依 
其 自然 的 微分 睛 构 起 一 n 维 [2r 维 ]Lie 群 。 设 为 4 维 实 [党 ] 向 
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量 空 间 ， 则 下 的 所 同 构 群 GLCF) 可 看 作 R” IC 的 开 子 集 ， 
从 而 使 其 自然 的 向 分 结构 是- #7 从 [2? 维 ] Lie 群 ， 特 别 ， 
GLIn)[GLCz,C)] 是 32 维 1282 维 1Lie 拜 ， 这 些 群 称 为 一 般 线 性 
群 . 

2” 任何 可 数 离散 群 是 0 维 Lie 群 . 
3” 车 如, 妃 是 Lie 群 ， 旭 积 群 x 上 依 其 积 流 形 结构 显然 
是 ~-Lie 群 。 这 样 ， 从 乘 牙 群 {每 个 eS! 看 桥 复数 ) 得 到 
# 人 个 
维 Lie 群 Tz= 届 x x5i(n 重 环 面 ). 
4” 设 4 是 Lie 群 台 的 子 群 且 为 子 流 形 , 计 ACG, 8(72,y) 二 
ry, ala, oatr, yeEV,a,bE A MM irB = oli x E 

C 推出 B84E OC” (C5.2.7 之 推论 ) ， 可 见 4 是 Lie 群 ， 称 为 女 的 

Lie 子 群 { 更 一 般 的 Lie 子 群 在 币 中 讨论 》， ， 
在 本 章 四 ,未 加 击 明 时 字母 口 , 吾 总 记 Eie 群 , 且 认 定 dimG= 
*， 知 单位 元 都 写作 e{ 对 于 先 洒 群 }) 或 0 (对 于 加 群 ) . 
家 接 共 7.,1.1 推 出、 .6G 中 的 左右 平移 
aT Tr parr (1) 

(4E BG 固定) 都 是 微分 同 且 ， 这 一 简单 事实 对 于 Lie 群 沦 的 展 
开 有 基本 意义 . 大 致 说 来 ， 它 表达 了 Lie 群 的 “ 齐 次 性 ”,: 即 
局 部 性 质 处 处 相同 ; 因此 仅 就 局 部 性 质 而 齐 只 戎 考 定 e 点 邻 
近 就 够 了 . 

44 与 Po 壬 然 谤 导出 张 量 从 2G(6. 2.3) 匀 由 身 的 网购 与 
Por 《不 妨 亦 称 “ 平 移 ”) 多 定 了 以 下 记号 ， 


QO= A Da poertd, EG, OE TIO. 《全 
9 名 号 ' 有 类 位 于 莱 积 的 性 质 , 性 给 a,5 了 Ew 下; 如 ,有 
人 (一 (GD qd wiby= (a wb, 3) 


今后 主要 用 到 切 窗 间 的 “ 左 诗 移 ” ，Gs->Gor， 互 FF_y9, 和 (ay 
+ 车 定 )、G 的 斌 切 ' 空 向 可 通过 “平移 ”而 在 相 变 换 ， 这 正 是 
278 


Lie 灶 的 基本 特征 及 许多 深刻 结论 的 直 础 ， 

7.1.3 定理 设 8(z,y) 二 xy(X,9EG), XEGr TEGy, 

几 
G(X,YT)=r:T+ X.Yy, (4) 
特别 ，Y 交 ,Y 了 EG (XX,FT)= Xr+Y. 

证 只 需 证 2x{( 瑟 ,0) 一 到 《 同 理 将 有 xf0, 卫 ) 一 2 工 ) - 
设 p1z 3 是 投影 ， 风 zs)= Pog(F,g)， 于 是 

(下,0)= pyrpx( 革 人) 一色 ,yy | 

若 JTEC《G 互 ) 是 一 群 同 态 [ 同 构 ] ， 则 称 为 Lie 群 同 起 
{ 恒 黎 |， 从 宅 到 互 的 Lig 群 同 态 之 全 体 记 作 Hom(G, 互 )， Lie 群 
加 各 有 一 些 良好 的 性 质 ， 首 先 ， 要 一 园 态 f1G~> 囊 是 Lie 拜 园 
态 , 只 需 了 在 ee 6G 的 邻近 属 0" 就 驶 了 ;对 人 尾 给 z,qE 如 有 f(x*)= 
f(a)f(a 1x) (参照 81,2(2))。 其 次 ， 对 Lie 群 周 态 的 秩 可 作出 
很 强 的 结论 ， 

7.1.4 定理 设 feERBom(G, 地 ), 则 rankftr) ==const 基 f 
为 单 周 态 [ 讲 间 态 ， 阿 析 ](1.2,.5)， 则 子 必 是 得 人 [ 担 满 ， 柚 分 
同 胚 1(5,1.3). 

证 上 信 恒 等 式 f(xy)= ?1D 推出 fhs= dpiryef (rE 
)， 因此 fxe4rn= 二 (Ay) )y° sfx， 可 见 rankf (x)=rankfte). 

设 rankf=*， 由 5.2.3， 了 在 =e 处 有 局 部 表示 (2 … 
T0000)， 营 <n， 显然 不 能 是 单 射 . 今 
设 18 二 耳 。 任 给 e E68 的 邻 域 ， 到 e 的 紧 都 域 了 ，FFICT. 
央 {ValaEG} 和 覆盖 如 ,由 1.1.9 有 可 数 集 {4}CGr6G= UVa, 于 
起 开 = 二 UFCV)fCgn)， 由 1.3.8，fETF) 必 仿 内 点 #y， 于 是 

eryy EfV YOV CVTP DD) CC ， 
这 显然 推出 &= dim 豆 ,了 是 复议， 若 了 是 同 构 ， 出 必 有 = dim 一 
dim 互 ， 从 而 六 GDiffr GG, )， 六 
推论 ” 满 的 Lie 群 同 态 必 为 开 映射 (参考 $5. 2 习题 人 )， 若 
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EHomR, GG p(t)e， 则 站 必 关 入 入 

下 面 考 虚 与 连通 性 有 关 的 问题 ， 

7.1.5 定理 设 4 是 拓扑 群 G 的 闭 子 群 ，G/4 记 4 的 左 陪 
集 之 金 体 . 则 /4 依 商 拓扑 是 一 个 ,空间 ， 且 投影 p:G>G14 
为 开 了 映射 ; 若 4 与 有 /4 此 连通 ， 则 怠 亦 必 连 通 . 

证 ”前 一 半 结 论 的 证明 如 同 1.5.58， 有 只 需 证 关于 连通 性 的 
结论 ， 设 BC-G 是 一 开 闭 集 ( 介 .4)， 令 J =Xa， 则 fECCG). 任 
给 gECG， 当 4 连通 时 了 在 sa4 上 取 常 值 ， 国 此 fp"! 是 Gi/4 上 
的 函数 ， 利 用 ? 为 开 映 射 易 推 出 fp ECCG14). 子 是 从 人 /4 
过 通 推 出 f=eonst， 即 B=G 或 名 ， 这 表明 8 是 连通 的 
《1.4.11)， H 

7.1.6 定理 设 4 是 拓扑 群 @ 的 含 e 的 分 支 ( 所 谓 主 分 支 )、 
财 卫 是 @G 的 六 正规 子 群 ， 当 如 是 Lie 群 时 ， 商 群 0/ 4 是 一 0 维 
Lie 群 ， 

证 任 给 4€E 4,8EG，a'4 与 546-1 都 是 含 e 的 连通 华 ， 
因此 a 14C4,848-!CA， 这 表明 4 是 的 正规 子 群 .4 显然 
是 闭 的 ， 当 G 是 Lie 群 时 4 也 是 并 的 (1.4,3) 。 因 投影 p10G> 
C/ 4 是 开 上 映射 ， 故 当 @C 为 Lie 群 时 @G74 是 离散 的 ， 即 为 0 维 Lie 
群 ， . Li 

7.1.7 定理 若 @ 是 一 连通 拓扑 群 ， 则 G 可 由 e 的 任何 邻 

mi 个 
域 U 生 成 G= UsU" Un".D. 

证 不 妨 设 UU 是。 的 开 侣 域 且 U=UV-!, 直接 看 出 4= Ur" 
是 的 开 子 群 ， 因 此 A4=: G(1.4.4)， [| 

对 于 连通 Lic 群 ， 某 些 局 部 性 的 结果 可 转化 为 一 个 整体 的 
结论 ， 下 面 就 是 一 个 例子 ， 

7.1.8 定理 设 FEHom(G, 互 ), 巨 是 连通 的 ， 则 了 是 满 
射 <->faiCo 瑟 。 是 满 射 。 
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证 ”必要 性 由 7.1,.4 推 出 仿 设 free 一 互 。， 由 7.1.4， 上 了 
是 寝 注 ， 从 两 为 开 映 射 . 任 给 e EG 的 锅 域 U,V=ftV) 是 eE 五 
名 郭 域 ， 于 是 依 7.1.7 有 

吾 一 UP 一 UP 一 天 人 BC 到 这)， [1] 

参考 交 献 ; [22], 131], [45], [821, 183]. 

习 是 

!。 无 需 流 形 是 第 二 可 数 的 这 一 息 定 ， 页 可 推出 连通 Lie 群 是 第 二 可 数 的 ， 

2. i(x) =T rE EC). 

3 一群 问 态 f : G3 厅 是 Lie 搓 同 太志 六 的 图 形 厂 /是 x 厅 的 于 旅 形 。 


$2 Lie 代 数 


1.2.1 定义 设 w EA), 若 Ya,zEOiaW: 一 wr (简写 
作 qrw@=w@)， 则 说 @ 是 左 不 变 的 . “ 右 不 变 ” 的 意义 仿 此 ， 
“ 双 不 变 ” 意 指 同时 左 不 变 与 而 不 变 ， 
SFIinA GI={0E FO IY Edaw=o0}, Fav 0G) 
电 织 是 张 量 代 数 .CG ) 的 一 个 子 代 数 ， 它 的 构造 十 分 简单 ， 设 
TCGo。) 是 切 空间 G, 上 的 张 量 代 数 (6. 1.2)， 员 有 
7-2.2 定理 对 应 .rorfG)>2Go) or 一 ?os 是 一 代数 同 
鬼 ， z 
证 对 应 or 一 oo 显然 是 一 代数 周 态 ， 四 
Orim WEF 0G), sed, (1) 
赦 QE.9inv(G) 由 ws 瞧 一 决定 任 给 woE TEG6f6.1,1)， 令 
az: 一 ErOoetaE CC)， 如 此 得 到 的 张 量 场 中 渡 足 sos (7).w, 一 
cazg2E G)， 拓 不 蕉 验证 【例如 通过 局 部 能 标 ) 
Gx TIG~>TIG, (TOP ON. * - : 
是 5 里 财 ， 怖 ww EE Finv<G)， 由 此 推出 记 归 证 ， | 
这 就 表 表 ， 了 ,nCG) 可 等 同 于 个 (8 )， 而 后 者 双 完 全 决定 
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于 8。, 尾 给 weETTG,, 有 由 ae 一 2oe(zEG) 定 义 的 张 量 场 征 称 为 
册 we 生 成 的 堪 不 变 张 量 场 ,特别 ,每 个 去 。E ee 生成 唯一 左 不 变 
向 晤 场 交 ， 丰 一 5 不 (EE)， 著 令 9= 放 CO) 站 iov( 人 ), 则 
9 线性 同 构 于 @。。 于 是 代数 同 构 .F ov(8) 宇 T(G6) 诱导 出 代数 
间 构 .ny(G) 衬 TT(9), T 了 (9) 记 向 时 空间 9 上 的 张 量 代数 。 依 
上 述 同 构 ， 亦 不 变 ]- 形 式 之 全体 机 (6) 站 jnv(G) 对 应 g 的 对 一 
山 昱 ， 任 给 DEL4LG) 三 E9， a,2E 嫌 ， 有 
CRoars a Oe = ql Ros, HE, OY, 


由 此 推出 EL4ICI) 是 不 不 谈 的 寺 >YRE9g: 8(X)= 
const 一般 地 ，; weE.F3G) 是 左 不 变 的 才 字 和 下, 站 jE 
,0 IEE (RI, eonst. 

上 述 的 9g 还 有 一 重要 性 质 ， 那 就 是 对 Lie 积 运算 [,] 封 闭 
(参看 5.7.9)， 因 此 9 是 Lie 代 数 2(G) 的 子 代数 ， 称 为 Lie 群 
G 的 Lie 代数 ， 亦 记 作 Lie (G). 线性 同 构 g->G6, 苹 F 一 怀 。 在 
Gs 中 自然 地 诱导 出 一 Lie 积 运算 ， 使 G。 成 为 一 个 与 9 同色 的 
Lie 人 代数， 今后 将 同等 地 把 9。 着 作 &@ 的 Lie 代数 ， 未 作 声 明 肘 ， 
字母 9， 日 将 自动 地 表示 Lie 群 @, 吾 的 Lie 代 数 . 

G。 的 每 组 基 生 成 9 的 一 组 基 ， 后 者 显然 也 是 切 从 7G 的 一 
组 整体 基 (5.6.5)。 于 是 得 到 ， 

7.2,3 定理 Lie 群 必 为 可 平行 化 流 形 (5.6.4)， 上 从 而 是 可 
定 网 的 ( 参 游 6.7.2 之 推论 ) ， 

设 { 二 中 是 9 的 一 组 其 ， 则 有 

[Xi (2) 


常数 oiyti,j ,下 二 1,2，-…,w) 完 爹 决 定 了 g 航 结构 ， 它 们 称 为 
Lie 群 的 结构 常数 。85.7(8)(7) 推 出 c+ , 满 是 ， 
Ciosrt osctit estan 0, 


Cfi+ cfi=0, ti, YR, E12, ,nA, 


(3) 
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若 {9'}Cg* 是 { 广 /} 的 对 侦 基 ， 则 #0*= 8?,01 人 07， 


站 王道 (到 二 一 [i 了 /] ) 二 -cl 
“ 依 §86.3018))。 这 就 得 到 与 (2) 呼 应 的 Maurer-Cartan 方程 ， 


d0*= 0,0! /0 下 一 了 2， 9， (41) 


下 面 导 出 利用 局 部 坐标 计算 ef; 的 公式 . 取 @G 在 se 处 的 坐 
标 系 (x')， 设 (9/92 生成 卫 :Eg， 则 


如 _O(ry)! 如 
X94), = dy! | (#7),: (5) 
共 中 (3 六 记 %y,3 的 坐标 ， +, 8 邻近 e， 依 85.7(5)， 
e's (30) 二 [|]。 


-| | 
Ox! ay’ dr: ody’ 


i 


97310387 Oridy 
7.2.4 例 1 .车 G 是 Abel Lic 群 , 则 直接 从 (6) 看 出 cz 一 
0， 因 此 9 是 Abel Lie 代 数 (5.,7,7)， 
2 考虑 Lie 群 L(x)， 可 认为 它 在 。 处 的 切 空 间 是 * 阶 实 
方 阵 的 空间 形 (R)， 任 给 rz= (zi)E 于 (R)， 就 以 zolsc 1 
么 32) 作 为 的 坐标 ， 依 6) 算出 


人 323 2 OCry) | 
着 了 一 | -~ 二名 
ep | 5 dropO¥is 


=64676) ~ 0880}, 


故 得 = | 二 Sey | (6) 


省 可 


ER 


任 给 a,5E Mw(R)， "等 同 于 ou( 和) ， 于 是 
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9 
> , 访 沼 问 t+ 上 上 
i Buk atsbos 610368 $46010} | 5 


“一 2 {abir 一 petar) (G0 ) =4b ~ ba. 


| 下 了 
可 殉 Lis GL#) 一 相 w(RYy， 其 中 Lie 积 表 为 [a, 人 = 二 4b - ba. 
类 位 地 有 Lie GL(R, C= 村 ,CC) (5 阶 复方 侨 之 空位 ) ， 
CC) 中 鸭 世 下 积 亦 凌 定 二 公式 上 ao 人 一 Ga 一 3 本 ， 
3- 和 设 刀 是 R 的 仿 射 变换 狮 , 则 和 可 表 成 R" x 民 , 其 中 ”一 
RN0， 禾 法 公式 为 
(Cx, 22 人 3 ,Hy +) (7) 
单位 元 是 81 一 (1,0)。 人 在 2 的 切 空 间 R* 着 作 G 的 Lie 代数， 设 
et, 居 关 于 RR? 的 自然 基 {e,, 62} 的 结构 常数 ， 依 (3)，o0!,; 一 0(， 
k=1,2); 依 人 6)，Diyrs 一 Pi 一 
i 
12 - 2 OF' Oy Ori0y! 
于 是 [e1, es] ==e。， 任 给 ?=(21, 22) E Ra 一 (入 92) ER 
[oF = (oy ~ Z2y:) [el esj =(0, 219: — sey!). C8) 
?7.2.5 定理 经 个 fE Homfe, 豆 ) 导 出 一 Lie 代数 辣 杰 fy* 
3 若是 单 [ 广 ] 同 态 ， 则 六 :gb 亦 然 . 
证 线性 映射 1; iG。 自 然 地 导 册 线 竹 映射 


gO Hb, . {9). 


其 由 gs 兰 @Ge 瑟 巨 ,ss 是 如 7.2.2 所 述 的 自然 同 构 .将 映射 (9) 仍 记 
了 只 


1 . 


作 和 . 设 冯 后 9 一 大 大雪 02 所， 则 
7 一) 一 


可 见 瑟 过 7(5,7,8)， 于 是 5.7.9 扒 出 思 :9g > 日 是--Lie 代数 司 
态 . 定理 余下 结论 直接 从 7, 1.4 推 出 ， | 
因 同 态 fx1 9 ~ 完全 决定 于 帮 :G 万 。， 故 对 应 ffs 
自然 有 “ 函 子 性 上 质 *， 盈 当 f EeE Hom{G, HH ), gp eHom( H,H') 
于 , (pef)x=profr, BB(le) =l,. 由 此 推出 ;车 六 G-> 五 是 
一 Le 群 同 构 ， 则 思 *9>9 必 为 Lie 代数 同 构 . 这 就 可 能 在 一 
定 程度 上 将 Lie 群 的 研究 转化 为 Lie 代数 的 研究 (参看 7, 6, 10). 

对 应 fi 为 可 道 的 情况 特别 值得 注 痊 ， 

7.2.6 定理 设 8 是 连通 的 ,，f,g EHom(6,), 则 f=g 
fp 97h, MHom(G, H)>Hom (9, 9) ， fr 人 是 -~ 
单 射 ，Hom(9,0) 记 从 9 到 8 的 Lic 代数 同 杰 之 全 体 ， 

证 以 下 证 明基 于 6.4,5. 假定 f=gx: 98> . 取 定 乓 的 
一 组 基 {9 }, 它 也 是 了 * 五 的 一 组 整体 拓 . 设 六 是 F 诱导 的 拉 回 ， 
则 售 h*C g*, 且 f*t1h*->g* 抬 为 f419 > 是 的 对 偶 ， 因 此 f= 

ph >gr， 抽 pp: Gx 玉 >G 与 qr1QGx 有 > 上 及 是 投影 ， 则 
{Cprf* 4)9) 成 x 五 上 的 一 理想 7 。 令 亚 = (fp -gqg)*， 册 
依 (4) 有 


dPO*)= Pl = P(et0! NG) 


=F0(F0 AARO'), 


出 6.4.3， 了 是 一 微分 理想. 因 f(e)=g(le)=e， 如 连通 ， 鼓 
从 6.4.5 之 2 推出 j=:g. | 
参考 文献 : 1121, [22], [31], [451, [83]， 


285 


习 题 
1。 投 C" 是 非 零 复数 的 疾 半 群 ，(r ,四 是 极 学 标 ， 则 = r 1drAd8 是 C* 上 


的 不 变形 式 ， 
2。 投 c+ ;是 关于 慕 { 革 1} 忆 9 的 结构 常数 ， 由 tp 汪 站 上 7 = 0 定 沈 p(X 让 


三 堵 , RY ， 刚直 扩 张 汶 一 小 上 Lie 代数 同 赤 中 > 时。 人 R) 。 

3。 存在 自 和 热 易 Lie 佬 数 司 构 Lie (Fx 广 ) 宇 x1]， 后 者 的 Lie 积 * 粹 举 标 ” 
定义 。 

4， 设 日 证 名 =Lie(G) 的 mr- 上 维 子 空间 ，7 是 1 _, cg 生成 的 占 秩 还 
灰 ， 人 1 人 =011 安 t 芝 疝 。 则 是 如 的 子 柜 数 关 > 了 是 投 分 理想 ， 


$3 指数 上 映 射 


本 节 沿 用 $5.7 的 记号 . 任 给 在 g 一 Lie (个 )， 以 87 记 玛 
和 后 成 的 菠 . 称 映 射 
expig>0, KH], 6) {1}) 


为 指数 映射 ， 方 便 时 也 将 exp 看 作 定 闵 于 .于 的 岗 对 ， 

7.3.1 定理 g>Hom(R,G), 下 一 > expi 久 是 一 双 射 ; exp 
EC" 映射 (exp)、t9o 二 9> 划 岗 每 个 下 Eg 为 苹 。. 

证 取 定 广 E9， 依 5.7.10 有 ao8X 二 oh (qaEG, te 
R)， 由 此 推出 i=Jor(a,xEG， 记 号 见 5.7.2)， 从 而 I:==1， 
与 1 二 tt 了 aan(0 二 607) 比 较 得 1s 二 RR， 可 见 85 是 完全 的 ， 特 
别 ， 定 叉 式 (1) 什 有意 区 

任 给 si ER， 由 5,67(st,e)=sX(9x(s,6)) 推 出 OX, 


e200 e)} 令 一 1 得 
expst =0T(1,e)=0(s, e)— Xe). (2) 
利 骨 恒 笑 式 %os98X7 二 BXoNc 从 (2) 得 : 
exp(s+i)R—00r(e)— OF(e) 0 e) =expt exps x, 
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一 人 


可 见 及 > 安 , 夺 一 exp 三 是 一 Lie 群 同 态 ， 
反之 ， 任 给 BE Hom(R,G), 令 9({, 3) 二 h(ER, XE 
G)， 则 直接 者 出 8 是 G 上 的 流 (5.7.3)， 它 满足 X46.0,= 8,。%。 
" 《3E GytER)， 由 5.7.10， 吕 的 生成 子 (85 ,7) 忆 是 左 不 变 的 ， 
采 下 各 9， 于 是 
RA)=2 Ot = Ot ee) =exptr, 
这 就 证 得 gHom (R, G), 了 >eXpt 下 为 双 射 . 
为 证 exXpE€E CC ， 定 义 @ xg 上 的 0 向量 场 


ViG xg>TO x Tg, (x, FIP (RE,., 0), 
直接 看 出 gp (0 二 (wrexpt 玉 , 下) 是 六 过 (x, 下 )E G xg 的 积分 曲 
线 ， 因此 RxGxgxGxg,(t,z, 工 )E2>(X:expt 玉 ,大 } 是 人 的 
访 ， 这 推出 exp EC ”， 最 后 ， 对 任 给 下 E9 有 ， 


Cexp) a( X)= SF (exptX) 1 .一手 。， 冲 


任 给 人 E99， 人 队 exXp{( 卫 一 天) 一 e 及 0X(1,%) 二 :exXpt 半 惟 
出 : 
eXxp{ — XE)=(expA) 1 OXF= pornpix. (3) 
其 次 ，7,3.1 的 最 后 一 个 结论 表明 (exp), lg 是 一 后 构 ， 从 而 
exp 在 未 一 0 处 是 局 部 微分 同 枉 .于 是 我 们 有 定义 于 ee 人 的 某 
邻 域 志 内 的 “对 数 且 射 ”in 一 (exp) 7->g，(PIn) 是 @ 圭 的 
一 些 标 系 ， 称 为 正规 坐标 对， 以 上 事实 结合 7 ,1 ,7 得 出 ， 
推论 车 G8 是 连通 Lie 群 ， 则 可 由 exp(g)》 生 成 ， 即 每 个 
EG 可 表 成 exXp .exp RE ,Eg. 
一 般 说 来 ， 指 数 映 射 exp 并 不 满足 “加 法 公式 ”exp( 下 二 
了 ) 二 exXP 上 -exp 了 .不 过 有 以 下 下 近 半 果 ， 
7.5.2 定理 任 输 下 ,了 Eg， 当 | 夺 充 分 小 时 有 
EXPER .exptY —exp{t( +Y)+ WI)), {4) 
其 中 严 ( 鸭 是 C 的 乓 秆 国 数 ， 当 上 0 时 坟 ? 歼 ( 有 算 . 若 [到 ， 
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Fi = 二， 加 eXp( 守 十 了 一 XP 不 ,eXpY， 

证 ” 当 冉 充分 小 时 ，2{ 门 二 ln(expt 革 .expi 了 了) 是 0 的 g- 
值 函 数 ，2(0)=0。 于 是 从 2{ 畏 在 i 二 0 的 Taylor 展开 式 看 出 
2( 扫 二 纪 (0) 十 环 人 (的 ， 歼 (有 具有 定理 所 要 求 的 性 质 ， 儿 (0) = 
(Xi 上 了 二 有 十 了， 其 中 (2 的 二 33 和 厌 看 7.1.3， 
7.3.1). 于 是 (4) 式 得 证 ， 

[A, 了 | 二 Lx 了 =0 推 出 了 是 987- 不 变 的 (这 可 由 $6,3{11)- 
推 山 ) ， 寺 是 676 二 909X(s, EER， 罗 5.7,10)， 梧 此 

expé AexpsT = OF(e 0 e)=— O00re) 


=001(e) =expsYexpt (5) 
令 h(E)==eXpE exptz， 则 (5) 推 出 RE Hom(R, 8)、 因 (0)= 
总 * 十 站。 (利用 ? ,1.3)， 喜 BE 引 二 expt( 革 十 FY)， 国 


结合 7.3,1 之 推论 ，7.3.2 及 7.2.4 之 1 得， 
推论 1 车 G 是 连通 Abel ELie 群 ， 则 expfg) 一 召 . 
不 难 从 (4) 或 85.744) 推 出 以 下 公式 ， 


expt( 于 十 Y)=lim(expt 万 ‘exp r) ， (6) 


其 中 关 , 了 Eq， 由 此 又 有 : 
推论 2 设 了 ,Yeg. 若 对 任 给 1ER，expt 人 ,expt 二 
exptY :expt XX， 则 expi( 开 +Y)=expt exptY . 


指数 映射 的 原型 是 通常 的 指数 清 数 ， 
expa= 守 人 aE M,C), a (7) 
此 一 口 部 1 
(参看 84 .6(1))，(7) 显 然 是 CC" 函数 ， 且 福 足 
b= boa=>exp(at+b) =erpa:expb, (8) 


由 (8) 推 出 texpa)-!=exp( -a},，R->GL{(n, 0), ty>expta 是 


Lie 穴 同 窟 。 因 和 (expta) =， 依 7.3.1，(7) 正 是 Lie 群 
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GL(CN,C) 的 指数 映射 容易 看 出 ， 当 (77) 限制 在 人 Yn R) 上 时 ， 
就 成 为 Lie 群 GL(%#) 的 指数 映射 。 当 n=1 有 时 ，(7) 戌 为 通常 的 复 
变量 指数 函数 expz， 由 7.3,2 之 推论 1，sxp(C) 二 CN0， 这 与 


复 变 函数 论 的 熟知 事实 相合 ， 
7.5.5 定理 车 fEHom(G,), XEg， 则 flexpX) 二 


Expify 汪 ). 


证 由 7.2.5, 之 了 ,Y=f。XX; 由 5.7,10, fo94 二 0Y .了 ,于 
是 依 (2) 有 flexpX) 一 fo9xX(e)y 一 07f(e) = 8Y(e)=exp{f, KX). 


推论 对 了 jEHom(tG,GL(n, Kj(K 一 R 成 CC) 有， 
flexpX)= DE fuX), XES, (9) 
Lie 群 论 中 许多 深刻 结论 的 证 明 要 用 到 指数 贾 射 ， 以 下 是 
一 个 典型 例子 . ”i 
7.3.4 定理 设 f:G> 及 是 Lie 赂 闻 的 连续 司 态 , 则 三 必 为 
Lie 群 向 坟 ， 
证 ”只 要 证 了 在 ec @ 邻 近 是 CO" 的 .首先 设 G=R， 取 0< 
Lice( 丈 ) 的 凸 领域 了 与 eE 吾 的 邻 域 太 ， 使 exp15V>V 为 微分 国 


星 。 取 6>>0,f(1-6 cexp3 人 ep F 


本 指明 f(t) =exptX( 0)， 为 此 只 项 证 A( 5 =exps X{0 
<m&N)， 因 利用 了 的 过 续 性 及 恒等式 J(8L) = (f(0))*(heEZ) 
将 得 出 所 要 证 ， 全 了 = (exp) tf 小 今 证 了 = SX 或 mY = 


6 IexpmY = (expY )"= = (6) =expOX ， 5 EJ 0, 歼 只 
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证 mY EUV， 首先 有 Y € 0. 车 bY EU(1Sb<m), 则 (8+ 1) 
YEeU. exp(h + Y=f( E10)e erp3U, 于 是 (4+DYE 


3 ， 这 就 归纳 地 得 出 mYE 3 ， 


对 一 般 的 Lie 群 GB， 取 9g 的 一 组 相 { 和 :jj， 定 必 
pIR" OG, C(t, HINRPE TL eXpt" An, (10) 


国 (5 jr oO, “st, 0)] 人 0 一 Xe), 1] i, 


吉 p ni: (Ro=Ge 是 一 同 构 ， 于 是 8 在 R" 的 某 个 0- 邻 域 UV 上 为 
微分 同 胚 由 第 一 段 所 证 ，j (expf 革 (SI2) 是 了 的 性 本 
数 ， 因 此 frpEC"， 这 就 推出 jpgU= 了 wp "TEC™*， LL 

推论 ”在 一 拓扑 狼人 上 至 多 可 定 交 一 个 工夫 蔡 绪 构 ， 使 其 
括 补 为 原 拓扑 。 

事实 上 ， 若 刀 依 微分 结构 6 一 1, 2) 为 Lie 群 ， 则 7.3.4 推 
出 ef 全 一 (9, 二,) 为 Lie 群 同 构 ， ， 

一 个 琛 记得 多 的 问题 是 ; 车 拓扑 群 和 是 一 拓扑 渡 形 (在 
5.1,1 中 风 去 条 件 MAs 印 得 拓扑 流 形 之 定义 ) ， 吕 是 杏林 定 六 
为 Lie 群 ? 这 就 是 著名 的 Hilbert 第 5 问题 ， 此 问题 由 Gleason， 
Montgomety 与 Zippen 于 1952 年 作出 了 肯定 解答 ， 

参考 文献 ， [12] ,122],， [311, [32], [83j， 

习 题 
1. 著 z 属 于 @ 的 主 分 支 ， 则 存在 从 到 z 的 连续 曲线 ， 它 如 段 为 内 如 expf 万 
(ae<st SB， 丰 E 印 的 由 线段 的 左 平移 象 ， 


2.。 营 计 ,YEg; RN expi :expfyY =exp(t{tX +rY) + SEXY + ot], 


2080 


由 此 推出 
LX， YI= 9 texp Xrexp TY. exp TH}-iexp vw TT- tm0. 


3。 车 C 为 连通 六 bel Lie 群 ， 则 品 =Gixoeexenreiy=wl 或 人 特别， 
与 及 基 公 有 的 工 维 违 通 Lis 群 ， 
4。 若 字 基 紧 违 通 Lie 群 ， 则 exp 中) = 局 ， 


A 0 
5， #0 (0 ,小 ， A 存在 森 数 1， 
min|4) +nln|lk#i =0. 由 此 推 岂 exp (Ms (BR) 天 合生 人 = {EGL (2) [detai>0}. 


$34 Lie 子 群 


71.4.1 定义 车 9E&Hom( 互 ,如 是 一 单 同 态 , 则 称 (H, gp) 
为 的 Lie 千 群 。 称 侣 的 琴 个 Lis 子 群 〈 王 ,) 与 《五 9 等 
价 ， 若 存在 Lie 群 同 构 f1 HH,， 使 得 9 二 p11f， 

等 价 的 工 让 子 群 将 视 为 等 同 ，C2 的 芷 何 Lit 子 群 { 豆 ,人 ) 可 等 
同 于 Lie 子 群 Cp( 玉 ), 记 ， 其 路 ( 吾 ) 具 有 由 同 构 p19p(H) 
所 诱导 的 [ie 群 结构 ， 生 凶 ( 下 )C 《与 5.2,5 对 照 ) .7.1.2 之 
4 "所 述 的 Lie 子 群 显然 包括 在 7.4.1 意 叉 下 的 一 般 Lie 子 群 概念 
之 内 . . 

关子 Lie 子 群 有 一 系列 深刻 的 结论 . 首先， 下 面 的 结果 是 
Lie 其 论 的 菇 本 定理 之 一 . 

7.4.2 定理 阁 ( 有 五 ,9) 是 9 的 Lic 子 群 , 则 PP、( 依 7.2.5) 和 将 
b=Lie( 盯 ) 同 构 地 上 映 到 9 =Lie(G) 的 子 代数 ， 

ped)={XEhIviE Rerpt XEP(A)}, (1) 
反之 。， 任 给 1 的 子 代数 9， 存 在 嫌 的 礁 一 连通 Le 子 群 耳 ， 使 


得 Liet 瑟 》= 了 .因此 ，4 的 连 道 Lie 子 群 与 8 的 子 代数 成 一 一 


证 定理 的 前 一 半 ( 等 式 (1) 除 外 ) 直 接 从 ?7 ,2.5 推出. 今 证 
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后 半 部 分 . 取 了 的 一 组 基 { 半 ,,…, 钙 :}， 则 { 广 计 生成 8 上 一 于 

维 对 侣 分 布 召 . 设 互 是 加 过 e 的 极 大 积分 流 形 (5.9.4)， 加 
全 个， 今 证 (五 ,是 和 的 工 记 子 群 且 Lie( 吾 )=b ， 因 玉 关 于 左 
平移 不 变 ， 故 YeE:a ! 开 是 旦 过 e 的 连 道 积分 沪 形 ， 因 此 
ae ! 如 己 如 ,这 宕 明 吾 是 的 子 群 . 因 B: Hx HH, (zy) xy 
满 直 EO 喜 AeEC {5.9.5}， 因 此! 如, 是 的 Lis 子 
群 . 显然 Liet 吾 ) 一 ,车 ( 玉 ',p) 亦 是 G 的 连通 Lie 子 群 ， 
人 DLie 如 站 二 bh， 则 ( 碧 和 p)》 必 是 吾 过 8 的 积分 流 形 ， 央 此 
pAHNICH., SfrH'>H,2 > PT), Wp=itf， 于 是 f E 0” 
(5.9.5)， 从 向 了 为 Lis 群 周 构 ， 这 表明 {如 和 ,PP) 与 (如 ,站 等 价 ， 

肪 后 征明 (1} 式 , 任 给 Y ED, itER, 由 7.3.3 有 expb'itpey ) 一 
Py expty)EGY% (好 )。 其 次 设 XE6, exptXEp(H) (YIE 
民 )。 因 (五 ,) 是 G 上 基 全 对 合 分 布 的 积分 流 形 ， 故 5.9.5 推 出 
“及 全 一 > 的 EXP 有 ”是 一 工 让 群 同 赤 ， 于 是 有 YEh， 
-1(expt 写 ) 一 expt7 ， 从 而 关 一 四 (7)E9w(H)， . 口 

著 FfE Hom(G, 吾 )， 则 ker 卫 必 为 的 Lie 子 群 (?.1.4， 
5.2.3); YXEg: expt X € Kerf o>} (exptX ) exp(tfX) 

， 于 是 :1) 推 击 : 加 “ 

若 f 外 Hom(e, H), WLie(tKerf)= Kerf,. 

注 ” 依 据 Lie 代 数理 论 中 的 Ado 定 香 ， 每 个 有 限 维 Lie 代数 
间 构 于 Lie GL(%) (对 适当 大 的 ) 的 某 个 子 代 数 ， 因此 全 
?7.4.2 必 为 某 个 Lie 群 的 Lie 代 数 ， 

一 个 重要 问题 是 ，Lie 群 的 一 子 壮 在 什么 条 件 下 为 Lie 子 
烙 * :这 由 以 下 两 个 定理 解答 。 … . 

7.4.5 定理 营 Lie 群 人 的 耶 群 二 上 具有 一 微分 辣 构 ,使 得 
下 CC 是 温和， 则 ( 电 , 让 是 下 的 Lie 耶 群 ， 且 下 二 有 以 上 
性 质 的 微分 结构 是 唯一 的 . 

证 左 平移 日 ,的 结果 竹 到 和 上 一 和 =dim 五 ) 维 分 布 记 . 
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《 豆 , 订 必 为 召 过 的 积分 波形 , 否则 ， 存在 sa€ HyHaetba， 
从 而 有 万 …， 症 pEEBo, XOE Ha {全 1}_o 线 性 无 关 ， 因 0! 
EA(IlSi), 页 有 吉 中 的 0" 曲线 gi p10) 二 8, 多 :0) 一 
ql" 苹 (1<ish). 取 吾 中 的 0 曲线 多， (0)=g, (0)= 
这 0 令 got 引 二 a 六 (和 ， 则 po 是 中 的 0 曲线 ，g0(2)EH， 
PO0) =0, Bol0) = a"1X,. 定妆 
入 (一 {2) 

则 旬 是 从 及 的 某 0- 邻 域 到 如 中 的 C0" 觅 射 ， 取 值 在 吾 中 ， 
P00)=e，rankgp(0) 二 对 十 1( 参 照 上 节 (10)}。 适当 选取 在。 
处 的 级 标 系 可 使 9 有 局 部 表示 (起 ,238 0 
0 )， 由 此 易 见 gg 可 扩张 为 从 R" 的 某 0- 怨 域 5 到 e EG 的 分 域 六 
的 微分 同 胚 多， 使 得 多 (VN RTDCH, 于 十-1ois HNPF> 
R" 是 一 0" 浊 入 ， 但 这 与 "1HNF)=DU 人 NR*+! 予 盾 . 

( 吉 , 让 是 吾 过 e 的 积分 流 形 推出 ( 吾 , 140} 是 玉 过 a( VY aE) 
的 积分 流 形 ， 这 表明 加 是 对 合 和 的. 于 是 如 同 证 7.4.2 一 样 可 说 
明 { 碧 ,让 十 @ 的 Lis 于 群 . 

若 吾 上 有 两 个 微分 结构 钾 ,(j 二 1,2), 使 五 ;={ 百 ,下 )) 毕 为 
Q 的 Lie 子 群 ， 则 喜 ; 都 是 某 对 合 分 布 过 e 的 积 分 流 形 ， 于 是 
5.9.5 推 出 lz* 豆 , 开 ; 是 微分 而 耳 误 

由 此 可 见 ， 车 五 是 4 的 Lie 子 群 ， 则 吾 的 群 结构 、 拓扑 结 
构 及 微分 结构 都 是 唯一 确定 的 ， 

7.4.4 定理 (E.,Cartan) 没 如 是 Lie 群 9 的 于 群 . 则 肥 是 9 
的 子 流 形 <> 豆 是 对 的 闭 于 群 。 

证 设 豆 是 G 的 点 维 子 流 形 ，{ejjC 吾 ,argc 如， 取 避 
的 图 (VU, gp): ple)=0, pU=B"0,2), ptiUN H)=B:(0,2) x 
0 令 户 二 p(BAO,1) x0-*)， 出 记 ,7 完 分 大 时 qz1qyEy. 
令 j->oo 得 9714€ 了 了 ， 于 是 aEqsP 己 玉 ， 五 是 闭 的 、 

反之 ， 设 吾 是 避 的 闭 子 群 . 今 
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b={XEqlYiERiexptX EH}. 《3) 
任 给 入 ,了 ED， 上 节 (6) 推 出 和 + 了 了 ED， 由 此 易 见 0 是 9 的 
子 室 间 , 者 存在 0E9g 的 邻 域 7 与 eE 如 的 邻 域 F ， 使 得 expir-> 
F 是 微分 同 且 ，expfC 门 遇 一 F 门 刀 ， 念 划一 (exp |5)-!， 刚 
(下 ,多 ) 是 如 的 一 个 图 ， 于 是 (gF, 旬 hfeE 六) 是 甘于 (G, 二) 
的 子 攻 形 狠 45.2.1)， 从 市 定理 得 证 ,车 如 上 的 也 ,F 不 存在 ， 
则 有 0 9g 的 邻 域 厂 及 序列 {#1}CH,z>e, rEexp( 门 I， 设 
9= 了 名 BB" ， 则 
Bh x hrG, (X,Y expE -expry (4) 
是 0 映射， 且 易 见 玫 ;Igo。 是 一 同 构 ， 于 是 有 0E 9 的 邻 域 Ux 
UCWGUCH,VCH)}， 的 驾 域 六， 使 得 Bi x FT 是 一 
微分 同 胚 .不妨 设 V' 可 束 得 满足 
HNexptU'NO) = ZH. (5) 


僻 旭 ， 在 在 {Yj CUNO0)N 首 exp"( 囊 ) 了 >0。 不 妨 设 A 了 > 
YEHN™"DO, Moo, 任 给 太 >09 了 EZ nNt, 出 


expiY = limexp( neYs) 一 imnfexpyr) EH. 
村 


t <0 时 亦 有 expty =(expt - 红 )) IE 互 ， 可 见 卫 Eb， 而 这 与 
hnNb'={0} 矛盾 . 因此 可 以 假定 (65), 不妨 设 zr 二 exp XX; exp22， 
EV, XEV, ZrEUMNOD, 于 是 exp2Zi=(expXe) ir EHN 
exXp(z 八 0)， 这 又 与 (5) 了 矛盾 ， 因 此 定理 得 证 . 口 
本 节 的 结论 特别 应 用 于 研究 GL(n,C) 的 子 群 ，GL(a,C) 
有 了 以 于 重要 闭 子 群 《通常 称 为 典型 群 ) ， 
SL(n,C)={a€E GL(n, ec) ldeto=1} ( 特 萄 线性 群 ); (6) 


二 {aEGLR,C) igo" =e} 《机群 ) ， (7) 

共 中 ae* 记 a 的 共 罗 转 置 ， 且 47) 一 5,,3 
SEC 一 SLta C)NU(n) ( 特 萄 西 群 ) ， (8) 
SU(N) 二 SL(n, Cj) 站 MGL(n) (〔 实 特殊 线性 群 ) ， (9) 


二 日 4 


Ota)=Uta) 站 1GL(8) 〈 正 交 群 ) 3 (10) 

SO(#) 二 SL(#) 门 O(n) (特殊 正 交 群 ) . (11) 
其 次 设 7=(， 小 7 是 闸 阶 单位 矩阵 ， 则 GL(2m,C) 有 以 
下 闭 子 群 ， 

Sp(m, C= {aEGL(I2m, Cada=~=J} 【《 复 冲 群 ) {12) 

SP 一 SB CY) 站 U(2m) (党 群 } ] (13) 

Sp{tm, R}= Sp(Om, OC)N 作 GL(2m) ( 实 辛 群 ) ， (14) 


由 7.4,.4，(6) 一 (11)[(12) 一 (14)] 基 GLCn, OO}[GL(2m, CC)] 的 
Lie 子 群 ， 其 中 C7)(C8)(10)(11}(13) 还 是 紧 Lie 群 ， 现 使 (1) 或 
(3) 求 出 (6) 一 (14) 的 Lie 人 代数。 首先 注意 ， 直 接 依 上 节 (7) 有 


-expa:b 一 eXDC oad '), {157 
六 所 人 LRC) aE Mi (CC)y 
expe 一 (expa)”,4E CC)， (16) 
利用 (15) 及 a€ Hs 人 C) 的 Jordan 标 淮 形 得 出 ， 
可 Et ENG) = exp(tra), 17) 


其 中 tre= 之 91 是 4 的 这. 利用 (17) 得 :det(expiay=1<e->trg 一 
0， 于 是 依 (3) 有 《的 定 SL(s, R)=SL(n))， 
LieSL{n, K)={aE Ma(K)itra=0}, K=R,C. {18) 


殿 次 ，expia:(exptn)*=e—> © (expta "eXpia") li,0=0 


at 0->expta' (exptd)* = €, 
于 基 Lie U(rn)={a€E MC) |at+ a*=0}, (19) 
Lie SU(n)= {a€ Mu(C)} lata*=0,tra=0); {20) 
Lie OCR 一 Lie SO(n)= {a€t MA(R) ia 十 人 一 0 ， 
(21) 
用 类 似 干 得 出 (19) 的 方法 可 求 得 
Lie Sp{m, C)= {qaE Mn C) lat + Fa=0}; . (22) 


295 


从 而 LieSp(m)={q€E Mons(C) la t Ja=0,4+a"=0} 
(237 
Lie Sp(m, R)={a€E Mn( R) la + da=0}. (24) 
以 上 各 子 群 的 维 数 分 别 从 其 Lie 代数 之 维 数 得 出 ; 
dimSL(n, C)=2n: — 2 dimU(n) 一 入 2 
dimSL(n)=dimSUn)—n: ~ 1: 


dimO(n) =dimSO(n)= (7 ~ 1)s 


-dimSp(m, C=dimSp(Om, R)=dimSp(m) =2mi+n. 


巷 洪 妇 献 ，122]1, [311, [451, 183] . 
习 题 
1，。 宫 的 1 维 连 通 Lie 子 群 必 是 茶 个 半 E9\0 的 过 的 积分 曲线 。 
z2。 条 坟 是 术 通 Lie 攻 让 的 真 Lie 子 群 ， 刚 dimH<dimG， 
$， 洲 了 EHomitE,C) 是 单 同 态 是 为 开 贞 射 ， 片 连通， 出 大 (如 ?是 好 的 辣子 


4。 Lie 口 13) 辐 构 于 (Ra x}，x 是 通常 的 向 量 积 。 
5。 订 (tn)} 与 $1x SUin) 竹 分 同 肚 : SOt3) 与 人!1 同 构 。 


835 Lie 群 作用 


7.5.1 定义 、 称 一 0" 觅 射 9:G x Mt> 有 为 Lie 群 G 对 流 形 
型 的 Lie 故 作用 (或 说 算是 形 的 “Lie 变换 群 ”), 若 Ya,5EQ， 
EM Oo, OP, 1)) = (0b, 2), 及 (有 人) 一 开 。 

以 下 设 8 ECMCG x 找寻) 是 给 定 的 Lie 群 作用 .约定 8(a， 
+) 可 依 方 恒 交 赫 地 写作 az, 8a(2) 或 8.(9)， 相 应 地 有 了 鼎 射 6s: 天 
7 国定) 2077w 亿 上 导 加 定 )， 
直接 从 7 .5.1 看 出 , >Diff(CWH), 9 一 Bo 是 一 群 同志 ， 当 它 汶 单 
同 态 【〈 即 ge 王 1xz 一 68=2) 时 ， 称 9 为 有 效 作用 ， 此 时 可 认定 如 
CDiff( 开 )，。 当 业 个 《从 而 每 个 ) 8c(2E NH) 为 满 射 时 称 8 为 可 
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迁 作 思 ， 且 称 弄 为 关于 如 的 齐 次 流 形 。 当 每 个 Befz 筷 型 ] 为 单 
射 时 称 8 为 自由 作用 . 任 给 zE 并, 称 8s{G) 汐 9 过 3 的 轨道 ， 
互 不 相交 的 轨道 之 全 体 构 成 轨道 空间 /GG . 

5.7.3 意 义 下 的 沪 8: 及 x 形 时 正 是 及 对 型 的 Lie 群 作用 

( 单 参数 群 作 用 ") ， 其 轩 道 就 是 8 的 生成 子 也 的 积分 曲线 之 
轨迹 .GL{R) x R*> 及 ?42jH 一 0t 是 有 效 Lie 群 作用 的 典型 例 
子 . 着 中 是 @ 的 Lie 子 群 , 则 互 x 妇 -> 人 (4,5iH 一 垣 是 一 自 击 作 
用 ， 虐 轨道 空间 就 是 如 在 台中 的 右 陪 集 空间 ， 符 别 ， 如 是 上 自 
身 的 Lie 变 挽 妖 ,可 见 “ 变 换 群 ”观点 有 普 说 意义 ， 

在 纵 下 两 个 定理 中 ，8 记 G 上 的 有 不 变 启 基 场 所 成 之 Lie 
代数 ， 它 的 构成 与 性 质 与 Liet@) 完 爹 类 似 ， 无 需 细 述 。 任 给 下 
Eg 7 (如 2) 一 DeKDS 2) 是 于 上 的 流 ， 称 其 生 成 子 立 为 工 
“决定 的 Killing 向 蝇 场 ， 以 9 记 开 上 的 玫 itiing 抽 量 场 之 全 体 . 

7.5.2 定理 9->9, 站 -一 外 是 --Lie 代数 同 态 ; .车 8 为 
有 效 作 用 ，、 则 上 述 同 恋 是 同 构 . 

证 任 给 六 Eg,4aEG,ZzEH, 有 


Ye(explX) v= 站 sf {1 
四 1 
Ror=(0or)( 下 co) 一 (geepajsf 下 co) Oral Ka). 
| (2) 


(1) 表 明文 线 > 入 是 线 收 肌 射 (2) 表明 下 们 外 ,结合 (1) 与 5.7.9 

推出 也 -> 针 是 -- Lie 代数 同志. 若 晶 是 有 效 作 用 ， 灵 一 0， 则 

ERD " 洛 ER WE YH), 这 推出 六 =0， 加 

.7,5.3 定理 设 G 是 连通 Lie 群 ,wEF(H)， 风 十 8- 不 
蛮 的 (有 即 站 GE 让 :Bo 一 中] 和 > Y AEdLYV=0, 
还 设 w C- 不 变 ， 互 后 人 型 , 则 依 6,3.7 有 ， 
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0 
CLYm)s 一 了 区 Ooxpix) expir,s| lo 二 0. 


有 友之， 若 LXw 一 0< 革 Eg)， 删 从 人 ,3t11) 推 出 
COoxpir) Oorpix.r = Watt ER, EM). 
于 是 对 分 近 。 的 a 有 9*wos= 二 wz .再 利用 7.3.1 之 推论 得 出 ， 
YeEdGdwar = eG 其 如 -不 变 的 . (| 
推论 XES(CG) 正 不 变 夺 过 任 给 GG 的 有 不 变 向 量 场 了 ， 
1 和, 了 了 ] = 二 0} 洪 是 Abel 群 ， 则 LiecG) 是 Abel Lie 代 数 . 
在 群 作用 理论 中 ， 可 迁 必 用 及 相应 的 章 次 流 形 有 特殊 的 重 


”于 性 . 下 面 的 7,5.5 是 关于 可 了 迁 作用 的 一 个 基本 结果 ， 它 的 证 


明基 于 以 下 定理 . 

7.5.4 定理 设 互 是 G 的 闭 子 群 , 8 /1 吾 记 左 ( 或 有 有) 隧 集 空 
间 ，P1G>Gj 吾 是 投影 。 则 GG /1 吾 上 存在 瞧 一 微分 结构 ， 司 得 
?EC ， 且 对 任 给 ace Gi/ 瑟 ， 存 在 8 的 基 邻 域 天 上 的 0" 截面 ” 
vev (WG):p0 二 1w. 洪 吾 是 如 的 闭 正 规 子 群 ， 则 人 1 吾 是 
-一 Lie 群 ， 且 Lie(G/H) 守 9/j， 其 中 g== List),， hh=Liet 五 )， 
8 必 荐 9 中 的 理想 ， 

证 只 对 左 赚 集 空间 进行 证 明 ， 护 7.4,2, 类 定 丰 上 一 
% -kK( 二 dim 吾 ) 维 对 合 分 布 训 ,到 G 在 e 处 的 坐标 系 (U, pp, #1')， 
使 得 pte) 一 0, pV =( -1,1)", 方 程 组 si' =c (1 <i<b, |0i < 之 1) 
所 给 出 的 层 是 百 在 VU 内 的 积分 流 形 (参看 5,9,2). 8o 一 五 站 
U0 是 百 在 UU 内 过 e 的 积分 流 形 ，。 到 0<<6<e， 令 二 gp-!1( -5， 
6)", Fi 一 p11( -6,8)"， 使 得 VVCV VCU. 和 记 =p(a) 
CaeER), a, EV, d=$, 则 ea-iB3EeES NVI， 因 sa(CS0nV) 是 电 
在 V 内 的 连通 各 分 流 形 【只 要 。 取得 足够 小 就 必定 如 此 ， 它 
必 含 于 某 一 层 (5.9.3)， 于 是 4, 5 属于 FV 内 的 同一 层 : 反之 ， 每 
一 层 显 然 含 子 某 个 左 陪 集中 . 

令 避 二 {5EV p(s)=(Tl Ya 0 990， 琴 王 2 ,定义 
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| 


| pW>pV NR, a Sp(a)(aE 8), (3) 
则 多 -一 2 51)-! 是 连续 开 颇 射 ,于 是 节 评 盖 % 了 证 是 一 同上 胚 ， 
V1 

尾 给 4EG， 邻 LarG/ 昌 Gf/ 开 ,zd2， 则 上 Lo 是 一 同 胚 ， 

| 令 斌 s。 二 La 到 ,a 一 委 : 上 551， 今 指明 图 册 fo, Yo) laE GY 定义 
GI 玉 为 一 上 维 流 形 ， 首 先 ， $o: Wop9VNR* 是 一 辐 胚 ,其 
次 ， 攻 #6 门 研 6)， 则 上 上 a 六 -1 六) 所 全 ， 于 是 有 cEH， 
2 bp yjoEF. 到 yg 的 分 域 4,0-6p-(A)cCFV， 则 

| bap [A=mem por dro op AEC™, 

其 中 x : RR" 是 投影 。、 这 表明 Ba¥51 EC™， 

任 给 eE 如 (oF, pei 是 GG 的 一 个 图 , ope( 轩 和 0! )-!= 
$"P 是 R? 中 的 投影 、 由 此 可 见 pEC”， 其 次 , 令 00 一 hss0s 
Lo Mos= harm lio Br EEC,, 8), Pero—=peohaop leper 
了 1 一 了 szTI 一 过，cs 是 所 要 的 C 截 面 ， 

车 G1 草 上 有 另 一 合 于 定理 要 求 的 微分 结构 ， 相 应 的 流 形 
记 作 (G/ 吉 )j， 则 过 1G/ 五 >(2/ 互 ) 局 部 地 是 投影 p 与 Cr 截面 
之 复合 ， 从 而 是 一 微分 司 及 . 

若 玉 是 的 闲 正 规 子 烙 ， 则 商 群 9 /五 中 的 乘法 (4, 了 E> 
请 局 部 地 可 分 解 为 ， 


(i 5) 人 Cx, #) > ry > 2 一 


从 而 是 C” 的 ， 因 此 刀 / 五 是 Lie 群 . 2 一人 /二 是 请 同 态 推出 
pg9>Lie(21/ 五 ) 是 汶 同 态 (7.2.5)， 于 是 
Liec GO/H)9/ Kerp, =g/Lie( Kerp) =—g/h, 


其 中 用 到 1.5,6 及 7.4.2 之 推论 ， 器 
* 在 7.5.4 的 条 件 下 ， ， _ 
CXxG/ 百 人 G/ 万 (ee 天) 上 2 ， A(4) 


是 一 可 迁 的 Lie 群 作 用 ， 从 而 G/ 囊 是 关于 GG 的 齐 次 流 形 ， 下 面 
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指明 ， 所 有 齐 次 流 形 都 可 如 此 得 到 . 
7.5.5 定理 设 0:G x 对 玉 六 是 可 迁 的 Lie 群 作用 ,x0€ MU， 
= [aE€Efato=wo) ， 则 吾 是 如 的 闭 子 群 《 称 为 如 的 “ 巡 向 子 
群 ”》 ，fG/ 如 六 于 ,4 有 F742V0 是 一 微分 同 凸 . 
证 女 显 然 是 G 的 闲 子 群 ，Y a,5EG.aH8 =DH ->a-:b 
E 玉生 mxo= 5xo， 可 见 了 定义 合理 且 为 双 射 . 设 2:0>G/ HH 
是 投 光 ， 则 产 ? 一 gxEC .由 7.5.4， 了 局 部 地 是 fsp 与 某 个 
“0” 截面 ”的 复合 ， 故 EC 由 f(a8H)=0s9wle) 推 出 
rankf (af )=rankdwle); 由 是 二 671(70) 及 5,.2,3 推 出 Tankf =- 
rank 8 =~codimH =dim: G1/ 吾 ). 因 了 是 滩 射 ， 故 它 必 为 微分 
同 豚 ， Li 
著 虑 某 些 具体 应 用 ， 设 32z2， 则 
SSO) x BTA TL (a, TF) a 【51) 
尽 一 可 迁 作用 . 令 e1=={1,0,…,0)ER"， 任 给 a ESO(n', 易 见 


总 。 
1 < 人 (。 四 五 和 三 个 (一 二 ) 


于 是 万 {aE SO(n) laes=e)) 宇 SQ{ 有 ~ 1)， 央 而 7.,5,5 推出 ， 


SO SO ~ ] ) 兰 恬 "一 ) (6) 
(6) 中 位 表示 微分 园 师 . 用 类 似 的 方法 可 得 到 ， 
OFA 1) "i 7) 


UCR}/UC 1) SU(n) /SU 一 了 72 宇 点 2 {9) 

由 (6)08) 转 别 得 到 SIsSD(2)， & 宕 8U(2)， 这 是 公有 的 两 个 存 
在 Lie 群 结构 的 球 而 . 

以 上 结论 可 用 来 阐明 员 型 嫩 的 连通 性 | 

7 .5.6 定理 设 r>1, 则 GLC8C)y,U(Ca) ,SUra) 及 SOfP ) 
是 连通 的 GL(n} 与 Q(n) 恰 有 两 个 分 支 ， 

证 Ut1), SU(1), SQO(1) 最 然 术 和 通 ， 于 是 U(n), SU(n) 与 
SQLn) 的 连通 性 由 (6)L8) 及 7.] .5 归纳 地 推出 ， 
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令 gq 二 diag( -1 1p91)EDn) 则 不 难看 出 SO(%) 与 a* 
SoD(a) 是 D(8) 的 两 个 分 支 ， 类 似 地 ，GL(CaJ 有 分 解 : GL{R)= 
G+UaG!:， 其 中 G+ 二 {6€EGL(n) |det6 ->0) ， 今 证 + 连通 ,人 和 任 
取 zE 8， 因 z22 和 是 正定 对 称 的 ， 故 有 正定 对 称 矩 阵 扩 和 振 一 ZX 
《参考 4.7 .7 之 推论 ) 、 令 5 一 mx ， 则 2ESOUR)， 间 ( 有 一 [5e 十 
(人 yzt05t1) 是 98! 中 的 连续 曲线 , 久 (0) 二 4, Pp(1)=%, 于 
蚌 上 从 SO(n) 连 通 推 出 81 连通 ，G' 与 aG* 是 GL(n) 的 两 个 分 支 . 

用 类 似 的 方法 可 证 GL(#,C) 连 通 ， 门 ] 

参考 文献 ，f13]1, [22],]31], [45] , {69], [82], {83] . 

习 是 

1， 任 给 FES2 ={eEC zl=1i， 著 了 EC 141=1z=1ho 则 的 
定 Tyr 全 CPP =S mm， 则 CP 可 定义 为 2(9 = 下挫 芒 形 《 复 投影 空 
间 )， 使 得 SU Cn) x CP*-I-CP+1，(a Ti 是 可 迁 作用 31 = 放 <=>0 = 


detp 0 
( ») dev ~ 了; 由 此 擒 出 PSUI /AUGn -~ 4) 类似 地 定 昨 实 投 
影 空间 RP""! 并 建立 RP"- 二 SO /O(n= 1， 
2。 以 如 e( 有 这 RR 的 上 从 子 诗 间 之 全 体 ， 网 全 (RS 上 可 定 交 一 持 分 结 的， 
俩 得 总 倍 ) 个 有 (有 一季 (Ra Fy a4 是 一 可 迁 Lie 群 作用 ; oR* = 玉 ， 
b 0 
Pg = (。 ,5 OR ED -A ,由 此 此 出 GRY 二 OO (0) 7 各 人 x OO (0F 
-上 .GpIR" I 称 坟 Grass man 洲 洪 ， 


$6 离散 群 作用 与 稚 盖 流 形 


设 离散 群 全 = 人 oz] (do 二 ee) 有效 地 作用 于 流 形 对 ， 不 
妨 占 接 认定 DC DifCH); pt 民 >HYD 记 投影 映射 . 

?7.6.1 定义 著 ( 身 每 个 xE MM 有 一 邻 域 U， 使 得 0 站 dD = 
CO (说 当 z,yE 对 ,80z) 关 P( 扩 时， 存在 z 的 储 域 与 y 
的 邻 域 Y， 使 得 NdsF 一 名 (#20), 则 称 了 对 型 的 作 用 是 纯 
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不 连续 的 . 

车 *, 如 如 7 .6.1 之 (DD, 则 2 NanU OUN danU + 全 
dm 一 ds。 可见 轩 道 亿 , 人 0 中 各 点 被 互 不 相交 的 邻 域 6n0 分 离 ， 这 
也 说 明 纯 不 连续 作用 是 自由 的 . 

7.6.2 定理 涟 六 总 不 连续 地 作用 于 更 , 则 就 道 空 间 型 7 
上 存在 唯一 微分 结构 ， 使 得 每 个 p(x)E 于/ 呈 有 一 邻 域 芒 : p 将 
pV 的 每 个 分 支 微分 同 胚 地 映 到 上， 特别 ，? 是 局 部 微分 同 
止 ， 

证 A 术 /D 上 采用 商 拓 扑 (1.5.4)， 易 见 p: 导 -> 1D 是 开 映 
射 ， 从 而 型 /六 是 第 二 可 数 的 ， 设 z,g,D,F 如 7.6.1 之 (这 )， 则 
ppUNPV) = pp) NV UCant ne)= ,于 是 


PU 与 PP 分离 P(X) 与 9(¥)， 可 见 覆 /DD 是 了 ,空间 ， 

任 给 xE 型 ， 取 Y 处 的 图 (也 ,2o)， 使 也 连通 旦 满足 7.6.31 之 
条 件 (i), 令 U*==pU, Vea,bEeEUp(ta)=p(b}=> 于是 0 二 一 证 
SUNEUV>i=0,9=b、 于 是 2:U~UVU* 是 一 开 的 连续 双 射 ， 从 
而 为 同 肽 . 令 "二 ofp 0)-!， 车 (VV*, 名 *) 的 构成 如 同 (0*， 
pO.FEU, PIN EVANPR, M32 yeE dy， 在 Ply) 铝 近 


pp pp pV) p= pp EO", 


从 而 节 (2 ”一生 如 .因此 , 形 如 (7 os) 的 图 定 叉 出 好 /万 上 一 
微分 结构 , 显然 UnU} 是 p10* 的 分 支 之 金 体 ; VY az0:9 dU = 
(pTiogpodstitdVU>U* 是 微分 同 且 .条 件 “为 局 部 微分 同 
凸 ” 唯 一 决定 了 好 7 的 微分 结构 ， 门 
7.6.5 定理 设 D 是 Lie 群 8 的 离散 子 群 . 则 六 是 亲子 群 ， 
Dx GY>G, (gz 一 2o3 是 纯 不 连续 的 群 作用 ，C/DE 上 依 7 .6.2 
决定 的 微分 结构 重合 于 依 7,5,4 决定 的 微分 结构 ， 若 万 是 正规 
于 群 ， 则 9@/D 是 Lie 群 ，Lie(G/D)==Lie(G). 
证 因 e 是 D 的 慑 立 点 ， 故 有 e 在 GH 中 的 银 域 仿 ,W,= 
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WWI,DNW= ie} 任 给 %E 人 仿生 二 种 训 则 UN 二 
(WN Wz= (n>0)， 若 x,yEG,yzm1ED， 取 8 在 G 中 的 
加 域 W, (CyW WT- 站 ND= 2 令 U=x, FF=yHW, 则 Yn 
D0: 人 dr50== 客 (省 则 有 9,5E 玉 ,y0=d,xq, 于 是 W 二 yDa-x-! 
EyWWTzT DD) 人 D1) .可 见 D 绰 不 连续 地 作用 于 6G,D=p-!'p{e) 
是 闭 的 ， 其 余 结 论 直 接 从 ?7.5.4 与 7,6.2 得 出 . : 口 

与 离散 群 作用 密切 相关 的 是 覆盖 流 形 概念 ， 

7.6.4 定义 设 设 与 对 是 两 个 连通 流 形 , PE CO"( 散 ,入 )， 
若 每 个 xE 如 有 一 “容许 邻 域 "UU， 使 得 p 将 9! 可 的 每 个 分 支 微 
分 辐 肝 地 鼎 到 上 5 上 ， 则 称 导 或 (机 ,2p) 为 并 的 履 盖 流 形 ， 称 ?8 为 

〈 重 盖 ) 投影 ， 营 EDIiffC 疫 ) 满 足 po 咱 =p， 则 称 为 (种 ,8p) 的 
一 个 自 洞 构 ， 以 Aut 谋 记 (总 ,区 的 全 体 自 周 构 所 术 成 的 群 ， 

以 下 是 本 节 的 基本 结果 ， 

7.6.5 定理 车 高 散 群 D= 世 oz (2 一 2) 纯 不 连续 地 
作用 于 连通 流 形 下 ，?: 破 -> 寿 /D 是 投影 则 《 诺 ,p) 是 麻 / 
的 覆盖 流 形 ， 且 Aut 肢 =D 反之， 车 ( 肛 ,p) 是 形 的 隆 盖 流 
形 ， 则 DAut 开 是 可 数 群 ， 它 强 不 连续 地 作用 于 壬 ， 若 DD 可 
迁 地 作用 于 每 个 Fg-'(z)(zE HY)， 则 车 /D 自然 地 微分 同 胚 于 
NM. 

证 ”对 于 定理 前 一 半 , 只 需 证 Aut 册 cD， 取证 eAut 财 ， 
各 所 及 由 ph(30) 二 2(z0) 推 出 1 ， 有 (0) 一 2 于 是 下 一 避 5 表 
EAut 有 有 .h(E) 二 癌 ， 序 二 [全 导 (#) 二 中 是 非 窗 亲 集 ,Y%$eE 信 ， 
取 $ 的 邻 域 六 ， 使 0 是 单身 俏 取 # 的 邻 域 FCD, EVD. 
VEEP phy) = p(y) > = TNC 分 是 开 集 . 于 
是 促 = 前 ,从 而 t=20,h= ED. 

其 次 证 定理 后 一 半 . 取 定 zE 导 ， 由 7.6.4 及 揣 的 第 二 可 数 
性 推 则 p 7'(x) 是 可 数 集 ， 设 为 {20, 台 ,…} ， 从 前 段 证 明 看 出 D = 
Aut 胡 对 肛 的 作用 是 自由 的 ， 因 此 每 个 XE 完全 由 48o 决 定 ; 
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而 Q%0E 8-'(2)， 可 见 了 D 是 可 数 集 ， 设 为 io 有 ， 如 = 这， 
设 p() 二 yz 一 9 多} (9, 马 服 )， 取 y ,2 的 互 不 相交 的 容许 邻 
域 ,F， 设 六 ,人 分 别 为 pg 一 7 与 2 的 售 # 与 么 的 分 支 . 则 Ya 
>ODNaU= = EVN > = b=d,b 
R=0 VosO. UN P= (= EV ND => p00) = $06) 
EDNVIy， 这 表明 DD 弛 不 过 续 地 作用 于 彼 ， 设 9: 讶 六 股 /D 为 
投影 .也 在 每 个 pr!'(x) 上 可 和 渤 意 昧 着 p(E) 一 HH 了) 和 5) 一 
2(8)(z,E 天)， 于 是 六 天 / 站 > 对 ,9g(5)F 一 BC) 是 一 双 射 ， 
fr9=p,f pg. 因 p ,9 是 局 部 微分 同上 是 ， 故 了 是 微分 网 
凸 ， 门 

结合 7.6.3 得 到 ， 

推论 车 六 是 连通 Lie 群 G 的 离散 子 群 ， 则 人 是 右 陪 集 空 
间 怠 /六 的 一 个 覆盖 流 形 ， 

例如 ，R" 是 了 "= R"/Zz" 的 履 盖 流 形 . 

7.6.6 定理 ” 设 4, 斑 是 连通 Lie 群 ，pE Hom(G, 琅 ), 则 以 
下 条 人 镍 互相 等 和 价 ;中 (9G,P9) 是 五 的 轿 盖 流 形 }) (tipy1C. 宇 HH,， 
(Dg(0)=，D 二 Ker 8 是 好 的 离散 于 群 . 

证 显然 (之 (ii 二 (iii 〈 参 着 7.1.8) , 邻 假 定 (iii). 
则 GQ/D 是 一 Lie 群 (7.6.3)，(G,9) 是 G1D 的 覆盖 流 形 (7?7.5.5 之 
推 氟 ) ， 其 中 qtG=G/D 是 遂 常 的 投影 . 因 了 Gj/D>H，yizx) 
上 一 82 是 拓扑 群 闻 构 (1.5.6)， 故 依 7 ,3 .4 必 为 Lie 群 同 构 。 因 
此 (@ 3) 是 五 的 融 盖 流 形 . 器] 

关于 禾 盖 流 形 的 更 深入 的 结果 基于 单 连通 二 念 ， 简单 说 
来 ， 一 过 通 空 间 称 为 单 过 通 的 ， 芒 其 中 性 何 闭 路 可 经 连续 变形 
缩 为 一 点 ， 淮 确定 义 矢 看 [83] ， 利 用 代数 拓扑 方法 可 证 明 《 参 
看 193j] ) 

7.6,7 定理 每 个 连通 波形 必 有 单 过 通 的 覆盖 波形 若 
《于 ,#) 是 对 的 覆盖 流 形 ， 克 是 一 单 连通 流 形 ，FE CN 1)， 
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f(g) 二 Xo 二 P(X0)， 则 存在 唯一 了 ECCN, 碳 )， 使 得 Bo 了 = 了 ， 
(yo) 二 oo， 若 {入 ,p) 是 单 达 通 流 形 开 的 里 竹 流 形 ， 则 必定 2E 
Difft(H, NW). 

现在 利用 7?7.6,7 来 证 明 Lie 群 论 的 两 个 重要 结果 . 

7.6.8 定理 若 @ 是 连通 Lie 群 ， 则 有 单 连 通 Lie 群 旭 与 
7E Homr(G,G)， 使 (8,p) 是 的 兽 盖 洲 形 . 

证 ” 取 人 的 单 连通 狂放 流 形 (G,P)， 定 义 . 

fi xG>0, (7, PE) (pF))-! ， (1) 
取 定 EE 9-!'(e)， 因 如 x 名 是 单 连 通 的 , 依 7.6.7, 存在 唯一 了 E 
OCG x GG).p° =f, f(é,6) =éE, 定义 2-! 二 J(E， £), Hg=}(E, 
YEE0), El=E, 令 prGOrG, B58， 风 2b.p 站 Pp， 
PE 一 5， 依 7.6.7， 必 男 壹 得， 从 靖 绍 二 针 。 类 似 地 可 证 配 == 
半生! 二) ， 于 是 菩 成 为 一 个 群 ， 从 
p29) 一 pF, Fg 1) = 下 各 部) pi) pC) 

推出 8 为 向 坊 ， 因 为 局 部 微分 同 胚 而 EC"， 故 具 叶 =f 了 推 
出 ec”， 因 而 间 是 一 Lie 群 ， [| 

7.6.9 定理 设 人 ,已 是 Lie 群 ， 如 是 单 连 通 的 ， 人 :9 是 
Lie 伐 数 育 态 。 则 有 了 哈 一 FE HomfG, 妃 ):o = 六 

证 取 j 的 一 组 基 49， 设 2* 是 六 【看 作 线 性 映射 ) 的 
对 和 音 ，peGx 巡 如 与 4 x 开关 如 是 投影 。 如同 在 7 .2.6 中 一 
样 ， 民 各 ”人 0 生成 Gx 五 上 一 微分 理想 了 .不 难 从 7,4.2 
推出 ， 工 过 !e,e6EGx 在 的 根 大 积分 流 形 4 是 人 x 吾 的 工 让 子 
群 ，ditmn4d=umz， 几 6,.4.5，D 1 4 是 一 滔 入 由 7.6.6，(4， 
史 i .4 是 刀 的 畴 请 流 形 上 由 7,6,.7，p 14EDiff(4,G)， 于 是 f= 
8sfp 4 一 EHonmrG, 召 )。 由 5.1.5 的 证 地 看 出 六 站 一 六 91 
套 多 三 六 :hb。 了 的 唯一 性 从 7.2.6 推 出 ， 上 

区 7.6.8 中 的 @G, 如 都 是 单 连 通 的 ，4# 是 一 Li 代数 周 构 ， 则 
(2 六 是 豆 的 医 盖 渡 形 (7.6.6)， 于 是 从 7.6.7 推 出 产妇 兰 石 . 
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这 就 得 到 ， 
推论 ” 若 8, 豆 是 单 连 遂 Lie 群 ， 则 全 s 严 千 ->9S 昌 
以 上 村 论 与 ?7.5.8 及 7.4.2 后 面 的 注 结 人 台 超 来 ， 导 琢 工 tf 群 


论 的 基本 结论 ， 

7.6.10 定理 单 连通 Eie 群 之 全 体 与 有 限 维 Lie 代数 之 全 
体 成 一 一 对 应 . 

参考 文献 ， [121, [22], [311, [83] ， 
习 是 


1。， 负 z SS xmzh 风口 ={id;9} 纯 不 连 绒 地 作用 和 守 5",S" /DD 
RP" 参看 $5 村 耳 1)， 由 此 推出 "是 RP" 的 秆 盖 流 形 ， 

2。 设 侣 =(0,om) x 呈 ， 群 运算 定 文 如 $217)， 出 Liet 避 ) 是 肘 一 的 2 推 非 
坟 bel 移 Lie 找 数 ， 因 而 健 是 唯一 的 2 堆 单 连通 非 太 bel 的 Lis 群 . 

3。 和 铀 口 是 单 过 通 上 ie 群 ,可 是 连通 Lie 群 , 则 LietG)》 =Liet 本 <=> 品 是 是 的 
覆亡 流 漆 <<= 字 玉宇 91D ,DD 是 局 的 高 散 正 规 于 和 群 。 因此， 敌 定 记 有 议 Lie{G) 为 
Lie 代 散 的 连通 Lie 群 归结 为 确定 人 的 所 有 高 散 正 规 子 群 。 
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第 八 章 Fourier 分 析 


经 典 Fourier 分 析 刻 源 于 周期 函数 的 Fourier 展开 问题 ， 它 
在 其 近代 发 展 中 演变 成 愈 来 愈 一 般 的 形式 ， 所 讨论 的 函数 通常 
定义 在 R" 其 或 茶 个 抽象 的 局 部 紧 群 上 ， 取 值 则 可 能 在 茶 个 8- 
空间 中 ， 经 典 的 Fourier 级 数 与 Fourier 变换 概念 在 更 系统 的 形 
式 下 得 到 处 理 ， 目 最 终归 并 于 一 个 统一 的 概念 ， 

约定 ， 字 母 召 , 如,, 首 ,等 记 复 8- 空 间 ，G 记 第 二 可 数 的 局 
部 紧 群 , e 记 其 单位 元 ，46, palaE Q) 记 G 中 的 左 ,可 平移 ， 任 
给 定义 于 G 上 的 函数 令 (x)=f (wD), of =4of 一 f° has 
fo= pef =f。pso, 对 于 加 群 则 是 了 (2)=J( 一 2%), fo=Tof 二 foTos 
Ta 二 Xa，T" 上 的 函数 总 看 作 RR* 上 对 各 变 元 有 周期 27 的 函数 ， 
相应 地 T* 当 作 加 群 处 理 . 


$1 Haar 测 度 与 不 蛮 积 分 


8.1,1 定义 ” 设 & 是 GG 上 一 不 便 为 零 的 正则 测度 , Yo€EG， 
44E . 罗 【〔. 需 记 妾 的 Borel 子 集 之 全 位) ， 4=jp{94A})[&4A= 
Ad4e)]， 则 称 疡 为 如上 的 左 [ 去 ] Haar 测 庶 ， 

左 、 可 Haar 测度 之 间 有 一 简单 的 转换 关 系 ， 令 关 {4) 一 
4 4 狼人 和. 雪 )， 则 记 是 志 Haar 测 度 拟 沁 妆 是 右 IEaar 测 度 .以 
下 不 妨 只 考虑 左 Haar 测 座 ， 且 就 是 Haar 测 度 . 

R" 上 的 Lebesgue 测度 、T" 的 标准 体积 元 所 诀 定 的 测度 ( 亦 
称 Lebesgue 测度 ) 及 离散 群 (如 Z") 上 的 计数 测 度 是 Haar 测度 
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的 标准 例子 . 对 于 乘法 群 R*= R\\0， 任 给 Borel 集 4 过 R*， 今 
ft 4=| lz| -dz， 赔 上 坟 是 Haar 测 度 : 


daz _f{ loldz_ 4 
aa 2 生 ig 划 “ 
若是 如 上 的 Haarf 测度 ， 则 4 决定 一 不 变 积 分 ( 亦 称 
Hear 积 分 ) ， 任 给 EI(G, 届 ,44),4EGQ， 成 这 


| rax= fia. 01) 
《1 显然 对 简单 国 数 了 了 成立， 从 而 亦 对 非 负 可 测 函 数 了 成 立 ( 用 


Levi 定理 ) . 设 1E (CG,B,2), -911<e,g 是 简单 苑 数 ， 
则 利用 已 指明 的 结论 得 


fs -pad <1eF = e9819 -Fh =21f ~ 9h1<2e, 


这 推出 (1)， 反 之， 若是 EH 上航 韭 零 正则 测 席 ，(1) 对 生 个 
ECc(G) 成 要， 则 不 难 利 用 83.4{2) 推 册 包 是 Haar 测 诬 ， 可 见 
Faar 凋 度 与 不 变 自 分 实质 上 是 等 价 的 概念 ， 

3.1.2 定理 任何 局 部 紧 群 人 于 存在 Haar 测度 ， 且 如 不 计 
带 数 因子 的 差别 时 是 唯一 的 ， 

这 一 有 重大 塌 交 的 结论 是 Haar 于 1933 年 发 现 的 ， 它 为 现 
公 负 和 分 析 的 焉 后 商定 了 基础 ,定理 的 存在 性 部 分 证 明 较 长 ， 
可 参看 [9 。 至 于 叭 一 性 ， 可 简要 说 明 于 下 ， 设 #,v 是 们 上 的 
Haat 测 放 ，1 一 const 意味 着 对 任 络 六 Eee。 (C) 有 ， 


[au=constlft  ，， @ 


L(tu4) 一 


到 gE C0 [ods, [oar>o. 证 (2? 归 于 证 |fawV fees 
与 无关 ， 这 了 叉 归 于 用 Fubini 定理 (3.1.6) 作 以 下 计算 ; 
(gan= ff ewancs) focyryercy) f [gtzs)avts) 
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EE | 
[ 


Ty 


= jarcy) {tf sg) f/ [gay-1s)dr(a)] dns) 
= gedaan cz) f focay-!z)dr zy ary) 


=| sted {ire f [geay- Vaz) dy). 


认 干 设 4 是 马上 取 定 的 Haar 测 度 ， 

8.1,3 定理 若 U CG 是 非 空 开 集 ， 则 4C0)>0; 4(G)< 
co< 产 9 是 坚 群 ， . 

证 取 紧 集 太 G4CK)>0, 因 {aU aE 人 0 村 盖 KK， 训 
有 a qs) 入 KC 己 Uq5， 于 是 


XU = I FA(aid) > (CK) >0. 


车 44G)<coo， 则 有 最 大 的 侣 ， 使 得 存在 页 ,2n 志 全 : 
,bn 上 瑟 不 相交 ,YX 人 G2 必 与 于 个 机 下 有 公共 点 9， 
于 是 zEyK~C6K KEK- ， 从 而 Q 二 UK-! 是 紧 的 . ] 

8.1.4 定理 设 f€E 0G,E),gEL?(G,B,4)，g 是 6G 上 
一 正则 测度 ， 人 和 与 1 上 Wp; 分 别 记 上 ?( 久 ) 与 ?Cg) 中 的 范 数 . 则 | 

(i) lmlof -fh = limlfs- flin=0( p00); 

(ii) limhag ~- gs=0(1 <7<o0). 

证 () 令 A4=suppf， 取 8 的 紧 驾 域 ， 任 给 8 让 0， 歼 = 
让 GZ |f(az) -了 f(z)|<<s} 是 GxG 的 开 子 上 ，e xVACW， 
因 『4 是 紧 集 ， 故 存在 e 的 邻 城 UD x 六 4CCW， 任 给 a ED 
VV ， 当 XEVA 时 直接 有 1f(az) ~- 7(z)1< ai 阁 zELVA)*:， 册 
坟 07E 4” (否则 7 二 a iarEVA1) ， 因 而 f(x7) 二 f(az)=0, 于 
是 1of~ 下。 所 2， 萌 1 所 p<co， 则 


lef -flew= { Haw) ~ F217d por pty A). 
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因此 limlaf -了 = 一 OCS9cco) 类 似 地 可 证 
lim| fa — flin=0. 
(i) 任 给 a>0， 锋 ECeAG,B); lg-hip<e(3.5.2)， 占 
lo9 一 多 sg — anlst bon — his A gp 
< B+ |aB— hlste 
友 已 证 的 人 中 推出 |y - 由 5 一 OUe el1<p<coo) . |] 
推论 车 ECAG, EE), 则 站 下,) ,4G 一 > of 连续 ， 车 
gE LG, BB, A (Epoo), MGLI (GO, BE, A), ar->ag 连 续 . 
泽 。 当 lim1。f -fl 一 0 时 称 了 在 C 上 ( 左 ) 一 致 连续 ， 对 于 
09=R"， 这 就 是 通常 的 一 臻 连续 . 
分 |f44 有 几 个 很 简单 的 “变量 代 换 公式 ”. 
3.1.5 定理 任 给 7jE (G6,4) 及 拓扑 间 构 uw:G->G， 有 


Jf end2 =mods fa (3) 
rs=Aca [fa (we), (4) 
b a2= [fAd2, (5) 


其 中 modu 是 由 4 唯一 决定 的 正常 数 ，A 是 从 G 到 正 实数 乘法 群 
R 的 连续 同 术 {C 的 模 夯 数 ) 

证 首先 设 IE Oc.(G)， 易 验证 (3)(4) 之 左 端 都 是 关于 的 
诺 不 谈 正 线性 泛 国 ， 依 3.4.5 与 8.1,2， 使 (3)(4) 成 立 的 正常 数 
modw, A(a)〔 a 国定 ) 存在 (注意 这 是 涉及 Haar 测 度 问 题 的 典 
型 证 法 ! } .由 


A (oo fa2= |fodh =A {fo22 =A(g) Ac) faa 
推出 A(a6)==A(q)AC(D) (a, bE G), 取 f EC.(0) :>0, 1f11 >0, 
DD 


芝 必 入 


则 Ato) 一 | 上/ 在 s=e 连续 (8.1.4)， 故 A 为 连续 局 态 . 
直接 蛤 知 上 "A44 是 关于 了 的 左 不 变 正 线性 汉 函 , 干 是 | f24 一 


cjf.Ad4,c 是 正常 数 . 因 |fd4=0 (fA) "Aa4=o? | 22, 故 
c 二 1，(5) 对 fE Cs(G) 亦 成 闻 . 

现在 设 1EDLCG,). 不 妨 假 定 f220， 进而 关 可 设 (由 
Leri 定 理 ) 了 是 简单 图 数 ， 最 后 归于 迹 : 六 4E 鹤 ， 


Atari A = modg.4{ 4); ‘8) 

A Ag) = A A A (7 

4(4-)=| AdA. (8) 
4 


利用 83.4(2) 容 易 验证 (56)(7)、 令 p4= | ,Ad4(4€E 9)， 直接 


看 出 六 是 右 不 变 的 。 车 & 是 正则 的 ， 则 8.,1.2 推 出 半 =c 久 ，c 是 
下 常数 。 囊 e 的 紧邻 域 F,， 使 =F YseEVF,|Atz) 一 Tc 
£, 则 | 


人 一 1 = 上 -5 84| /2P)<ce， 
三 


故 得 2 一 1. 余下 只 要 证 的 正则 性 ( 些 处 不 用 第 二 可 数 性 假 
定 ， 否 则 就 不 必 证 了 ). 将 (0,00) 分 成 可 数 个 互 不 相交 的 有 界 
区 间 1j 之 并 ， 使 1 二 (0,oo) 令 了 ;==A-'(T;)， 则 A 在 ;上 可 
积 ， 因 此 上 在 下 ; 上 的 限制 &; 是 正则 的 ， 这 直 搂 推出 凡 在 开 集 
上 内 正则 . 者 4C6,j4<eoo,e>0， 则 必 在 在 开 集 0 二 4 
Ris Us A) +e2 7 ， 于 是 AUZD)<w4+e， 4 是 外 
正则 的 . | 加 

当 人 (x) 二 1 时 称 G 为 主 模 若 。 若 存 在 e: 的 紧 驾 域 WV， 
a-'Vacy(yoeE0), 则 ACV) AC MAD) A{4) 二 1 .特别 ， 
若是 紧 的 《离散 的 或 交换 的 ) ， 则 0 是 乏 模 群 . 
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套 才 文献，19], 122], [38] , 165] 。 
习 题 
1， 局 是 遍 散 的 寺 字 XYEG i 20x 0. 
2， 浇 扣 是 紧 或 离散 的 ，wa 局 衬 G1 则 modn=1. 
3。 者 关 是 挟 上 的 右 Haar 恶 度 ， 则 Pd =0 寺 A) =0 但 Ho 时 不 必 
站.Teeooy 。 


$2 孝 积 


本 届 中 没 人 是 局 部 紧 Abel 加 群 ， 其 中 已 给 定 Haar 测度 2， 
站 = RTG=T 耻 有 时 约 定 R414 二 {97)~" ds [A= (27)-"dz] ,dr 
是 Lebesgne 测 度 ， 此 时 称 4 是 RsTIT9] 上 的 正规 化 Haar 测度 ， 
全 LL?7(G,B) 二 L?(G, 如 ,4) ,给 定 wE LR, 如})， 为 书写 简 
便 ， 约 窜 0) 二 #9 ，]w| 起 1， 

任 给 一 对 图 数 放 下， ，95G 一 2， 称 国 数 


foin= i gay), sel (1) 


为 了 与 9 的 疮 积 ， 只 要 (1) 右 端 对 -几乎 所 有 EGG 存在 ,注意 
Cli 中 ftz- gy =eo(f(s— y}, gty)). 
38,2.1 定理 设 f€E ZL?(G,8), gE L(G, Bs),1<p, 到 


oo = + -Tn ， 则 = 了 J*g 看 在 ， 且 hELr(G, ER)， 
Iflplele 若 "=oo( 妈 + 二 =1)， 则 在 G 上 一 至 过 
续 、 


证 尼 先 设 ? 王 ce。 对 江 纷 zE 有 (利用 83 .5(27)， 
hfe -PD ho arn hifi 
由 此 看 出 #=f*g 存 在 且 [ 如 .所 1fls|g1s， 不妨 设 2<oo。 甘 G 
12 


3a>0, Mi- Bl.=| (feo i* gl, al -filsle->0 【《 参 
夏 8.1.4， 福 党 及 = 二 To8})， 可 见 下 在 GG 上 一 致 过 续 ， 
其 次 设 7?7<co, 于 是 p,4 有 限 . 令 s=p(1 -0!) 二 pjg'， 


p(z) = | Hz)9(9) 84 (zEG), 则 用 H5ldsr 不等式 得 ， 
p(T) | Fes -hf er hg dy) 


EA 
< 省 Popoezn] ”， 
其 中 GL (GD), Py =ifr -lg ) ,r=r/ig 
六 1. 于 是 


gs 人 GPa ea) } ”( 依 3.5.7) 
= ra ss [feentaacn)” 
= 人 es- roraatz] 


“lon 1a) 


一 | 有 和 人 一 二 FL 了， 

这 表明 站 = 9 存在 ， dil < ple lf ltg, 二 1 

卷 积 之 能 成 为 一 个 重要 分 析 工 具 ， 主 要 基于 以 干事 实 ， 
了 * 9 往往 继承 了 每 个 因子 的 “最 好 的 "性质 ， 而 这 又 常常 表现 
为 : 只 要 因 于 f,g 到 自 造 当 的 空间 ，f*g 就 属于 “充分 好 ”的 
空间 ， 且 (Ff,9)H 呈 了 #9 是 连续 双 线 性 映射 下面 举 三 个 这 样 的 
定理 ， 

8.2.2 定理 设 1<7<co， 则 有 连续 双 线 性 算 子 ， 


" 


# :LG EE)x LL?(0, BN)>L?(0,E); (2) 
LE Live(G, BE) x L?(O, Eo- Lf, B); (3) 
击 站 ite, BE,) X 了 (oO, BY)>C (0, BE), (4) 
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其 中 * 记 觅 射 (f ,9 于 #9， 空间 LP?oc 与 于 上 采用 晶 ,5 中 规 
定 的 拓扑 ，CoG， 吾 ) 一 开门 CIG,E)， 其 中 采用 上 确 
界 范 数 ， ' 

证 8.2.1 推 出 |f* gls 所 hf 了 iiolefeL',ygeELr)， 由 此 
得 出 (2)(4) 的 连续 性 . 枉 给 fELlo(G, EE),gEL?(G, EE,)， 
令 4 二 suppg; 任 给 紧 集 ECG， 当 YE 下 时 ， 


|{f* Wo) f(z- yi |gcy) edty) 


< |eaf) -yhlg ary), 
因此 和 了 有 1 了 1 人， 
这 表明 f* gE ?6。， 且 (3) 是 连续 的 ， 
8.2,3 定理 ” 设 0<r<oco， 则 有 连续 双 线性 算 子 ， 
* BR ED) x Lioc(R", E> 2"(R",B); (5) 
* R'E) LIR", E> FR", EB), Hy 
* tT EB) x LT FE) "(TT", BE), (7) 
其 中 多 "T", 吾 ) 作 为 "(R", 避 ) 的 子 空间 意 六 是 自 明和 的 (也 可 
套 置 人 9.8). 在 (5)(6)(7) 三 种 情况 下 ， 有 恒 秘 式 
of rg)=o0"f 9g, |ol<Cr+1i.. (8) 
证 任 给 1€ @"(R", EB),gE Lo(R", Bs), 邻 4=suppf. 
任 取 有 界 开 集 UCCR*， 令 玉 =0- 4， 当 weEU, al < 之 n+ 1 时， 
hfs-g)o na = {0sfce -9)9(y)ary) 
存在 . 因 19:7(z 一 殷 9( 的 < 1oo8 1171， 改 3.2.6 推 出 
df #9) C2)= [60°f) sy)g (yd y), ED, 
可 见 (f*g)iVeor, 
seplo Cf * 9) lh lgiwh,, 
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这 推出 65) 连续 ,对 (6)(7) 的 证 明 是 上 类似 的 ， 醒 
8.2.3 表 明 ， 只 归 j, 9 之 -足够 光 清 ， 了 9 亦 将 足 铝 光 户 . 
老 以 m*# 记 敖 积 算 巴 一 > pxf， 则 对 尾 一 取 定 的 PpE 多 7(R?， 
苹 !)， 从 {5) 得 到 连续 线性 算 子 各 #1Llo(R”, E>"(R"，, 
五 ) 这样， # 将 上 1oolR", 百 ,) 中 的 “十 函数 ” 光 请 化 了 . 着 
积 在 应 用 上 的 巨大 价值 主要 有 赖 于 此 .下 节 中 我 们 将 系统 地 展 
开 上 述 思 想 . 
任 给 f: Ty 令 V()=V3"(f). 设 BVY(T,B)= [f: T> 
百 jV(f)<<oo0} ， 它 依 范 数 节 ly 一 了 (fF) 二 上 上 是 --…8- 空 间 . 
8.2.4 定理 依 以 上 约定 ， 有 连续 双 线 性 算 子 
#1BY CT, EI) x LiCT, EBV(T, BY). (9) 
证 和 任 给 JE€BV(IT,8),gELI(T,E,), 显然 =j*g 在 
在 ， 尾 给 [0, 3238] 的 分 划 0= zu<cai< 把 7 一 2m， 
lk:) ~ ~ Rr 


<| Elf (rp firs | 9) Nancy) 


<V(f lygl,, 
因此 天 (机 十 | 下 es FF 十 二 | fg ， 
所 要 结论 由 此 得 出 ， :1 


郑 积 定义 中 所 用 的 w 可 取 ， 天 ( 丙 , 盏 )》 x E>E， (4 HA; 
Cx EE,(a,2)E ar 五 -代数 中 的 滋 法 ,特别 是 复数 乘法 . 
若 取 后 者 ， 则 我 们 有 运算 

DG XLIGOYL(G), (fof yg. (10) 

众 (1) 直接 看 出 (10) 是 一 个 交换 “乘法 ”; 而 用 Fubini 定理 可 
指明 它 也 是 结合 的 ， 因 此 z:(G) 焦 切 法 (10) 是 一 个 交换 旦 - 代 
数 ， 称 为 芍 积 代数 . 

各 全 (10) 可 扩张 到 空间 对 (6 上， 其 构成 天意 如 下 ， 
企 给 上 ,>E MIG)，3.5.5 推 出 ， 由 等 式 
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[petcpsDD=jarco [pest wir), PECG) (11) 


唯一 决定 -一 个 上 syE 于 (G)， 直接 看 出 J] * ?1< 才 4 有 |?1。 因 关 
于 复 测 度 的 积分 归结 为 对 正 测 度 的 积分 (83.3(8))， 故 可 将 
Fubini 定 理 用 于 (11) 得 出 Kx*? 二 ?* 友 、 其 次 ， 


pala sm #0)=)p cs ty a yd (2) 


(RIOENMCG)), 可见 (Fp) 0 二 上 # (7 0),。 这 样 ， 
MC) 依 “ 知 积 ”&* ?是 一 个 交换 8- 代 数 ， 卷 积 代数 寻 ( 上 中) 合 
有 单 倍 元 昌 可 定 交 对 全 运算: 任 给 4EG,AE MCG)， 由 


[ezw=eto ,Jet = {Pian, we CoO) (12) 
定 浆 出 sa, 太后 弄 (G)， 不 难 验 证 型 (G) 依 对 合 上 HA 是 一 [* ) 
代数 ,7 .1)， 而 eo 是 凋 ( 如 ) 的 单位 元 ， 任 给 WE 更 (G)， 
| peace 如 ] = ae cw) [ptet ann) = [pax. 
现在 指出 ，Z(GI) 是 用 (GQ) 的 一 个 闭 (* ) 子 代数 且 是 一 理 
MO), 若 Yx==fa4 TEL, PECLOY, 
fracas m= farcn) fpes tf da) 
= [pceacs) {fer -yercy) 
= [Crhr)aalz), 
园 站 4( 4 y=h4,8(z)=|f(z-yyarly)E LXG), 子 是 可 
认为 
fer= {f(r vay) (13) 


(参照 83.308))， 其 次 ， 若 d= 了 8% ，d7 二 ga 和 ， 则 由 133 直接. 
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推出 
(ps (as)= f(z -9 (day) = (f #9)(2), 

可 见 上 L(G) 保 持 卷 积 运 算 谋 入 2(G) 中 . 车 ur 一 JE2， 则 
[aee= [wyaa= fo Fa, 


可 见 只 要 在 LG) 中 定义 放 = 了 ， 上 L1G) 就 成 为 对 (G8) 的 一 个 
(《* ) 子 代数 . 

邵 使 G 是 非 交 换 的 ， 亦 可 用 类 似 的 方式 在 六 (0 ) 中 定义 郑 
积 与 对 合 ， 使 之 成 为 一 个 (*) 代 数 ， 

若 考 文献 : ;9|, [221, i123], [38117651，[78] . 
习 通 

1， 若 j ,9g 之 一 有 紧 支 集 ，f * oy 存在 ， 人 则 

suPPp(lf eo) Csuppf+snppy, 

2， 工作 了 (Lp 之 00) 是 着 积 代数 上 1tT") 中 的 国 坦 想 ， eik*z {RZ"} 的 

有 限 厂 性 组 会 之 合体 是 上 1 于 "中 的 理 扯 ， 


$3 寺 异 积分 


本 节 沙 用 上 节 的 绝 定 与 记号 ， 考 察 由 卷 积 定义 的 奇异 积 
分 ， 并 将 其 用 于 解 基 些 逼近 问题 
8.35.1 定义 设 3 是 -- 有 向 集 , {9s} ceCEHG) 满 足 :il 


Y se 8: | 0sd%=1 (让 ) 企 给 0- 部 域 『CG， lim [0.22 =1 {以 


及 (iii 任 给 0- 侣 域 FCen in| 。 Os dA=0, supl 0 oi <o0, 


则 乏 98。 为 奇 蜡 供 分 棱 [ 带 扩 单 位 ]; 任 洽 EL?(G, BB)(i<p 
co}， 称 入 他 


(fr 070 io), rel) 
为 以 9, 为 楼 的 卷 积 型 奇异 积分 或 简称 奇异 积分 。 


~] 


通常 取 有 为 呈 或 某 个 实 区 间 ， 对 于 后 者 ， 约 定 以 “60 
指明 人 3 的 序 向 ， 当 然 5 可 能 换 成 其 它 字母 . 若 核 8。zP0， 刚 它 
必 为 诛 近 单位 . 

首先 看 工 土 一 些 奇异 积分 核 的 例子 ， 


六 站 (一 “=sin2 mlz f sin 7 ,mh 0 (2) 


1 | 


四 
Pta SD, (= 1 (sin®® f sin® | ,1 
3 mm 2 2 


k= 

(3) 

P(r} pltipikz 1-7 Or 0, (4) 
A 1-2rcost+r:? | 


它们 依次 称 为 Difichlet 核 、Fejer 楼 与 Poisson 楼 。 构成 R" 上 的 
核 的 常见 方式 是 ， 取 0<8EL(R")， 151, 守 0， 则 
OA(r) = 0{ sr | 0, Oc eoo (5) 
或 Os(2)=e-"O(z/s) /oh,o0>s>+0 | (6) 
显然 娃 通 近 单位 ， 称 这 梯 梅 成 的 9 为 Fejar 型 核 . 分别 取 
rsinrt rE R), (1+ | "及 exp( ~ | 5)(z€E R") 作 
为 于 述 舶 8(3),' 得 | 


F,(z) = SS, 0<s>col (7) 


A 


P(r) = (re eco (8) 
co>g> +0 
Wr = (2 sexpr _ 1 [X000, (9). 
它们 依次 称 为 Fejsr 核 ，Poisson 杰 与 Weierstrass 杰 ，(2) 一 {4) 
及 47) 一 (9) 都 是 z 的 偶 函 数 ， 在 z=0 邻 近 有 愈 来 愈 突起 的 钟 状 
图 形 ， 浴 52) 外 都 是 台 近 单位 ， 
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任 给 R[T] 上 的 逼近 单位 8， 
他 {+) 二 OF), 二 二 【出 = (#1, "rn ) ‘10) 
是 R"[T"| 上 的 表 近 单位 . 例如 ， 


四 2 
F(x}—= IT 4 (sin /sin 家 ,省 一 《和 Ye) 
f=1 E， 2 2 


是 T" 上 一 冰 近 单位 ， 其 中 二 C6, En) ,0<bEZOEIGR) 

积分 (1) 的 价值 在 于 ， 在 一 定 条 件 下 可 用 * 6, 来 逼近 了 ， 
而 * 60。 的 性 质 通常 较 了 为 优 . 

83.3.2 定 提 LEFejar) 设 9, 是 上 的 并 近 单 位 . 

DEEL GE), KOG, lm sup f(r~ 8) -f(r)|=0, 
则 在 KK 上 ff * 86 了， 

(ii) 者 f EL?(G, EB)(l<P<o0), If * 0 ~ fio>0. 

证 (i) 取 G 的 0- 邻 域 F， 任 给 zE 五 ， 


1 0 DT (+ |, fs- -704 0s) 


< Sub fs- -fo +2lfh. | ,10 a1 a, 
KgEYr ， ， 


部 后 


于 是 所 溉 结论 由 定理 假设 及 8.3.,1 之 菜 件 Gii) 推 出 ， 
Ci) 入 A) = 定 半 PG 
Tra) 3 则 


1 0, < jj.epaa | < hp brary) 
(利用 3.5.7) 
= -fi tecy) arc) = [+ { ， 
于 是 可 如 (让 一 样 【〔〈 利 用 8.1.4) 完 成 证 明 ， L 


这 样 ，f* 8。 依 范 数 收 化 的 问题 就 有 了 令 人 满 兰 的 解答 . 
至 于 按 点 收 伍 ， 所 需 的 条 件 要 强 得 多 . 首先 指出 ， 不 寻 证 明 以 
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下 结 采 : 
8.3.3 定理 设 8 上 的 通 近 单位 9, 福 足 ; (让 任 给 0- 令 域 六 
CC， supl 9. | | 人 oo (i)supp8 祈 二 ， 太 是 与 8 无 美的 紧 


. 车 + 是 fE LK(G, 记 ) 的 连续 点 ， 则 (于 # 96) (2)>f(z). 

但 8.3.3 对 连续 性 很 差 的 了 没什么 意义 ， 下 面 证 明 两 个 较 
精细 胎 结 果 ， 设 =R" 或 T， 则 

HE CE A 


< 


rn 0sC9) Ga) + fn) ep ea 
[¥! > [i>8 
一 了 十 7 十 了 (12) 
其 中 0<6<6,5 二 oo 或 5 ，g(8) 二 上 f(z 一 8)1， 下面 保持 这 些 记 


，。 $3.3.4 定理 设 G~R"[T]. 上 的 让 过 单位 9, 有 “优势 数 ” 
sE A([0,5))， 机 在 [10,5) 上 单调 喊 ，supjhol<<oo，19,(2)| 
hs( jl)(0< zl <5), 若 5 是 feEL(G,8) 的 LC3.6.2), 
Wf (2). 

证 令 P(m= | 4f(r-) -f(z)1d2(9), 则 FP(7) 在 [0， 

yl r 

5] 上 绝对 连续 ,Ys>0, 36E(0, DY rE (0,6]; Peer 
依 上 12) 的 记号 py 

< {We-p) -foltod wien = har 


| 所 上 


pO)h(6) -| Fadhe < £6"h,(8) =o rh 


= 中 Baraat hal, 


| 
[En 


其 次 ， 当 6< 四 <6 时 ，19,CD| < 9) ) ho6) 6 bh. 
到 Pp EL CO NEG),: 9-9<de， 则 
L079 -pht lol. | 10.C)1eacy), 


| 


厂 端 第 一 项 之 21&b. 至 此 蕊 可 见 1imf 关 十 天 十 六 7 一 0 "| 
3.3.5 定理 设 Py(z), W(x) 如 (8)(9), xz 是 了 ELi(R"， 
如 ) 的 工 ~ 操 ， 出 (C* PC) 了), (Fs WW) (rr) (y+ 
0, S00 ) ， 
证 只 对 证明， 关于 Ps 的 证 明 是 类 似 的 ， 设 e,# 如 
3.3.4 之 证 明 中 一 样 ， 则 类 杞 地 有 { 依 (12))， 
Tne(v 2 sr Xp ( 一 er)dr na) mT (3s )e. 
骨 了 到 PP EL (RONDAR"D), ho- ph<dre, 
Txesup (2 s)"exp( - s16)6*e + lpl. | Wag)ary). 


#1 

用 微分 法 可 求 出 右 端 第 一 项 为 (az/e)s“2e， 由 此 看 出 所 要 证 . 口 

不 礁 验 证 核 (3)1(4) 满 足 8.3.3 之 条 件 | (4) 以 自身 作 优势 国 
数 注 是 8.3,4 之 条 件 ; 对 于 (3)(07)， 可 分 别 取 2 和 27 (4 十 人 2221) 
与 28/(1 十 s2z2) 作 为 优势 函数 . 

奇异 积分 (1) 有 两 种 典型 的 应 用 ， 首先, 设 总 是 一 实 区 间 ， 
SF) 在 训 x 如 内 满足 某 个 方 程 L(w)=0, 上 是 
Jlimau{s,+) 二 f(x)《( 依 范 数 收 化 或 按 点 收 化 ) ， 则 积 分 (1) 给 


出 方程 5ta) =0 的 满足 “ 边 值 条 件 ”a -= 了 的 解 ， 例 如 ， 
设 fE€ LN(T),9gEL(R")， 令 
u(re'r)~{(f* P)(P) 
] 2 ] 一 他: 


13) 
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Wt, 的 =(g 并 Pi){(w) 
一 1 十 1 天 十 | .YY 
= rt)| Cr (SY, (14) 
(XT, FE RR x {0,00)} 
ult (gu We) (2) =(470)-" (eexp( - 区 = 外 ja， 
(15) 
s=F77 (£,2) € (0,00) x R", 


则 (+3) 在 单位 贺 内 (Cr< 1 满足 Laplace 方程 Au=0 及 边 信和 条件 
21 | 一 万 《14) 在 “上 半空 间 ”( 扩 >0) 内 油 是 A# 二 0 及 边 值 条 
御 # 16 二 9; (15) 在 半空 间 刘 0 内 庙 足 传 热 方程 4 一 A# 及 边 值 
条 件 #1:-o = 二 9， 在 上 述 三 种 情况 下 ，% 到 边 值 的 收 茂 痢 是 五 ! 收 
人 煞 号 几乎 处 处 收敛 (8.3.2 一 8 .3.5). 

尹 一 方面 ， 形 如 ( 1) 的 积分 为 解答 某 些 函 数 空间 中 的 逼近 
问题 提供 了 一 个 一 般 工 具 . 

8.3.6 定理 投 SCR" 是 一 开 集 . 则 (让 (9,8) 在 Lr?(D， 
2)(1<P<o0) 中 稳 窗 ， (ii) 外 (BF) 在 89 "(DO,B)(0<r<o0) 
中 稠密 ，(iii) 定义 于 如 内 而 系数 在 四 中 的 多 项 式 之 全 体 在 
2 人 局, 四)0O<Y<eo) 中 稠 帝 ， 

证 取 吃 E 罗 (RD 人 一 0 一 Bf01)5.1.5) 设 9 如 
(8). | 
() 设 fE CB)CCoA(R",B)， 则 当 s 充分 小 时 * 6,EE 
他 ( 避 , 耳 ) 【大考 8.2.3) 。 依 8.3.2,， 上 80, 一 了 fl-0(9 0). 
于 是 结合 3.5.2 看 出 令 ( 只 ,号 ) 在 了 所 ,2) 中 稠 刻 ， 

(让) 取 名 中 的 紧 集 的 穷竭 序列 [Kj pi:E 2B(R'), KK 
Pim i 任 给 GE FO,)， 令 fi 二 tf 取 6 er 人 > 使 
得 8.0, Kiii+ B"(0,8) CD. 人 Sgi=fi# 60s, WE ND, 


六 


)， 必 给 紧 集 天 CD,aEN", lal<7+t， 当主 充分 大 时 所 十 
B"(0,s) 候 开 ， 因 9cf 在 下 上 一 致 连续 ， 故 8.3.2 推 出 


org — O°fles hor fm f)* Oodlet of* Os -ofl 
=|0°f* 8,, -0°f|r> O00o) 


Cfx 二 上 fi 下 上 F,)， 这 表明 在 2 "(人 ,了 吾 ) 中 gf 
(iii) 设 fEB(02,B), Ws 如 (9), fe 一 J* WF:， 则 8.3.2 推 
出 0° 他 0"f(aEN",5>00)， 因 f(z) 可 扩张 为 整 函 数 


fst2) -站 feel -D(z -ydy, 2€EC", 
故 从 其 Taylor 展开 式 可 得 多 项 式 有 i， 


LT 

显然 在 "以 介 , 百 ) 中 有 一 了， 结合 (i 得 (人 ii) 新 要 证 .。 [J 

结合 8.3.6 之 (iii) 与 1.9.6 得 到 (与 3.5.2 对 照 ) ， 

推论 1 著 灵 可 和 分, 则 儿 人 所 各 加) 与 BT ,BB)(0 和 roo0) 
可 分 ， 

性 给 紧 集 下 CCR"，fEC(EK)， 由 1.4.8， 可 以 认为 fE 
CA(R")， 于 是 从 8,3.6 推 出 经 典 的 Weierstrass 定 型， 

推论 2 每 个 :EC(K) 可 用 多 项 式 一 臻 逼近 ， 

8.3.7 定理 设 人 CR" 是 一 开 集 ,f ELioo( 人 ,8). 若 Y9 


€ 9(9): [pfar=0, 则 fo. 


证 ”由 3.5.3， 只 需 证 对 任 给 rE CoQ)， 有 |9fdz 一 0 令 
KE=suppey. Yewo, 隘 间 后 遍 ( 人 7) (9g—¥) (fe 取 下 
的 他 域 YEO， | 1y(2)f() ar<es 取 hE 9(O)s KAh 


FE 
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VP 令 久 一 严 作 ， WPE SC(0), [pfes=0, 了 是 所 可 结论 从 下 
式 厦 出 ， 


| < 


eff IK Li+e, 


(9-9) fas 


se 


~ 
Lj 


孝 考 文献 : [9] [14i), [151, [22], [23:,|38], [57] [85j, 
(731, [751，[781 。 


习题 


五 中 用 
3 设 fE LPITHEY 人 p00) 出 "Stekloy 了 茹 数 " 了, (I) = 区 


cd 3 可 表 沿 奇 寞 积分 ， 由 此 担 出 fs 守 耻 。， 一 了 30TR 二 D)。 
2.。 谈 FE 工 ?， 则 :六 。 忆 -15 于 rt0<r<1) 的 增 国 数 ， 


_ Set 
5， 


sos 二 六 "ma 是 一 诸 近 单位 ， 册 此 推出 竹 个 
fECtT,) 可 用 兰 角 多 项 式 一 至 秩 近 ， 


$4 Fourier 级 数 


本 家 中 4 记 T" 上 的 正规 化 Haar 油 许 ， 有 ”中 的 标准 内 积 写 
作 z3， 令 eg) 二 e's(EEZ", ER"). 


8.4.1 定 尺 ”和 任 给 jE 所 (CF", 玉 (二 LT*, 思 ,和 1))， 称 
f(&=(f ee)(0) 一 | (ze-es8htr),bEZ (1) 


为 了 的 Fourier 系 数 ， 称 ne zr (#)jei: 为 站 的 Fourier 级 数 ， 
(1) 显 然 推 出 # 关 二 生生 当 0 类 EZ" 肝 ， 


HfL =H ~ fs) ga 


< cw -s+ Hs)as = -fl (2) 


其 中 a 二 zk/ 二 ?、 因 此 8.1,.4 推 出 了 0( | 和 >o0)， 即 了 E 
CZ", 8), phe Ph) 

车 f ECrCT,E)(0<r<oo), D= -id, 则 对 (1 ) 用 分 部 积 

分 得 
(只 5 六) (看 ) 一 下 9 站 下) ，| 人 | rT, hEZ", (3) 
站 比 上 (下 一 ef BI- 《和 co)， (41 

从 (1) 还 直接 推出 (ff* 9) 一 站 人 EC， 加 ) ,9E 
到 (了 T") 

Fourier 级 数 的 下 就 性 依赖 于 被 展开 水 数 和 妈 性 质 ， 对 于 充 
分 “好 ”的 医 数 ， 收 敏 性 是 不 成 问题 的 . 

8.4.2 定理 车 | ECTCT" ,有 <T 二 co, 则 ff 的 Fouriet 级 
数 在 一 "1(T", 豆 ) 中 收 做 于 了 f(x). 

证 “只 需 对 "一 ?十 1 进行 证 明 ， 由 | (1+ I#D)-"-'dz <eo 
与 (4) 推 出 ， 王 75)ex 纺 对 并 一 臻 收 敏 于 某 个 FEGCCT*, 畏 ) . 今 
证 ff 一 天 .不 妨 设 加 =C (否则 考虑 gp of ,9p EEB') ! 令 g ==f -也 
则 9 0. 4.7.3 推 出 leq 生成 的 代数 4 在 CCT") 中 称 害 .Ye >0， 
了 腾 p EE Alp - glo, 于 是 


=| 9502 = 969 -pyar elol< slg 
这 推出 lgi; =0， 从 而 yg ==0. [小 


对 # 二 1 这 一 特殊 情况 可 得 到 更 精细 的 结果 . 取 定 EL'(T,， 
如 )， 演 虚 其 Fourier 级 数 的 对 称 必 分 和 


Sn(f) 和 JR er 一 了 站 mn， (5) 
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其 中 Ds 是 Dirichlet 核 (83(2)》， 任 维 sE 已 ， 不 难 算出 


Sn(1)(O)-s=| gsin(m+i)ydy, (6) 
其 中 oD) = [FD + 20] /2rsin¥ . "(7) 
特别 ， Sn 有 CO= 上 Pp{y)-- th, (8) 
PT Dt 4) san z (9) 


下 面 利用 (6) 一 (9) 及 以 下 两 个 引 理 来 证 明 收 笋 定理 8 .4 5 
8.4.5 Riemann 引 理 若 gEDm(ia,8], FE), 5 所 4<5< 
oo0, 则 


lim gz) ere 0 .| 六 (0) 
|] 全 


证 可 设 g ECl(8.3.6)， 于 是 (10) 由 分 部 积分 得 出 国 
8.4,4 Dirichlet31 理 设 p EL 0,8],E), 0 co 车 
9 在 任何 区 间 [0,61(10< 一切 上 疾 变 ， 山 


lim | p(s) Habe 7 pe+0), a 
证 不妨 设 b<o0,p(+0) =p(0), 进而 可 设 p00) = o( 否 


则 以 吧 (y) - -P10) 摘 Pz), 福音 lm 党 ”1 Sinfads = ” 3). 分 
Flr) = 上 | Si 及 1， 出 ， 


fwwarca)) 一 |pcozce) -pay| 
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riilw ot+r ip) 0 + 0) 
《参考 3.7 .2 与 3,7.7) ， 结 合 {10) 与 以 上 事实 推出 (117， 门 
8.4.5 定理 设 fELCT,)， 则 Sst 了 2) 的 收 伐 性 反 与 


f 在 z 邻近 的 性 状 有 关 【 局 部 性 原理 ) ; 车厂 关 变 ， 或 fx 土 
0) 及 了 (2) 一 Him y [f(z 十 9) -了 (x 十 0)] 《所 谓 单 边 导数 ) 存 


在 ， s=3 (2+0)+f(s 0)], Sa(f) (2) >s(m>o0), 

证 可 设 +=0， 因 (8) 右 灌 可 写成 | + | (0<5 <z)， 而 
(10) 推 出 lim| "=0， 故 limSs(f)(0) 之 存在 性 与 值 决定 于 f(9) 
在 | 站 <6 内 的 性 状 . 车 f 了 团 变 ， 则 (9) 亦 圈 变 , .于 是 (11) 推 出 
Sn( 用 (0)> P+0)=s, 车 f400) 存 在 ， 则 (7) 在 [0,w] 上 可 


积 ， 于 是 (10) 推 出 Sw(f) (0) - s>0， . 门 ) 
Carjeson[l7]j 证 明了 ， 老 FE 523(T}， 则 Sa(f) ,这 一 
结果 又 被 Hunt 改 进 成 对 任何 f€ 工 ?(T)(B>11 成 立 . 因此 阁 f 志 
0(T)， 则 Sutf) ff. 个 汪洋 性 撑 不 是 以 保证 Sa(f) 处 处 
收 仇 ， 以 平 是 一 深 乾 的 窜 定 结果 . 
8.4.6 定理 设 正 数列 |5s] 汪 忌 supfim Inm 一 oo0， 则 存在 


移 密 Gs 和 集 PCO(T, 电 )， 使 得 对 任何 jE PR, 4s= {x lsupl pn ， 


Sn(f)Cz)i oo 是 T 中 的 稠 宿 Ce 集 . 
证 取 定 *， 考 谍 线 性 算 子 
Lm 'C(T, BE, fi fnSn( f(r), m1, 92, 
取 aE\0， Yas€ UT): Jpnrls=1, praly) :sgn De (ey) 
《到 oo)， 则 
Bmlall Dl lim] La(epn) lL dalk, 
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因此 1I5n| 之 Pa1Dmjl， 不 难 由 38342) 导 出 以 下 信 计 ， 
ipah=4|- lsinmzl gr O01) = 4inm+ 0(1), (12) 
To * 天 


由 此 得 sup1 Lnl = co， 故 本 = EC(T, 8) jsup BnlSn(f) Co) 


==coj 是 秽 蜜 Cu 集 (1.5.4 之 推论 ) ， 取 可 数 秽 子 集 {4} CC 一 7， 
zx)， 则 二 门 Fa 是 CCT, 吾 ) 中 的 币 审 Gs 集 (1.3.8). 任 给 fE 
F，4s= 站 U fz ipn1Sn(P(2)1 > 对 显然 是 稠密 Gu 集 ， 口 


基于 .9u( 门 政 藏 问题 的 复杂 性 源 于 “了 wm 非 遂 近 单 位 ”这 一 
率 实 ， 与 此 相对 则 ，8.,3.2 与 8.3,4 直 接 推 出 ; 

8.4.7 定理 令 0() 一 了 ,和 93(11), 若 ffECrCT"， 
EB)(0STreoo)， 则 在 8g "(CT", 召 ) 中 os 了) 了 (入 >o0)，;， 若 fE 
Lr(T", 四 (1<2<eo)， 风 ortf) 一 了 sp->0( 全 co 车 FE 
LiT,E), No fs fio0). 

8.4.7 有 一 些 重要 推论 。 首 先前 搂 看 出 

推论 1 系数 在 中 的 三 角 多 项 式 之 集 在 8 "TT"， EB)(Vr 
< 之 090) 中 稠 帘 ; -Le 有 E2Z7 是 ET 的 一 个 Hilbert 基 【 和 参考 ] - 
10.6) 有 车 避 是 Hilbert 空 间 ， 则 每 个 jE ZI, 呈 ) 可 展开 为 在 
LCT?, 吾 ) 中 收 敏 的 Fourier 级 数 了 中 站 下 Je 且 成 阐 Pafscvai 
等 式 上 和 二 三 | 了 C4)1* (参考 8,5.6) ， 1 

其 次 ， 车 FE DT”,8),f=0, 则 ox(f) 三 0， 效 有 

推论 2 ZI(T" 召 )>Do(Zo 轨 )， 有 是 一 单 射 . 

然而 由 -了 却 远 韭 满 射 。 例 如 , 令 A4{2)== {1fEL'(T)}， 
则 天 (12) 推 出 | Dalif|DPnl, = 二 |Dali 无 界 ， 从 而 道 射 "A(Z) 闻 
(TT), 了 > 扩 不 连续 ,因此 4(Z) 是 Oo(Z) 中 的 瘦 集 (1.6.1 之 推 
论 1) ， 可见 即使 a =001), [ee 志和， 三 角 级 煞 台 ares 成 为 
Feurier 级 数 的 机 会 也 很 少 。 判 定 一 个 Iqr) 是 否 属 于 A(2Z) 是 -- 
重要 课题 ， 试 看 一 个 这 方面 的 结果 ， 
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二 


8.4.8 定理 设 [oxj sezCC0n= 上 守 器 ofej 则 [oj 是 


9 二 0 | 了 | 考 训 


某 个 FELZITFEE?1<a<col 的 Fourier 系数 < > io 在 工 中 
收 敏 Lsuplcnjz< co| 。 


证 ”车 姑 站 让 FEEPLIT)OSDP<eo)， 则 直 匀 看 出 
on=on(f)= LS 8), m1 2 (13) 


当时 1s- 由 【人 sc) 当 P=o0 on fl,.: 
有、 
反之 ， Esuplonls< oo (< p00), 则 1.8.8 推 出 有 子 列 


{fm} 在 5? 二 (CLAP 二? 二 1) 中 om 器 收 煞 于 其 个 下 
于 是 


fun) = [ferd2 =1im i 


=—lim(o ms: 让 ec}(0) = ds, 下 记 立 ， 
当 1on 一 fi->0 时 显然 同样 得 出 (人 二 aq. 三 |] 
掖 3 .4.7 之 推论 1 ， 对 任 给 1, gE (了) 有 
jaa= BF . {14) 
实际 上 {14) 琳 可 能 在 其 它 条 件 下 成 立 . 


8.4.9 定理 设 太 9EZIT)、 若 (supl3n09)1e<ceo， 或 
(ii) 9 图 变 ， 则 (14) 成 立 . 


证 车 ( 让 泣 是 , 则 1 .8 .8 推出 有 子 列 {mj ; [Sm(9)]} 在 5” = 
《元 :中 弱 收 敏 于 其 个 如 因 


克 可 设 9=#，。 青 利 用 弱 收 人 鳅 性 ， 得 
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fa =lim |f8mit9) a =lim 5 > BDDCE) 


男 以 上 结 诊 可 用 到 4 的 任 一 子 列 的 子 列 ， 故 114) 成 立 ， 当 有 
售 变 时 ， 考察 8.4.4,8.4.5 之 证 明 不 难看 出 supjSn(9)ls<oo， 
子 是 可 用 已 证 结论 ， | 

称 cm{ 六 一 了 > Fm 为 站 的 Cesaro 痒 均 ， 相 应 的 Fourier 级 数 
求 和 法 称 为 Cesaro 洲 和 法 . 一 般 地 ， 著 0 是 T 上 一 逼近 单位 ， 
了 * 昌 ; 有 Fourier 殿 开 : 


了 间 自 ,一 之， Ok) FE es, (15) 
直人 了 


则 可 用 (15) 近 似 代 不 了 的 Fourier 级 数 ， 从 而 得 到 Fourier 级 数 
的 一 种 求 和 法 ， 这 类 求 和 法 的 实质 在 子 通 过 引进 因子 6.() 而 
使 可 能 发 散 的 级 数 王 /FE)er 变 得 有 收获， 对 于 Cesaro 求 和 法 ， 所 
述 的 因子 是 Pn( 和 =1 - 长 ， 人 出 <mm=1，2,…， 当 出 > 严 时 
(8) 二 0、 若 以 核 P, (83(4)) 八 替 a， 则 得 到 所 谓 Abel- 
Poisson 求 和 法 ， 对 于 它 有 户 :() 二 ?7 症 (EEZ,0<r<1)， 因 此 
对 任 给 fE Li(T, 瑟 ) 有 


f*P= > ritif(E)es, | (16) 


关于 f* PP 显然 亦 有 类 似 于 8.4.7 的 结果 .下面 指出 ，5m( 了) 、 
vm( 有 及 4,(f) 一 f*# P. 这 三 种 和 的 按 点 惧 襄 性 是 递 次 扩大 的 ， 
这 由 以 下 结果 推出 ， 

8.4.10 定理 设 !abjgc 吉 是 一 有 界 序列 ,8 一 4 十 … 十 三 ， 
or= TES/ Et), WO Se S->re 8 ii oS Sgr 
>S{(r1 -0) , 

证 (i) 是 平凡 的 , 今 证 (i)。 任 给 8>0， 设 当 名 >m 时 
Ho 一 好 1<<e， 利 用 (1 -Y) 一 一 并 (上 1)rx 得 
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[- 
| 3 dr 一 4 
束 二 各 


此 一 品 = .， 


一 (1 一 7 


| CP 
k=0 


| | +e， 


由 此 看 出 ?ar*>S{r>] 一 00). 
套 考 文献 : [141,[17], [23],165|, [68], [831. 
习 是 


[] 


十 
1， 妇 f 世 RB), peEL"(R) ,sup [We [< 


lim | reseeoars 0. 


2 设 太 E 瑟 区 下 五) ,0AEZ: 期 | 站 CR) | Ef 2 
3。 投 f ECCT"E), W/EC-E YaEN", supl[ hef Ch) [|< , 


$5 Fourier 变换 
本 节 中 约定 dx,46 等 记 R* 上 的 正规 化 Haar 测 座 . 
8.5.1 定义 任 给 FE 工 (R",B)， 称 
FO = |f (veras, EGRe (1) 


为 了 的 Fourisr 变 式 ， 称 睦 射 了 -> 了 为 Eourier 变 换 . 
(1) 可 写作 天 和 二 (fear) (0), efz) = et .用 部 同 
$4(2) 的 式 子 可 指明 limf(6) =0, .个 此 fECoR",B)， 且 4。 


< 有 
与 Fourier 级 数 展开 和 类 似 的 问题 是 ， 当 f ELK! 满足 什么 灯 
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件 时 ，“Fourier 积 分 ?| j(5)exds 收敛 于 f+ 下 面 的 解法 址 类 似 


于 Fourier 级 数 的 求 和 法 . 

8.5.2 引 理 设 R* 上 一 逼 近 单 位 9。 满足 条 件 : (i)2.E 工 2， 
BA 一 (8 一 br (ii)sup 人 .| <eo (iii)limpo 05) 一 1 (iv) 
fe ) 则 当 fE LCR",8) 且 了 EDL’ 时 几乎 处 处 
成 立 反 演 公式 : 


Ho) 一 | (eds. (2) 


证 “利用 条 件 (及 Fubini 定理 推出 
1* 9 一 9)JS)esd5. (3) 


十 是 (27 由 控制 收效 定理 推出 . 站 

与 84015) 对 赔 ，(3) 可 称 之 为 积分 |(5)es8 的 “6-- 平 均 ”， 
亲子 和 (5 对 应 (15) 中 的 六 08) ， 取 一 琴 。( 届 83C9)7， 则 

佬 。(E) 一 expb(- 全 | 27489) = (MT) WE /2s:), (4) 
可 见 访 ,满足 8 ,5 .2 之 条 件 ( 对 于 (iv) 用 8.3.5)、 于 是 得 到 ; 

8.,5.3 定理 设 FEZIOR 吾 ) GE . 则 反 演 公式 (2 几乎 
处 处 成 立 ， 当 了 连续 时 (2) 对 所 有 +ER" 成 立 ， 

推论 1 {唯一 性 定理 ) 若 jE ,了 =0, 划 ] 汪 上 0. 

(2) 可 缩写 成 1f*^*=f， 由 此 显然 推出 : 

推论 2 若 L(R", 百 ) 的 一 子 空间 x 满足 ， f E.x 二 f, 站 Ee 
.1 册 ->.w 有 一 了 是 一 拓扑 局 构 。 

当 #= 二 1 时 ， 亦 有 类 似 于 8.4.5 的 较 精 细 的 结果 设 fE 


L1(R,),f(z 土 0) 存 在， 8()= 5 [f(z+0)+f(z-0)]， 则 
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Sstz) = Fé)origs =| p(s) Rd 
Sox) - SCs) = [98)sinpeds, 
性 


其 中 pO Ut + -1, 


gs(8) = LE Ute) tf 6) ~ 25%)] 


于 是 部 8.4 ,5 一样 从 8 ,4,3 及 8 ,4.4 推 出， 

8$.5.4 定理 设 FEz(R, 吾 ). 若 了 在 任何 有 限 区 间 上 转变 
或 fx%) 存 在 ， 则 Ss(2) -一 St) (p+.00)， 

Fourier 变 换 的 基本 初等 性 质 综述 于 下 ， 

38.5.5 定理 设 f,p EZR”,B),gE LR"),oE R", 则 


(Tof)* =eof, {eaf)* = Taf} (5) 
pCD)F=CEF', (PO =P (6) 
(fo:=fo, f*o={fo)" (7) 
[gew,p er = [8), p68, (8) 


(86) 中 PP 是 R" 上 的 7 次 常 系数 多 项 式 ，D = - 浴 ， 前 一 式 要 求 
feEL'， 后 一 式 要 来 gefs Co(R",E)( al <?); (7) 的 后 一 
式 要 求 # 或 9? 可 积 ，(8) 要 求 已 是 Hilbert 空 间 ，# 或 名 可 积 ， 


证 (5)(6) 及 (7) 的 前 一 式 之 证 明 是 直接 的 ， 对 于 (6) 的 后 
一 式 只 要 用 分 部 积分 ， 若 jE， 则 


Fe p=) ey [oae-rnas 
= 9)e-'eas 了 (站 一 汉人 全 
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=| f(r)g Cs)e-msd =(f9)" 5) 


车 上 是 Hilbert 空 间 ，f€ED, 则 (f(r) ,p22)| 
hg ， 可 见 (8) 之 左 端 存在 ， 于 是 


fer) ,ptr)) az=|( ft)erside, g(z) 有 az 
= az (f(E), (ze 人 人 人 
-| ,eyesazjae 
= {F895 i 


(7) 与 显然 的 等 式 户 = 了 (FELR"), = 下， 参看 92) -- 
起 推出 ， TCR OR) J 尼 迪 全 的 ) 代 数 同 杰 ， 
由 此 容易 导出 以 下 结果 ， 


8.5.6 定理 若 Ppt(z) 在 二 之 R 内 解析 ，9(0)=0, fe 
了 (RD 起 扩 及， 则 多 是 某 个 gE DIR") 的 Fourier 变 起， 
人 个、 
证 设 p (2) 二 Yasr( 2| <BR), f=f#.,. rem fz, 
< ff), 因此 a 在 路基 和 六 个 可 9 
$= Parfi= Earf*=9°}, 


起 中 的 级 数 在 CR 中 政策 《好 -我 收 襄 7 

对 于 Fourief 变换 ， 能 否 运 用 反 演 公式 (2) 是 至 关 重 要 的 . 
f 的 光 洽 往 不 是 以 保证 (2) 成 立 《 与 8:4,2 对 昭 ， 本 质 差别 在 于 
T" 是 紧 群 而 R" 非 紧 》， 而 对 Jz) 在 人 二 ec 时 的 “增长 ”应 加 
的 限制 变 得 重要 起 来 、 

8.5.7 定义 ”对 任 给 fE 0”(R", 刀 ), a,BENr， 信 
fos= ferds Fre), ~ (9) 

FR EI= {IfEC"(R", BY Ya, 有 ENn， ifio soo:, FR") 
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二 (RR",C)， .F(R", 吉 ) 也 简写 作 .， 称 任何 fE .9 为 速 降 隔 
数 ， 称 六 Re> 忆 为 缓 增 函 数 ， 若 37>>0， f(t)(1+ 12| ) 一 E 
工 ”， 引信 记号 : 
ou 一 IFEC RD VEN"01 是 缓 增 国 数 j| . (10) 
易 见 .7 依 半 范 埃 (9) 是 一 玉 - 空 间 ， 它 有 一 基 汪 半 范 沪 
人 Po :PP, 旬 是 R" 上 的 和 多项式} ， 


tfleo=lP.OD fs, fEY. (11) 
8.5.8 定理 ”空间 有 以 下 性 质 ， (i) 车 了 GY 记 “有 过 


TR" BYSLI(OR', ECEPRo0): (〔ii) 潜 P= 3 goalz)D?°, 
sl<r 


qs Eu, MPELCICR', BF))s Gii)F (Rm) = (R",C") 
是 Montel 空 间 参照 2.4.5,2.4.4,1.9.8) ， 
证 (i) 显然 有 连续 的 包含 多 筷 妈 ， 任 给 7E 7 ， 


HE2<10+ Po | lm 


可 见 有 连续 的 包含 .9c 王 ZL2、 秽 密 性 由 8 .3 .6 推出 . 

(iiy 只 需 证 对 任 给 多 和 Ga 一 史 下 一 人 为 连续 线性 算 
子 . 任 给 E., 利 必 Leibniz 公 式 易 风 PpfE 7 ,车 在 了 市 六 站 
多 六 >Y， 则 依 逐 点 收 误 有 产 -> 扩 交 靖 0 一 9， 于 是 所 要 结论 
由 闵 狠 象 定理 推出 . - 

(iiiy 若 4 是 .CR*,m) 的 有 界 无 限 子 集 ， 删 4 亦 在 2 (R"， 
m) 中 有 界 ， 从 而 有 fftj 忆 4,， 在 8 中 -ff(2.4,4) .Yao,pe 
N"， 由 suplfrlo.a<oo 推 出 1fls.s<oo， 故 了 E 儿 进而 不 难 推 


出 在 字 中 天 -7#， 于 是 (iii) 得 证 ， [ 
空间 .的 好 处 在 于 对 它 有 以 下 良好 结果 ， 
8.5.9 定理 .>(R",)->y(R",), fe 了 是 一 扼 盾 同 构 ， 
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证 由 1.6.1 之 推论 1 及 8.5.3 之 推论 2 ， 只 需 证 YE > 
Jey 县 Ff 是 连续 映射 设 fE 多 (CR 再 )， 任 给 到" 
上 的 多 项 式 P,9， 依 (6) 有 


PQ(D)=P.(Of) =P(D) YN) ECs, 
改 JE .车 在 中 天 > ,所 9， 则 依 8.5.8 之 (让 有 ， 
If -gle lf flot hfs— ol, 
lf Frit ti -gO0CE oo), 
可 见 f 二 9， 寺 是 闭 图 象 定理 推出 映射 jr 一 > 连续. ] 
显然 8.5.5 对 速 降 国 数 恒 成 立 . (7) 推 出 当下 E 7(K"， 吾 )， 
gE RD fr ge F(R", BH) 8) 表明 当 吾 是 Hilbert 空间 时 
-及 加) .9 (及 在) 了 广 > 了 了 依 五 2? 范 数 是 等 距 同 构 . 

3,5.10 Piancherel 定理 若 轿 是 Hilbert 空间 ， 则 存在 唯 
一 等 距 同 构 了 FR:LMR", 卫 ) 一 (CR, 在)， 使 得 FE 五 门 工 ?+ 
(Ff) 二 了 .你 了 为 L* 上 的 Fourier 变 换 ， 且 扔 记 (ff) 二 =f. 

证 因 在 工 中 称 密 ， 族 .F(R*,)> {RR",), fi 一 唯 
一 地 扩张 为 一 个 等 距 线 性 映射 :LNR", 8) 一 5*(R", 8)。 在 


给 JE LAR*,B)， 易 见 P( 腾 =f， 豆 下 为 同 构 , 设 了 ER"， 
) 站 LCR", 吾 )， 今 证 FC(f) 二 首先 投 8 二 C， 则 4 二 fj*f"E 
OC(R" NE 让 = | 有 :20， 政 由 Fatou 宏 理 及 (3) 有 


bal Him | (Ce) RE de 80), 
可 见 hE LI! .利用 有 反 演 公式 得 ， 
iB (F460 =H0)= [i(0 =:. 


取 {fx) CC, EE 一 一 0, 风 | 产 - 间 一斑 另 一 方面 上 访 一 到 (了 

六 0; 国 此 (有 2-=f .对 一 般 章 ,YEB' oF) 二 Figef) 

pf "二 pof， :由 3.2,2 之 推论 3 ，F(f) 时 了. 是 
任 给 7E DR",)， 令 所 二 JXaon CE 二 1 ,2,…), 网 
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fF) =limf(s)= lim | (et 《12 ) 
点 


| 六 | < 和 


同 理 f(s) = lim | jsyosgs, (13) 


| 上 


以 圭 丙 式 中 的 极限 是 关于 ZXR", 去 ) 中 的 范 数 取 榴 . 

也 :函数 Fourier 变换 的 许多 性 质 对 上 :半数 有 适当 的 推广 ， 
例如 (7}) 在 以 下 条 人 忻 下 仍然 成 六 ， ff ELAR",B)，E 是 Hilbert 
空间 ，gEL(R") (对 前 者 ) 或 9EI2(R"( 对 后 者 }， 证 前 一 
式 如 下 取 ELifi 一 看 :Pf， 则 


Hf — (faq) ho = i ff)* oO0 


ifrd = fala<lf; — fl9}. 0 
(参考 8 5.10,8.2.2)， 由 此 推出 (fa gp) 一半 ， 
参考 交 献 “14]，[22] [41], [60], [651, [73], [75], [787, 
[85) 
习 旺 
1 fe- + JAD -et 由 此 六 
出 Put:} =e-Y 1, Py FE (Pi 


2。 车 /ELIR",E), Witr)y tim [feexe (~ elilarir.t)dE 
亩 


7 [im [feerpe-alstt sp as. 
本 “十 性 


3。 车 pfz)》 =expt- 1z|2/2), P=， 
4. 设 z 盖 P 卫 87 = gr) = Or ,WN gE 
Co(R) 一 臻 连续， 但 了 ELICOR)， fg， 
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$6 局 部 坚 Abel 群 上 的 了 上 ourier 变换 


经 典 Fourier 分 析 的 许多 结果 实际 上 仅 依赖 于 Lebesgue 
测度 的 平 侈 不 变性 ， 因 而 可 推广 耳 任 何 采 用 Haar 测度 的 局 部 
紧 群 - 在 一 定 痢 义 上 ,现代 调和 分 析 就 是 局 部 紧 群 上 的 Fourier 
分 析 ; 局 部 紧 Absi 群 上 的 调和 分 析 与 经 典 Fourier 分 析 尤 为 接 
近 . 

际 下 设 如 是 第 二 可 数 局 部 鞭 和 Abel 训 群 ，4 是 妇 上 的 Tiaar 测 
各 是 紧 群 时 约定 4( 仓 ) ==1， 

椰 R 中 的 国 数 族 Le "7 aE RN 相当 的 是 “特征 ”概念 ， 
8.6.1 定 必 称 任 何 连 续 群 同 态 :G8-> 了 为 HG 上 的 特征 , 其 
全 体 依 逐 点 汪 法 构成 一 个 群 ， 记 作 人 妃 ， 称 为 们 的 对 候 群 ， 任 给 
fe (dG, (= LG, ,4)), ECG)， 分 别称 


站 YY = *)(0)=|f2a4 (1) 


府 


与 p(X) 一 (LaX)0) 一 28 (和 E 站) (2) 


为 与 上 的 Fourier 变 浅 ， 令 4(G)= {| feEL(G))， 

分 指出 当 侣 二 R"IT 时 ，(1) 与 转 (1) [$4(1)1 一 致 ， 任 给 
9 ER", PEO"(T.3.4), dp(0) =ia.ds =iTadr, a= 
Co Ec, Nd p(s) =p -PTT jno 一 22p(0)， 
由 此 解 出 p(2) =e'?* .条 件 |9(z)| 有 =1 推 出 aER” peTr<> 
gt 忆 2". 这 样 ， 


及 as 机 全 de eT (3) 
与 ZT , Re {4) 
是 群 同 构 ， 因 此 可 以 认为 ，R*=R"; T"=Z*. 
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8.6.2 定 香 设 时 =XY(DG))4 .5.4)5 任 给 EE 站 ， 令 
X= 了 XE DO NE HX YX' 是 一 双 射 ， 
证 ”给 定 XEG， 蜡 然 X'ECL1G))',， 有 VYf,9ELi(O): 


区 玫 下放 下) = Xr) CAR IF I GT — ACD) 


= re a cy) | g(z ~ y) TIAA) 


=x' (fx (9)., 

出 (| 利多 ) 二 | 了) 看 出 守 ' 才 0. 取 p EL'(G)， x'(p)=1， 则 
如 人 性 站: 

Xa) =xa pm IO) = TP CO)= YY (Teg), 
可 见 % 由 大 ' 叭 一 确定 ， 即 各 时 ，XYH-2X 基 单 射 ， 

任 给 mENWN, 设 p ECG), m{gp)=]1, 令 X(2) = (py) 
(Ws =TzWI, | 

XZ) = mg pz) Pe py) XC XY), 
因 Y REZ, IX(z)| "= (8 ip 二, 故 必 jx) | 二 1， 
由 8.1.4 之 推论 ，X(x) 连 续 ， 故 %*E€， 下面 指出 YELi(O9)n 


mn)=X"(). 取 g€E ZL"(G) m(f)=|f9a4(3.5.4). 于 是 
m(f)= mf gp) = [svarcw fens ~ gaacy) 
= f(a f(z #9)arts) 


=jf mr aD 

下 面 将 如 每 同 于 财 ， 从 而 到 (6) 上 的 Fouri 生 变换 重合 于 
Geliand 表 示人 (4.5.5)， 于 是 直接 从 4.5.8 得 出 ， 

推论 如 依 使 每 个 扰 fE 二 (G)) 过 续 的 最 弱 拓 扑 (直面 和 

能 白 扑 ) 是 一 个 LCH ，vYfEZLKG)，Fecee)， L(G)> 

C0)， fj 是 一 (* ) 代 数 同 态 〈 等 式 所 一 了 可 直接 验证 ) 
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8.6.3 定理 如 依 弱 折 扑 是 第 二 可 数 的 局 部 紧 群 
证 ”性 给 紧 集 KCG,s>0， 令 
P(E,e)~— {XEGIYVrER, IX(s)~1l<e. (5) 
依 1.2.3 可 验证 ， 以 所 有 P( 下 ,8e) 作 1E 人 的 基 邻 域 G 是 一 扫 扩 
群 ， 其 扫 扑 暂且 称 为 “PP 招 扩 ”，Yf 了 ED'(G),s>0， 取 紧 集 


KCG, | [aAce， 车 X ,XEQ,.XREP(KE.e) MM 


IF CX) -fol<([ -| fl ol dehtlit 2e, 


司 见 了 依 P 折 盾 连 绪 ， 玖 PP 拓 扩 不 弱 于 骅 拓扑 、 另 一 方面 ， 设 
PCK,e) 如 (5)， 取 fELAG)， (1)=1; 取 介 的 0- 急 域 U， 使 
MAEG, -yeEV HI -fess .1.4 设 m=0, 
ECUrar 0), WN= {XE lfo(tXy— 1 < ee/3, 0<i<n 
1EQ 依 对 拓 斐 的 邻 域 ， 任 给 XEN,zEatU(l<i<n)， 
(2 一 1 区 (zy -区 (2 十 | 六 () 
— fa CX + fax) -1 <e, 
可 见 六 CP(K ,8). 这 表明 P 拓 间 重 合 于 弱 招 站 、 依 1.8,4 与 
1.8,7， 字 司 分 且 可 度量 化 ， 从 面 是 第 二 可 数 的 ， 口 ] 
Fourier 变 换 的 反 沉 问题 俯 融 于 正定 六 数 概念 ， 
8.6.4 定义 称 一 陪 数 ppECCG) 为 正定 的 , 若 对 尾 给 有 限 
组 fi a} 二 企 fn} 二 CC， 成 立 


p> GBP (ms — te) 0. 6) 


荔 见 光 EEQSF# (feE L2G 是 正定 的 .正定 函数 p 有 性 
壬 ，(Dgp? = 名 (i) jp(z)| 和 pf0) ii 一 致 术 续 ， 纹 证 
《ii 为 例 ， 在 (67 中 全 pi = 二 0， Fo = R=, =2[1— Rep(y ~. 
7)]}, qs = - 03592) -PO pO) =1， 则 得 ip (Cz) op( 的 | 
2[1 -Rep(y—2)], 

8.6.5 Bochner 定理 设 m: >C、 则 9 正定 二 > 存在 正 
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测度 4E M(O)， wp(z) 一 |z(z)4n(0X)(zEG)， 


证 ” 设 p 正 定 ， 可 设 9(0) 一]. $L(1)= |e2, 出 七 


《GD AILE=191=1(3.5.4). 若 jE Ce(G), 04 是 suppj 
玖 一 分 艇 (3 .1.1), zy 4， MF) fr) Pr — wr) ACAS) 
*“ 440 由 此 推出 


LO f")= ||f 0) Fp 2 -asd 0.07) 


复 见 (7)? 亦 对 JE 大: 成 立 ， 国 此 也 是 (*# ) 代 数 LAG)} 上 的 正 蔡 函 
(4.7.8)， 信 (FF9) 一 了 (9 了) {很 略 1,7.9)， 则 


ASHIEIASD 二 AAA 方 


二 AAA 站 | 的 -1 (8) 
辐 定 fEDCG)， Ye>0, 到 8 的 紧 0- 邻 域 PY， 使 得 YxEQ， 
yg,2EV: lplr-y)- pa) Ce, wy-8) -1| <e 人 Sg=Xr/ 
4(V), 则 司 直 接 验 还 I (fg) 过 eb 有 1(9,9) -1 进 
2、 于 是 (8) 推 出 LOD)l ?Cf 站 = 工 (28), R=f#f*, 邻 和 = 

nn 个 

友和 D5h12 归纳 地 得 出 
CDPS {LORIm =2"), 因此 | 工 (1, 一 邱 |12( 和 参考 
4.5.3,4.5.6)。 由 此 推出 ，PF :4(G)>C,ph zf 是 一 连续 
线性 证 瑟 ， 且 | 下 | 和 1， 依 1.7.1,3.5.5， 有 天 E 于 (如 ): 


工 (用 =| Kx-Dan0tO0)=|Fz)8a(z[xCs)an(2， 


司 见 9(z) 一 |x(s)au(XY)( 注 意 9 连 结 !)。 由 zj 一 11<L= 


9(0) 一 A(G) 推 出 AG) =]Fx1， 由 此 看 出 p 是 正 测度 ， 
逆 命 题 的 证 明 是 直接 的 . ] 
8.6.6 定理 设 P 是 包 (G) 相 的 正定 函数 生成 的 子 空间 ， 


| 
LL 


则 存在 如 上 的 Haar 铀 度 p， 使 得 对 任 给 Fe P， 有 7E EGG,p)， 
其 成 立 反 演 公 式 ， 
f(z)= [fxs)0p(X). rEG. (9) 
证 人 尾 给 f ,jhEP， 由 8.6.5 有 Ac MECD): 
Fo) 一 (zan(%)， hr)= [zz)az(20.(10) 


由 此 易 推 出 VYgE L(G); (Fa 9)(0) = 9 dau), 从 而 


[gd = gsi) = Beg *f) (0 = [gpa 
因 4( 人 6) 在 Co(C) 中 铺 密 (4.7.3)， 故 如 2 = 二 Jav。 这 者 明 
Ly)=|(p /har, PEV{G) (11) 


与 # 的 选取 雹 关 ， 呈 要 在 supp9 上 有 >0。 这 样 的 hE PP 存在， 性 
给 XoESuUpPP， 取 WLI(G)， 站) 吏 0， 不 妨 设 WE COG)， 
因 当 多 邻近 6 时 Ga# 2 ) 二 | )| 0， 故 有 有 限 个 wjEE 
CAG): B= Du ut EP, 在 suppop 上 上 A(X) = A(X 0, 
廊 合 于 (11) 的 要 求 .于 是 (11) 定 义 一 正 线性 泛 函 ， 它 决定 G& 上 
一 正 测 度 p, 显 然 p 站 0 . 设 p, 记 加 (1)， KEQ, PN) =P (NT) 


下 一 天 罗 。。 则 不 《 基 ) 二 有 CY) (Cv) 二 [xceyarc xo), 
LO¥)= [$C R Ca XK) = Lp), 

这 表明 p 是 Haart 油 讼 。 由 
jy7an =L( pf) -| (phihdr= pin 


推 册 dn=Jap,fELNG,p)， 在 (10) 中 令 VU =Jap 得 出 (9). | 
任 给 zECB， 令 了 (一 Yi(z) (XEG), 易 风 4 全 个 *' 一 
(4 )'。Pontryagi 正明 了 以 下 蕃 名 结果 〔 参 看 [38]) ， 


Si 


8.6.7 对 偶 寄 理 ”G-G^ 沁 zz' 是 一 招 补 网 构 . ， 
这 一 牧 果 显 租 本 与 1.8.2 相 类 比 . 车 令 | 
| Al={XEGIY aE dA: Kg) =1}, Ac-0, (12) 
| MIi={r€EGIVXEP. Xls)=1} ,Fee 
(参照 9 .7(3)， 则 G97= {1} ， 从 而 由 8,6.7 推 出 全 :二 {0 ， 这 
一 等 式 正好 与 Hahn-Banach 定 理 ( 下 小 = 各) 相当 ， 
3.6,8 唯一 性 定理 VaxEM(G)TNMI0)] ,A=0=>4 =0.， 


证 只 需 对 hE 于 (全 证明、 由 A(z)= [Ra)dn(Y) 和 0 推 
出 


Nisa= fea) fet aas)= {fF(8) p(s)a4s) =0 
(f E59)). 因 4(6) 在 0o(O) 中 税 密 ， 散 x#=0、 “站 
8.6.9 Plancherel 定理 存在 叭 等 外 同 构 FF。 上 L(G)-> 


| LX(), 使 得 VYfEDINE: FCF) = 太 称 映射 成 为 LXG) 上 的 
Fourier 变换 ) . 


证 ELON (0), 由 9 一 了 se (i 号 人 
| 8.6.6)， 半 是 ，. 


| se = op thls 
| 


因 世 则 ?在 LZ? 中 简 密 , 改 Li(G@) 站 LAG)>LHGY,fc-> j 队 一 
地 扩张 为 一 个 侍 距 线性 映 奎 PR: L(G)> 工人), 下 言说 明 在 
| LG) 中 (ImP)+=0 ‘这 推 草 六 为 双 射 )， 任 取 9p EImF)+, 
| fFEL(ON LNG), Sdn=gpfap, 风 n Ee MQ). 任 给 zE CC， 


M(x) = [a5 Zap FX Ep XN) = je ‘gp 0， 


| 故 总 一 0， 从 丽 旬 靖 2 二 0 (关于 p ) ,由 此 不 蕉 推出 p*0 口 
8.6.10 定理 设 G 是 紧 的 ， 则 全 = 作 革 是 离 航 群 , 它 构成 
| C04) 与 57(G)(1 p<oo) 的 基本 集 旦 是 5:(G) 的 Hilbert 基 ， 
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- 任 给 Hilbert 空 间 忆 ， 每 个 ELE2G, 吕 ) 可 蝶 拜 为 在 L(G, 加) 中 
收 北 的 Feutier 级 数 了 = 于 J(XX,， 县 有 痊 距 局 袍 卫 民 他 ,加 ) 全 
GB), ff (fj 依 (1)) . 
证 任 给 XEP(G,1) 光 记号 依 (5)) ， 册 -X(G) 是 T 的 紧 子 
群 推出 Y 王 1， 可 见 如 是 离散 的 〈 第 二 可 数 人 性 推出 恕 是 可 数 的 ). 
3.6.8 与 1.7.2 之 推论 4 一 起 推出 是 5?7CG)({1 之 8 之 o9) 的 基本 
集 ; 4.7.3 推出 G6 是 DC(G) 的 基本 集 ， 任 给 XE 如,4&€E 妇 ,有 


| Ka4= | (rox da Xa) [4d2, 因此 当 X64*0 时 必 X; 二 


1 . 这 推出 | 2584 = 从 而 站 构成 L(G9) 的 Hilbert 基 


(1.10.6). 定理 最 后 一 个 结论 直接 从 3 .5.6 推出 〈《 稚 照 8 .1.7 之 
推论 1) . 及 {| 

入 后 ， 考 虚 一 个 应 用 以 上 结论 的 岗子 . 

8.6.11 例 设 ceG) 记 妇 上 有 界 连 圭 冰 数 之 空间 , 其 中 采 
用 上 确 界 范 歼 ,， 若 了 fECotc) {fo laEQ}) (fo=Tof) 在 0,(6) 中 
的 闲 包 百 是 紧 的 ， 则 说 了 是 @ 上 的 列 周 期 画 数 ， 对 应 ah> 产 在 
她 中 诱导 出 一 群 贰 构 , 使 吾 成 为 一 紧 Abel 群 ,定义 旬 { 加 ) = 二 f(a)， 
删 易 见 9 可 连续 地 延 拓 到 吾 上 . 由 8.6.10， 企 给 e 人 >0， 存 在 有 
扫 集 ip:} CC, {av} CC， 使 得 jp; 一 名 <8， 子 是 

[Eapi(fo) -fo <e (YecG). (13) : 

令 Ya(a) 二 pr(fa)， 则 EG. 于 是 (13) 表 明和 aixs 天。<ce 
特别 ，R* 上 的 至 周期 了 证 数 恒 可 用 形 如 etez(ac Rs) 的 男 数 的 有 
很 线性 组 合 一 致 通 近 ， _ 

参考 文献 : [91 , [22] , [3 时 ，T71， [77], [85], [86]. 
习 是 
1， 工 (人 G) 有 单位 元 <--> 人 是 高 杉 群 ， 
323。 涛 ELICG，E)， 六 = 0) 风 六 :0。 


| 


3. 瑟 [ 呈 帮工 并 他 1 在 工区 他 5 二 2 人 ?中 往 密 《六 依 自 .全 .6 ， 
4，- 著 帮 是 全 的 困 子 群 ， 风 (AP As 电工 个 / 订 Ls 谨 . 


$7 线性 表示 


当 考 察 基 类 数学 结构 时 ， 现 代数 学 中 流行 的 作法 是 ， 从 其 
中 选 定 一 种 “标准 的 ”结构 型 ， 然 后 通过 研究 到 型 的 “ 同 态 ” 
或 “表示 ”来 启明 访 类 结构 .通常 采用 5(B) 作 为 标准 的 代数 ， 
而 取 GL( 召 ) 作 为 标准 的 拓扑 群 ， 妇 是 了 -空间 或 Hilbert 空间 . 
为 确定 起 见 ， 下 面 设 吾 是 一 可 分 Hilbert 空 间 ，6 是 第 二 可 数 局 
部 里 群 ，4 是 G 上 的 Haar 袖 庭 ，4 是 一 个 (* ) 代 数 ，e 记 4 或 
如 的 单位 元 ， f=ls. 

8.7.1 定义 若 U: A>L(R) 是 --(* ) 代 数 同 态 , 当 4 含 音 
位 元 e 时 忌 (e)=T， 则 称 尺 是 4{ 关 于 加) 的 一 个 (* ) 表 示 . 车 
UG>GL() 是 一 群 同志 、， 使 得 YxEB. Gx>R,or UU(a):r 
连续 ， 则 称 忆 为 G {关于 百 ) 的 一 个 违 续 线 性 表示 ;车 Ya 
EG: U(a} EU(R)= 他 | TEL(E) RE 和 秆 子 }] ， 则 称 忆 为 丁 表 
示 . 为 简便 计 ， 下 面 将 以 上 两 种 情况 下 的 瑟 概 称 为 《4 或 如 
的 ) 表 示 ， 刀 54) 也 写作 Te 

设 D 是 4 或 9 关于 如 的 一 个 表示 ， 规定 一 些 常用 术语 如 
下 : 说 一 子 空间 PCE 对 不 变 ， 著 Ya: Vel)CF， 车 及 = 
外 Bi: 是 一 直 和 [Hilbert 和 ] ， 丸 ,是 4 起 关于 如 ,的 表示 ，BF(a) 
Dm) = DU (arr tEE,), 则 说 避 是 委 上 的 直 和 [Hilbert 
和 ]， 罕 作 二 = 多 9 设 是 另 一 个 ( 美 于 ,的 ) 表 未 ， 车 存在 
拓扑 [等 距 ] 同 构 了 : 吾 -> 下 ,使 得 VomTUo7-1， 则 说 USV 
相似 [等 价 1 .车 如 没有 百 , 0 之 外 的 闲 不 变 子 空间 ， 则 称 UV 为 
钱 约 讲 示 !: 车 可 相似 于 既 约 表示 的 直 和 ， 则 说 了 是 完全 可 维 
的 任 给 BCE, 以 <B> 记 8 生成 的 玉 的 闭 子 空间 . 车 有 EeE 电 ， 
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< = 旦 ， 则 称 也 为 德 环 衣 示 ， 称 :为 入 环 向 量 ， 显然 ， 
U 是 既 约 的 专访 每 个 +E NN0 是 德 环 向 量 , 若是 (4* ) 表 示 或 
西 表示 ,了 = 二 门 KerUa, 则 了 与 P+ 都 对 UU 不 变 ， 县 F<U(Ker 
VU 二 <UImUe 当 忆 =0 时 说 也是 非 退 化 的 ， 

8.7.2 定理 设 UV 是 41G] 关 于 的 (* ) 表 示 [ 西 表示 1]， 
出 唔 可 天 为 Hilbert 和 吾 = Bo 中 弛 "其 中 Bo= 站 KerUes U 
是 招 让 的 Hilbert 和 ,U1 记 品 在 8: 上 的 限制 ， 当 #31 时 U1 是 德 
证 若 可 名， 取 了 让 0 的 可 数 稠密 子 集 ij ， 令 二 
<{ 嫉 ao:21} > 。 车 是 天 吾 , 儿 B， 则 必 有 最 小 的 1， 使 得 #1 在 (C805D 
BB,)+ 上 有 非 零 正 投影 如 ， 令 = <{0o- 如 ) > ，。 经 有 限 或 可 数 个 
这 样 的 步 又 后 得 出 所 村 分 解 . 总 

8.7.3 定理 车 U 是 4 的 一 个 表示 , 则 Dslal， 因 此 
是 连续 辣 态 {与 和 YmEXCAD)， | 人 ai 乓 1 让 对 丽 !)， 

证 可 设 刀 含 单位 元 e， 否 则 可 将 4 嵌入 含 单位 元 的 
B- 代 数 4= 4 外 Ce( 于 .5 中 所 述 的 “附加 "单位 元 的 作法 显然 
亦 适 用 于 非 交换 代数 )，4 依 对 合 (e+pe) 二 0 二 有 eeEd4， 
1EC) 成 为 Ca ) 人 代数， 通过 U (at+ Be)=Uta)+ BI 扩张 为 A 
的 一 个 表示 . . 

任 给 aE 4， 显 然 0(U。)Ca(g) (记号 依 4.5), :于 是 

Us= {UUt= Ua) =r (a"a)) 
<roncla nl<lol’. 口 
《+ ) 表 示 与 正 记 阔 (4 .7,8) 之 间 有 窗 基 联系 ， 

8.7 .4 定理- 设 4 是 合 单 位 元 8 的 (8") 代 数 ,( 让 若 U 是 4 
关于 吾 的 表示 ，5EB， 则 ff9)= (Usb,5) 是 4 上 的 正 浴 消 ， 
(证) 任 给 4 上 和 静 正 泛 函 了， 存在 了 ilbert 空 间 五 及 轧 关 于 五 的 表 
示 如 EH, 使 f(a)=(Uoé,8)(aE 4)， 且 < 是 过 的 畦 环 向 
量 . 
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证 ”验证 (是 直接 的 , 今 证 (ii .不 外 设 了 呈 0， 信 864z， 抱 一 
fr) N= (rEAlg(z,2)=0 .显然 NN 是 4 的 线性 子 空 
间 . 令 Ho= A/N ,ext+ NWN(rE A), (9) 二 9C2,#), 则 易 验 证 
(¥, 妆 ) 是 恕 。 上 的 内 积 ， 给 定 z E44， 特 4,7.9 用 到 正 泛 团 P9 (9) 二 
f(x"az) 得 


(or,02)=g(ar,az) = par < ple) aol’= lzllel, 
(1) 


64y， 于 是 由 1oz 一 于 定义 一 合理 的 线性 算 子 Vat 有 -> Ho. (1) 
表明 1zej < lal, 因此 Ve 可 延 拓 到 如 ,的 完 省 化 囊 ( 如 令 吾 是 召 。 
在 豆 f 中 的 闲 包 } 上 。 直 接 看 出 4> 工 ( 玉 ),or U6 是 一 代数 同 
杰 ，U。= 了 J 任 给 a,z,yE 4， 


(arz ,=g ar,y) =9(¢,09) = (%, 0%) 

(参看 4.7.9) ， 可 见 Var 二 Ui，U 是 一 (* ) 表 东 . 令 《 =&， 
则 (0a6,5)= {6,8) 二 g(9,2) 二 f(a) ， 二 是 局 的 特 环 向量. 门 

下 面 考 虚 G 的 西 表示 ， 首 先 建立 西 玫 示 与 (* ) 表 示 之 间 的 
一 个 重要 联系 . 

8.7.5 定理 若 G 是 乏 模 群 , 册 9 的 西天 示 之 全 体 与 上 5!(G) 
的 非 旭 化 (* ) 表 永 之 全 体 成 一 一 对 应 ， 相 互 对 应 的 表示 有 相同 
和 的 闲 不 变 子 空间 ， 

证 就 吾 为 Abel 吉 群 的 情况 给 出 证 明 ， 给 定 雍 示 FiG~ 
UC(B)， 对 任 欠 fTE LMG),zsER, 令 - 


U (fe | (Ur) f(s dS), (2) 


WW UELCE)}, HE. vl, 不 难 验 证 fr30( 人 是 
CG) 的 一 个 (* ) 表示 .例如 证 VU *g)=U(f U9)” 于 
下 : 


了 7 


UC + gz= {Cv sa020s) f(s ~ aN) 
= [taxc0)| (Varir)g (8) ds) 


= {vf 2 0) =U(U()x. 


给 定 saE 0,zE 如 。 取 避 的 0- 售 域 基 {-)}， 取 nEOC(G): 
P00 supppr Ca 1p 一 1。 任 给 e 汪 0， 有 取 #4 充分 大 ， 
使 得 s Eq+ VV 二 1(Va -Uwe, 于 是 


IU) -Tax | IV Ur) pa(sydA(s) < e, (3) 
tp 


可 见 U (ya)2>Uar(n->oo)， 这 表明 表示 or Vo 由 表示 了 > 
Uf 有 ) 唯 一 决定 。 若 * 基 0， 则 由 (3) 看 出 有 充分 大 时 UC(9o)2Y 大 0， 
因此 fr-—U() 是 韭 退 化 表示 ， 只 (2)(3) 直 接 看 出 表示 aF3Vs。 
与 fr-—=U(f) 有 相同 的 闭 不 变 子 空间 . 

现在 设 了 是 L1(G) 关 于 明 的 一 个 非 退 化 表示 .容易 看 出， 
车 下 是 .HImF (了 ) 上 生成 的 的 子 空 向 ， 则 了 = 二 记 .、 设 wn,4 仍 如 上 
述 ，7ELIG)， 则 Im 了-T-ofl>0(8.3.2)， 子 基 忌 有 .7 .3 有 
lr pane f) -Faf) OCRco)， 令 


UAV (f= Vsof r= linV (pvr, (4) 


则 性" 白 然 地 扩张 为 如 (从 而 召 ) 上 的 线性 算 于 , 它 满足 VoV(f) = 
Vr._af) : idlimlv Con) le . 显 热 Uos = Val, to= |, 


从 Fozl 志 ls]= 上 UaDezl 15os| 推 出 如 :EU(EY，(4) 表明 
8 一 Laz 是 巡 续 映射 ， 因此 af 一己 。 是 如 的 一 个 西 表示 ， 给 定 Y， 
yeEE, 证 函 f>(V(f)z, 拉 属于 CLG))', 于 是 有 hEL*(O): 


(VCPzo) = |f844， 从 而 对 任 给 J,9E (CG) 有， 
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EAA RLONG HO ED 
= |f(Wace) facsy9cs— tACS) 
-= | (Prig) ,FNCE) 


=(for 9rd),y ) | 


=(U(AV (9), #), . 
其 中 如 (有 依 (2)， 这 就 推出 FF(f)] 训 =DV(f) FR， 从 而 了 (f)= 
vf), | 

如 以 下 基本 定理 所 指明 的 ,- G 有 “是 够 多 ” 的 既 约 四 表示 
(与 1.7 .2 相对 照 ) ， 

8.7.6 定理 (Gelfand-Raikov,1944) 任 给 agE Ge， 存 在 
关于 某 个 吾 的 既 约 西 表示 UU Ua 关 了 ， 

下 面 指出 证 明 的 几 个 步 又 (详细 证 明 参看 [38]) ， 借 以 说 
明 8.7.5 的 作用 ， 设 人 是 Abel 埠 群 ， 取 如 的 对 称 0- 邻 域 P， 使 
A(V}oo, gqEV+F. 令 9 一 Xr， 则 24( 广 二 To ~ -hh*0, 
由 此 可 推出 存在 工 !{G) 的 既 约 表示 卫 ， T(Y_o)#* 了 (gy)( 这 是 
浴 点 所 在 1!)}， 依 8 ,7.5， 了 决定 的 茎 约 丁 表示 书 ， 它 几 满 足 
Vo 和 SI， 作 则 将 有 . 


TT zx [Re -a)dA(s) 


= Daz)9(s)dX(s) =T(p) a 


和 ， 紧 群 的 下 表示 可 得 到 丰富 的 信息 ， 为 简便 计 ， 我 们 从 
限 手 考虑 Abel 群 . 

8.7.7 定理 设 鼠 是 紧 Abel 嫩 G 关 于 下 的 西 表示 (站 车 
是 既 约 移 , 则 dim 如 二 1, 目 XEOQG， =X(g)1; G 的 既 的 西 喜 
东 之 全 体 与 @ 成 一 一 对 应 ; (ii) 设 全 一 让 ,P=UC%;) 《人 


ad 


(2))， 则 Pr 是正 投 彤 算 子 ， 记 :二 ImP; 对 不 变 ; .= 中 8; 
(i) 若 性 = (GG),VUe=7o 则 Pi 二 Xx{ 用 ( 证 ) 的 记号 ) ， 
i 是 UV 的 仅 有 的 1 维 不 变 子 空间 . “| 
证 (i) 设 z,y,2E8，|(z,06z)CU0 sa,y)E4(8) 关 于 (x,9) 
是 Hermite 双 线性 的 ， 其 绝对 值 志 1z8lzllylh， 效 依 1.10.10 有 
|e ws) (Vor aats) = (Te,9), (5) 


其 中 Tf,E 5(8). 易 验 明 .0。mUaTs， 今 证 ?a=al(z)J， 可 设 
.是 自 伴 的 ， 以 {Pi 淖 € Ri 记 其 谱 族 ， 则 PUVoa= UoP (4.8.2)? 
由 此 推 电 ImP, 是 5 的 闭 不 变 了 空间 ， 岂 而 了 ,一 0 或 1， 于 是 
54.8(7)? 推 出 了 -= af(z)7， 由 (5)， 


aca)fap= | os 2(s)= | (Do 了 Xe 


= | rezaPa2(e)= oz) lzh, 
可 见 w(z)=olzl?，* 是 正常 数 ， 任 给 丰 正 交 系 {x} 忆 B， 
(0 = | IsriPeats)>| Sise, spars) 


= otr)lrl te i+e+ 
- 于 - 


(参考 81.10(6))， 可 见 dim 记 <oo (至 此 尚未 用 到 总 的 交换 
性 !) . 任 给 ee 取 Vs 的 特征 值 X(9)， 则 ,= 1m(Vo 一 
Xt9) 了 是 如 的 不 变 子 空间 (的 可 换 性 出 于 此 ! )，、 因 此 ,= 
0,Vo=X(o)7,dimB=1 (否则 可 必 非 始 约 ) ， 显 然 儿 人， 每 
个 %X 扎 让 决定 避 的 一 个 色 约 丙 表 示 是 明显 的 . 

Ci 从 ?二 P= Pi Pip Pry 
可 见 P; 是 正 投影 算 子 且 B ;互相 正 交 (1 .10.9), 因 玉 i 是 L(G) 
的 基本 集 (8.6 ,10), 故 站 (fm 一 站 用 红 一 站 /区 和 DU(f)=0 
(8.7.5}， 因 此 如 = 狼 81(1.10.7)。 利用 (2) 不 难看 出 Po 
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UsPt， 由 此 推出; 对 如 不 变 ， 
Ci) 起 Uo mT_oy 别 对 任 给 fc 二 (2)， WDE LG) 有 


(fu) = [rn, o) f(a)dN(s) 


=|cf。 BGA= ff* 0), 


可 见 Vf Pu=¥n ua(X) Xi, dimB=1, 若 CoC 


(CG) 是 避 的 1 维 不 变 子 空间 ， 风 依 ( 衣 有 Top 三 (a)g9, Cp= 
Cri = Bi. 


参考 女 献 ，f22] , [23] , [381, [64], [85] . 
习 是 


1。 投 导 ,是 4 的 各 环 家 示 ， 循 环 黄 量 分 别 为 xyz (5 Fayy 
{y3E Ad) 出 区 与 区 衔 放 。 
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i 


投 U 是 4A[G3 关 于 上 的 (*) 表 订 [ 表 床 1，PE( 态 ) 是 正 投影 算 子 ， 则 
1mP 对 吕 不 训 < 访客 。 PaPE,， | 


8$8 Lie 群 的 表示 


本 节 中 设 怒 是 一 站 维 工 让 群 ， 下 耳 将 宵 用 上 淹 有 上 池 的 术 
语 与 记号 ， 车 且 臣 一 说 维 实 4 或 揽 ) 向 量 侯 间 ， 则 GE( 呈 ) 可 等同 
于 GLAm) {或 GLEmC)), .由 由 容易 看 出 ， 任 何 连 续 线 性 罕 
东 U#tQ~GL( 到 必定 是 连续 群 疗 二, 从 而 为 Lie 群 同 浆 (7 ,3.4)， 
下 击 称 这 样 的 如 汶 昌 移 一 个 {加 维 ) 表 专 ， 当 本 :GGL() 是 
一 下 示 时 显然 (9,x)F->0o2 是 对 如 的 一 个 Lie 烙 作用 (7 ,5.1). 
有 反之，Lie 群 作用 标 座 地 产生 Lis 群 的 下 示 ， 

8.8,1 定理 设 9 是 如 对 流 形 于 的 Lie 群 作用 ,XE ,oz 壮 
ZE 则 GGL(E) ,oor Ms 是 如 的 表示 
证 侍 给 瑟 世 型 -, 设 Bak10, 和 7， 财 分 解 


GETOx THMETG YS MSTH 
天 戎 盖 于 z,a 一 30ox( 攻 ) 连 续 ， 由 此 看 出 所 要 证 ， 全 
令 站 = josp7l， 将 8.8.1 用 到 G 对 自身 的 作用 Gx G-G， 
《sz)Hyetz)， 得 到 安 的 所 谓 位 跑 表 示 ， 


AdiCGErg) ,FT |G,, 《IT) 
其 中 已 团 9= Lie(G) 一 如。。(1) 又 诱导 出 Lie 代 数 同 态 
ad 一 (Ad)xtg L(g)= LieGL(g) (2) 


(参看 7.2.5) ， 称 ad 为 “9 的 伴随 表示 ”. 伴随 表示 有 一 些 

重要 的 应 用 ， 下 面 举 两 个 例子 . 首先 建立 
#8.8.2 引 理 adx( 了 ) 一 [和 ,了 ]， 支 ,了 和 E9， 
证 ”只 要 证 (adr7)。 一 [ 蕊 ,7]。 设 0 是 无 的 流 (5.7.2)， 

Ah) 二 expt 蔷 ， 则 904 二 ph)(§7 .3(3))， 于 是 (大 考 6,3,7) 


(adx¥F }s= [dCexpiX) 1 | Yle) 


pp 


[ph aC ha }»Y。] li-so 


a 
dt 
Elorr(0(6 oN ho={X,P]. 已 


oat 
令 Q=faEGI YEG babal, gs= {XEgIYYEg 
XX 了 = 了 着}， 二 才 分 别称 为 中 与 8 的 中 心 .' 8.8.2 推出 中 = 
Ker(ad)， 其 次 ， 显 船 GoCKer(Ad) 加 是 Abel 群 后 > 人 rn 人.， 
在 某 种 意 久 士 。 Ad 刻 划 了 “GB 对 Abel 群 的 偏离 ” . 
3.8.3 定理 . 设 各 是 连通 世 记 群 . 则 fi 一 Keg(ad)， 因 此 
G。 是 如 的 Lie 子 群 是 Lie(Go)=g 《参考 7.4.2 之 推论 ) (ii) 
如 是 Abel 群 和 >9 基 Abtl 工 论 代数 (参考 7.2.4) = 
证 (i) .只 种 证 Kerf(A 由 和 一 人 .人 芷 给 gwEKegfAd)， 瑟 Eg ， 
Tatexp 二 ) 一 exXBA 册 三) 一 exp 三 (7.3.3)， 即 a 与 exp 交 可 换 - 
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再 由 7 .3 .1 之 推论 得 gx =xalf EQ)， 可 见 2 E00,， 
“ii) 淋 9 荐 Abel 的 ， 则 ad( 王 )m0(8.8.2)， 因 如 连 通 ， 
页 Adtg) Ad(te) 二 雇 ， 从 而 Gc 二 Ker(Ad) 二 0 本 
8.8.4 定理 设 蝇 是 连通 Lie 群 如 的 连通 Lie 子 群 ， 则 太 是 
正规 子 群生 > 一 工 if 五) 是 g 中 的 理想 . 
证 任 欠 于 CEH, 了 Eg,q=exp 了 ， 由 7.3.3 有 
forexpAX)=exp(Ado XT)=exp((expadr)( XX)). (3) 
若 玉 是 正规 子 群 ， 则 由 Jolexpi 耻 )EH(CER) 及 (3) 推出 
(eXpadir )( 壮 )ED( 矢 考 侣 .401)) .由 ?,3.3 与 8.8.2， 


(expadir)(X)= Siadr)(X) 
Fatk| 
=X+tY, XI+E LY, [Y, Xl] + (4) 


因此 [7 ， 到 一 (expadir)(X) lo 0 是 一 理想 . 


反之 ， 若 5 是 理想 ， 册 14)7 推 出 Yexp adr)( 瑟 y》 En(3) 推 
Hio(exp 于 )E€ 如 再 利用 G ,五 的 连通 性 推出 YaE 相 ,xzE RH， 
1 了 (参照 8 8.3 之 证 明 )， 如 是 正规 子 群 ， [i 

、 Lie 群 上 存在 Haar 测 席 这 一 事实 可 以 直接 证 明 而 术 必 用 
8.1.2， 任 取 woE 4 (CGI NO0， 依 7,2.2，ms 生 成 有 上 一 左 不 谈 
体积 形式 种， 驯 决 定 刀 上 一 正 测 度 nu( 溉 看 86.8) . _ 任 给 了 GE 
人 和 所 0, 以 人， 8, 3 有 . 村 ' 


ren = je =|4:(f0) =|(.pap, 
可 见 产 是 一 左 Haar 测 度 (参看 8I). 若 G 是 紧 Lie 群 ， 从 而 是 之 
模 的 ， 则 4 亦 为 右 Haar 测 度 ( 和 参看 8.1.5) . 


8.8.5 定理 设 G 是 紧 Lie 群 ,了 是 吉 维 复 [ 实 ] 向 晤 空间 ， 
如 是 如 关于 是 的 一 个 表示 。 则 总 可 以 在 如 土 适当 定义 内 积 ， 使 
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得 5 是 一 个 丁玲 示 [ 正 交 表 示 ， 芭 V6 恒 为 正 交 算 子 ]. 
证 “在 下 上 任意 取 定 一 内 积 (,)， 令 
(weizsDo)an(e)z8E 吾 ， (5) 


是 上 上 的 Haar 测度 .直接 验 知 (5) 是 如 上 的 一 个 内 积 ， 任 给 
4aEe， 由 上 产 的 在 不 变性 推出 


(Var Voy) Dean ,DoogDdu(s) 


= vs, Voy) dn(e) = (5,8)1, 


可 见 0Vo 关 于 内 积 () 1 是 西 算 子 [ 正 交 算 子 ] (1 .10.9)， 口 

将 8.8.5 用 到 伴随 表示 得 出 ， 若是 紧 Lie 群 ， 册 存在 6, 上 
的 内 积 9:， 使 Ad 关 子 gy。 是 一 正 交 表示 ; 即 yeffas Tae7) 一 
ge TACG, XY,TEG,), 从 而 1 59,= 二 9e， 设 9 是 9 生成 的 
左 不 变 Ricmann 度量 (7 ,2.2)， 则 ge 一 (Too9s) :0 二 9srqy 南昌 
也 是 右 不 变 锡 。 喜 得 

推论 ” 紧 世 ice 群 上 存在 让 不 变 的 Riemann 谋 量 ， 

8.8.8 定理 若 恕 是 紧 Lie 群 ， 则 每 个 表示 DG 人 GE 加 
是 完全 可 约 的 . 1 

证 依 8,8.5， 可 设 加 是 内 积 空间 ， 了 是 丁 形 示 或 正 交 表 

。 营 证 ,是 如 的 不 变 子 空间 ，0<dimB<dimB， 风 =, 中 
a 相应 地 得 到 上 的 分 解 U. 二 VDDV,，，U,,U, 分 别 为 5 在 如 ,与 
攻 + 上 的 限制 .重复 以 上 分 解 必 可 将 上 表 为 始 约 表示 的 Hilbert 
和 和， 0 

演 ” 了 以 上 两 个 定理 亦 适 用 于 任命 紧 拓 扑 群 ， 只 是 对 紧 工 ie 
群 的 证 明 不 依 蛤 于 8.1.2. 

约定 A?(G) 记 上 的 双 寂 变 p- 形 式 之 全 体 ， 它 对 于 阅 明 G 
欧 性 质 有 非常 重要 的 作用 ， 

8.8.7 定理 设 0 是 紧 连 通 Lie 群 . 则 A?CG)C2Z?(G), 且 
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A?(G)>HA(G)， wr》 [iw] 是 一 音 射 (记号 依 86.9). 
证 下定 wE€A?(G). 首 先 证 4w=0， 因 易 山 dw&E A?'(G)， 
疼 只 权 对 妊 给 下 :ES10sY sp) 证 dw( 下 0, 及 p) 二 0 利用 名 
的 不 变性 ， 依 86 ,3(17) 并 经 适当 变换 后 得 
一 28@( 五， 下 0 


= ET oH, [Ry 1, TR), 
人 本 让 


加 (是 0 [总 1 下 和 ,下 p 中 缺 系 : 卫 ;/。 于 是 证 Lw=0 归于 
证 ， 对 任 给 卫 1,…, 四,, 了 了 Eg， 有 


读 o( 开 Dr,E] Ke)=0. (6) 
令 ANC6 一 ezp 红 ， 则 [了 , 互 ] ,一 Flaw)u Ke) lo (参看 8.8.2 
之 证 明 )， 于 是 利用 Leibniz 规 刚 及 @ 的 双 不 变性 有 ， 


0= 所 (73tooo)( 开 ve 王 p] |;-。 
_ 了 7 
一 机 Oo a) ) lo 


= / 儿 oo(X, 四 F(T) | xs) 
一 3 [Y ,3.]， es 下 ph)， 


其 次 证 [w] =0=>w 二 0， 人 在 给 og € 4PCG)， 定义 
oCX10, Eo) [Cs piso) Ris Ko) ds ut), 


(7) 
其 中 于 1, 及 ,ECO 大 古 G 上 的 双 不 变 Haat 油 府 , 4(G) 二 1. 
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不 妨 将 (7) 简写 作 六 J/8'0.t0sZt， 直 接 验 知 CE 7(G)， 当 
gEeACG) 时 9 二 0, 利用 86.3(17) 可 验证 480d 现在 设 
w=da,0€E AH) Ml 

更 精细 的 论证 可 以 指明 ， 实 际 上 有 A?(G) 实 且 ?(G). 这 
一 事实 有 重 蔓 应 用 例如 ， 若 如 是 有 维 连 道 紧 六 bel Lie 群 ( 如 
恕 二 T")， 则 再?(G) 守 A? (GO) 宇 A7(G2) ， 从 而 dimH?(G)= 
($)， 这 就 得 到 (参看 §86.10(40))， 

#(0)= 王 (- 1)rdim 召 MG)=0 8) 
郑 考 文献 ， [121,122] ,1451, [83] . 


- 习 是 


]， 车 a 加 是 紧 革 ie 群 各 上 的 不 变 体 积 形式 ， 丰 2 = 1I 志 避风 i = 
2.。 侣 上 有 一 双 不 变 的 Rie mann 席 量 才 > 肆 diG} 在 GL(9) 中 相对 沉 ，。 


3839 播 值 定理 


.在 Fourier 分 析 中 ， 若 希望 将 对 5? 与 5 函数 建立 的 某 个 结 
果 推 广 于 亚 (p<r<g) 少数 ， 则 可 考官 应 用 所 请 算 子 插值 定 
理 ， 下面 介绍 若干 初步 结果 . 

约定 以 下 记号 ( 虽 ,4) 与 (个 ',?) 记 0- 有 限 测度 空间 ， 其 
中 的 可 测 函 数 之 集 分 别 记 作 型 , 歼 '， 而 可 积 向 间 函数 之 集 分 别 
记 作 访 ,S'。. 投 DC 是 一 子 空间 ，SCD, 月 艺 了 人 已 ,0<m< 
noco, 4 二 (ny 过 | 用 所 72)， 则 XaEDD。 任 给 线性 算 子 7:D 
关于 ,1,4 二 co0， 令 


Ts.e=sup Tfle! feED, flis1}, (1) 
Lp,9)= 地 Tl.e<oo!l .以 p' 记 了 的 相伴 数 ， 
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8.9.1 引 理 设 FE 形 ,1 和 ppSoe， 则 
fhs=sup{l/fyan| IgE M, 19ls 1} 
=sup{lJfyanllg es, 9h <1}. (2) 
证 著 | 开 ;之 00,1<p<o0， 则 (2) 直 接 从 3.5.4 及 态 在 上 L?" 
中 稠密 推出 .车 foo, 令 |f(a)| 一 p(2)f(z), Ip(z)| =1, 


取 ga E53， go 一 Pp， ga < 必 1， 副 控制 收效 定理 推出 ， 
f= ffan=tin gran, 
由 此 辣 样 得 出 (2) (p==1)， 壤 Hf1ls=co, 设 =U di, nA 之 o0， 


凡人 二 全 台 一 {weEA f(z) | 所 ,二 Xe 则 站 产 和 < 
co 六 co， 由 已 证 结论 ， 存在 名 所 局， 9 < 


flo [goa + 工 = ffg | 二， 


入 * 一 8Xe 总， 192 1.…<<1. 由 此 显然 得 出 (27 . Li 

8.9.2 Riesz-Thorin 定 理 设 TEL(py,9y),j=0,1:87!1== 
(1 -po +ipr, qr = (1 -Dat ig k= ME < 
EOEt1). 

浅 当 0<t<1 时 ， 所 (2 07 在 以 《27 874(5 一 0y1) 为 
端点 的 线段 上 ， 不 等 式 8 和 吕 - 生 相 当 于 下 是 守 的 凸 函 数 ， 击 
[2-059-0 TEL(9,q)] 是 车 面目 于 集 . 因此 通常 多 8. 9.2 为 
及 icsz 四 性 定理 

以 下 证 房 属 于 Thorin(1939) . 

证 取 定 4E (0,IT) .为 蔬 守 简便 , 令 # 一 2 一 好 (有 = 一 9 一 
人 ， 设 FE 用 1， 今 证 j 人间 二 1 

首先 设 六 = DajX ,5. 由 8.9.1， 只 村 对 任 给 9 一 Shs 
S" ;| odaer<ei, 证 明 


rf-gar | 三 -人 (9) 
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设 ge>>0,5<1，e= |e = | 人 4 le 并 三 刘 i=1， 可 设 
qb 0, 令 
F(z)= SY cnlasrl?”® bl ,2 EC, (4) 
| 


共 中 尼 下 一 2 T (Xa ar, 

qtz)= (1 — 2)p0!' + apilyl -Plz)= {1 -2)90 + oi!. 
六 (2 是 整 图 数 且 在 0 所 Rez 所 1 内 有 界 ， 当 = 让 (48ER) 时 ， 
sy [as foes as P70, Bo B06 全 中 2 “so ， le’l = 
$1 1 二 1， 需 

IF (iy)| = Toe | 到 MX4) (之 1 on” oNp dS 


< Dio BC A od De) ss 
= holf hs ?elgls “ea < 和。 


此 似 地 可 验证 | 下 (1 十 庚 )】 专 (9 七 R)。 于 基 4.1.7 推 出 
[Ege gdp] = |F CY| eh- 


若 4 一 0 有 =]， 则 必 ?= Po= PB, 4 go= 此 时 没什么 可 
证 的 ， 车 4 一 0， <1， 则 二 po= Pi 对 (4) 稍 作 修改 后 以 上 证 
明 依然 可 用 ，a>>0,8 二 1 的 情况 仿 此 . 
A 则 可 取 {gs} CS 9s| < || ,go f(3.1.3), 
于 是 1ga4s<<1 ,Tgrlo<- 汪 {。 令 f= 户 +f， 鞭 中 
oo Ff fl 
三 人 一 | .fa 1. (5) 
不 妨 设 po 所 Py， 则 产 E DN 上 ?I(j 二 0,1)， 类 似 地 将 9 分解 成 
95+93， 易 见 91>f1(j 一 0.1)， 于 是 由 控制 收敛 定理 有 
TC(g! -fi hlg; - filo»>0(n-o0, j=0,1)., 
园地 "中 的 收效 列 包 含有 几乎 处 处 收效 子 列 (3.5,1)， 故 有 f9 由 的 
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子 列 {fj Tj 一 > 了 Tf 于 是 Fatou 定 理 推出 ， 

ITfie<elimlT#, < 一 二 + L] 
操持 下 上 的 记号 ， 从 3.9.2 推 出 ， 

8.9.3 定理 设 L'UL:CDEP 满 是 不 等 式 : 


Tf A, IT fos pet fH;, + ， ‘6 
出 当 1 之 p27 了 CDH, 且 了 满足 不 等 式 ， 


IT fie Sp i ips’? |fls,fE LO). (7) 
证 (6) 推 出 Th ,< pi 和] : 太 P2 十 是 8,9.2 推 出 : 
Tp pa ph ?~ -1 pa’? ,1<p< 2 . 、 《87 
任 绍 fEILRMAXQ)， 依 (5) 作 分 解 f== 了 二 疡 ， 则 从 记 EL!,EL? 
推出 ED，( 站 从 (8) 推 出 . 
从 8.9.3 可 得 出 一 些 重 要 的 具体 结 
8,9,4 Hausdorf{— -Young 不 等 式 设 G 是 局 部 紧 Abel 入 ， 
1<2z<2， 出 对 芷 给 1SzZP(G) 可 定义 Fourier 变 式 了， 且 满 是 
| 天 < 
证 困 < (fEL!'), 本 | 一 fl fers, 参 厦 - 
8.6.9)， 故 所 要 结 兴 直接 从 8.9.3 推 出 ， 
”下面 的 结果 可 看 作 8.$,4 的 某 种 变种 . 
8.9.5 定理 (下 .Riesz) 设 (02， “4) 征 一 *- 有 限 测度 空间 ， 
(9 是 卫 !( 吕 ) 的 一 基 正 交 系 ，194 <p<eo. 任 乡 了 ezU 


1 人 (9=j paw (可 称 为 "Fourier 系数 ”， 乔 归 3.5.9) ， 


则 对 任 给 fE 工 MK 只)(L<pcc2) 司 定义 疡 jEer. 
fp Spf,. (9) 


才 A(Q)<oo, c=(en) ED, 则 IfEL" (QO), f(tn)=es 日 
se， 


证 遇 然 fl.<plfilu(fELD) 若 FEE2B)， 期 


D 


= EHP = El, wa || 


($1.10(6)). 于 是 (9) 从 (7) 推出 ,车 56={0n) EE 令 人 二 


人 Oto Cn Or ), 峙 对 任 给 8 所 三 以 旨 )， 1 < 
1 有 : 
上 ge = | Son9 8)| < le 


<tertop ng) pie", 


于 是 8.9.1 推出 上 fn 和 Pop。 同 理 加 > 时 有 | 一 
folpr 所 p71|em -erl,。， 因 此 在 4" 中 ->f， 显 热 上 fp' 专 
pe Mols, pe) linen) eo,” UD 


最 后 指出 可 从 8.9.2 重新 推出 8.2,1《〈 限 于 数值 函数 )。 首 
先 直接 建立 ff* gl 人 fold, If #1fihipl.tf, 9€ 
LNG),pEL"(G))， 然 后 将 8.9.2 用 到 “ 卷 积 算 子 ”7* 得 出 
If* glo<<tflilglr tf EL ,gEL?)., 、 这 个 不 等 式 与 不 等 式 19* 


hl < olpiilp: CE Lr, BEL?! ) 一 起 表明 ， 算 子 9* 属于 Kl， 


P) LtP',00)， 于 是 8.9.2 推 出 
lg* mlr<lglolople, geEL ,PpEL, (10) 


其 中 地 一 方 二 二- 10.(10) 也 称 作 关于 郑 积 的 Young 不 等 式 . 


参考 文献 ， [23] , [58] , [59] , [72] , [75] , [78] . 
习题 


上 


设 ip EL (RY, 则 72az = jaaz. 


第 九 音 广义 晒 数 


首先 出 L.Schwartz 系统 地 展开 的 广义 函数 论 ， 带 来 了 东 
数 概念 的 根本 变革 ， 它 的 结论 与 方法 已 广泛 渗透 到 现代 分 析 与 
数学 物理 的 各 个 领域 ， 致 使 一 些 数学 分 支 〔 如 Fourier 分 折 与 
偏 微分 方程 论 等 ) 在 一定 程度 上 已 “广义 函数 化 ”了 ， 对 于 这 
个 迄今 仍 很 活跃 的 领域 ， 本 意 的 介绍 自然 是 入 门 性 的 ， 

约定 ”如 总 记 R" 的 撕 空 开 子 集 {fej} 记 R" 或 C" 的 标准 基 . 
给 定 SEC"， 总 意味 着 S$ 二 (51,…， 吉 )， 测 5 二 守 6i1y9 车 了 ， 
9 是 C" 值 尔 数 ， 则 令 (f.9)(2)= 二 f(z).g(x)， 为 简便 诈 ，R" 上 
的 正规 化 Haar 测 度 就 写作 dz，de 等 (读者 当 注 意 由 此 引起 的 某 
些 公式 的 系数 变化 )、 记 号 9,94, [fg 1，Z "(0,m),， 2"(0， 
各) 等 依 82,4; 不 必 指 明 昌 ,m 时 就 用 缩 记号 8g", 多 ",， 任 给 
人 PECNO,m)， 的 定 ip|'= max opi,. 


S31 基本 室 问 与 产 又 未 数 


给 定 国 数 空 间 型 ， 若 每 个 Je NH 确定 (例如 通过 积分 】 某 
个 雯 数 空间 .w 〈 它 是 一 LCS) 上 一 连续 线性 泛 轩 7T:， 且 宁 和 > 
YY， fT 是 单 射 ， 则 可 以 认为 wx 是 对 的 一 个 扩张 ， 而 每 
个 fE ww "可 看 作 “ 广 义 孜 数 ”. 这 种 观点 在 逻辑 上 当然 无 可 非 
议 , 但 要 能 真正 二 广 经 典 函 数 构 念 ， 则 有 粮 于 “基本 空间 ” 
Y 的 合理 选择 、 首 先 ，.w 应 由 “充分 好 ”的 函数 组 成 ， 使 得 
在 其 中 能 顺利 进行 菜 些 分 析 运 算 (如 求 微分 ， 作 Fourier 变换 
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等 )， 而 通过 某 一 “对 般 ” 程 序 就 可 将 这 些 运 算 推 广 到 -sr 中， 
其 次 ，.w 应 装备 “ 足 琅 强 ” 的 拓 盾 ， 以 使 ww ' 包含 “足够 多 ” 
的 元 素 : 最 后 ， 通 常 的 销 数 空间 (如 ZL? 等 ) 能 自然 地 租 入 . 妈 
中 福 足 以 上 要 求 的 基本 空间 的 典型 例子 有 多 ,8 及 等 
(8.5.7), 

约定 信人 ,二 (BT Sm) F(R", mm) 
等 仿 此 . 当 不 必 提 到 人 2 ,tw 时 ， 就 用 缩 记号 全 :， 多 ;, 多 ' 等 ， 

9.1.1 定义 当 w 一 名"，2 7 或 9 时 ， 称 每 个 Ew 为 关 
于 基本 空间 xY 的 分 布 或 广 闵 函数 (这 两 个 术语 将 交替 使 用 )， 称 
所 人) 【《 亦 写作 < 2>) 为 1 在 “ 窒 验 函数 ”gp Ew 的 值 : 称 每 
个 fE 多 -00 丢 ?<eco) 为 了 阶 分 布 : 称 每 个 !E BF 二 Uo 多 ;为 
右 限 阶 分 布 ， 称 fE .9 为 缓 增 分 布 . 

利用 1.6(2)， 和 ,4(12), 88,5(11) 及 1.9.3 得 到 ， 

1” 六 0 WW ) 上 一 线性 泛 图 f 属于 名 0 志 r<o0) 的 充 贤 
条 什 是 ， 硝 在 紧 集 及 局，0>0, 使 得 YE "0, m9): 

lftw)l < pe {1) 

Z(t%) 上 一 线性 泛 孙 了 属 于 2 '< 二 >> 在 在 rEN， 紧 集 KC 
久 ， 忆 之 0， 使 得 (1) 对 任何 PE 多 (2, 讽 ) 成 立 . 

2 F(R", wm) 上 一 线性 泛 阴 了 属于 .多 ' 的 充 疤 条 件 是 ， 存 
在 R" 上 的 多 项 式 了 ,9 及 C0>0， 使 得 YPpE.FCR", 加 );: 


fm) <CIP.0(D) Pp),. (2) 
3 ” m0Er<oo) 上 一 线性 泛 函 了 属于 多 ' 的 充 渴 
条 件 是 : 任 给 紧 集 KKCC2， 0 0 使 得 YPEB'E, nm); 
fiw <C iol,s (3) 
人 (0, mm) 上 一 线性 省 了 前 了 属于 人 久 ' 志 二 任 给 紧 集 下 词 ， 寡 在 
PEN, C2>0， 使 得 (3) 对 任何 PES(CK,w) 成 立 ， 
显然 邹 (如, 贡 ) 宇 (CB(0))"m"， 克 人 ,3(6) 推 出 
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BN PND SL PN) C™). (4) 
任 给 < 六 飞人 者 )】 ， 六 二 宛 i 蕊 四) 要) ， 令 (1 二 
Tiei)， 则 大 9) 一 总 三 (9 可 ， 蕊 可 写 了 为 (于 ) ， fiE 
多 "(0 )， 称 了 是 以 1 为 分 量 的 向 量 信 分 布 . 对 多 :, 8 ,及 ' 亦 
有 类 伺 绪论. 今后 将 主要 演 开 m= 二 1 的 情况 ， 


车 六 ,了 是 两 个 LCS， 针 GY (记号 依 8.5.8)， 则 由 1.8.10 
推出 包含 i:: 下 CY 了 的 对 侦 i: 了 '> 包 ' 是 连续 单 射 且 让 ( 了 了 ') = 
发， 发 ,中 采用 能 拓扑 . 因此 , 不妨 认 为 Y'G 忆 ,和 且 将 站 看 
作 包 含有 映射 这样 ， 从 


人 人 [> Ee 到 
0 有 (0 和 8<r<oo) (5) 
CPC 


推出 


00<s<rcco)， (6) 
笑 


上 
村 


Se! < f -oy 


(6}) 中 各 空间 采用 吉 拓 扑 《今后 总 是 如 此 ) .因此 9.1.1 意义 下 
的 分 布 都 可 看 作 多 ' 中 的 元 ， 且 在 验证 条 件 (1)--(3? 时 ， 只 需 
考虑 %E 儿 就 够 了 . 

因 多 ,8g ,2 都 是 Montel 空 间 (2.4.4， 8,.5.8)， 故 1,.9.10 推 
出 ， 

9.1.2 定理 多 ',8 及 都 是 序列 如 完备 的 ， 其 中 的 序 
列 弱 收 丝 与 强 收 套 等 价 . 

当 j ES3rr<coe) 时 ，?7 在 某 种 程 底 上 肇 划 了 了 的 “正则 
性 ，7 愈 小 ， 了 愈 接 近 于 经 典 函 数 .。0 阶 分 布 也 称 为 Ration 测 
度 ， 试 看 一 些 例子 . 
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9.1,3 例 1 显 骸 ?OG C2), (RYDCC,(R"), 
圭 此 可 以 认 为 于 (0Q)CZBI(O)，。 于 (R")CI'AR") (参看 
3.5.5) 上 二 是 每 个 kM(Q) 是 Radon 测 度 ， 依 3,5(8) 有 


Ca, p= pdi, EC ). (7) 


2 任 给 上 的 正 测度 4, 令 fp)=| pdx (pe C(O))， 


撞 对 任 给 紧 集 下 CB，wECKE) 有 |p)| 才 #EKIyhs， 可 见 
fE Zo {参照 (3)) ， 或 就 说 4 等 间 于 了) 是 Radon 测 度 ， 
3” 和 任何 并 Eio(02, 砚 ) 决 定 一 -线性 汉 陋 工 )， 


CF,, p>=|f:9az, PE CAD, Mm), 8) 


9pECAR, m), KCOQNHKT, pH <lpls|, fldz， 可 见 


7 了 TiC Pn， 不 难 从 3.5.3 推 出 ， 了 ?==0.>3f 三 0， 天 不 妨 将 了 /等 
问 杆 了. 于 是 可 以 说 每 个 ELlocl02,m) 是 一 Radon 测 
度 ， 称 为 密 记 或 正则 分 布 . 今后 将 直接 写 <T 9》> 为 <f, or ce 
Lios PED). 

4 设 &o EH(R 定义 如 §8.2(12)， 则 5 决定 分 布 ， 


《bg>= [pdao =9p(a), WECAR'). (9) 


称 5 一 加 为 5- 画 数 或 Dirac 测 度 ， 它 不 是 经 典 意义 上 的 邯 数 ， 企 
给 f ELI。(R")， 取 PpsE CR {0) -9 到 Ba(0,s)， 则 (ff， 
P05>0)， 而 6(9,) 三 1， 可见 6 闻 了. 

9.1.4 定理 2G 丽人 LG ZB' LMR")G .SI' (RY) (1 
p00), 

证 显然 有 连续 的 包含 多 CB' 甸 一 ( 轨 (1.8.2)， 当 
依 看 作 多 ' 的 子 集 时 记 作 DD , 任 给 pp E D+( 依 §1.7(3)),， weD， 
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烙 <p, 9>= ipl ?dz 一 0， 从 而 中 =0。 于 是 由 1.8.3 之 推论 有 
万 = 2 7。 定理 其 余 结论 由 以 下 不 等 式 推出 ， 
KPeyl <Hlalelr 


Kg PO ho d+ sl TE Ct el 3) BY, 
其 中 f EL?,， PE 9EL?(R"), $E FR) ,bEN 充 分 大 ， 


+=. | 器 
了 2 

粗略 地 说 ，9.1.4 表 明 广 义 函 数 空间 2' 与 “好 函数 ”的 空 
闻 多 其 实 是 很 接近 的 ， 


从 习惯 看 来 ， 广 站 函数 的 不 自然 之 处 在 于， 对 于 ,一 般 的 
了 E 至 ' 根本 谈 不 上 “ 诗 数 值 了 (x)}”、 当 用 齐 f(%) 下 《大 他 ， 
pz)> (fE DS PED) 这 类 记号 时 ， 只 是 为 了 强调 检验 函数 
以 x 为 自 变 量 . 虽然 广 浆 国 数 处 是 “点 的 兰 数 ”， 但 还 是 能 说 
及 它 的 局 部 性 质 ， 侍 给 非 空 开 集 志 扫 只 ,有 自然 的 人 人 人 吾 (77， 
形 ) 们 多 ( 且 , 识 ) ， 于 大 每 个 于 E 让 二 人) 导电 fi2B(W ,mm) 世 
可 '( Ti) ， 称 后 者 为 f 在 5 内 的 限制 并 写作 f15 。 关 于 广 闵 
函数 的 一 个 性 质 了 称 为 “局 部 和 的”， 若 YjEB 人 0,m) ， 
具有 P 所 祝 了 在 每 点 TE€ 介 和 的 基 邻 域内 的 限制 具有 PP. 

9.1.5 定理 设 襄 ,是 的 一 个 开 履 姜 ,， UC0, fc 
多 "(Uo m)} 满足 f106N0s 一 flUs 站 Ua， 则 大 在 唯一 的 fE 多 / 
(QO,m) f=fe(Y oa) 且 当 fo Ei(Y 4) 时 fE 人 名; 换 言 
之 ，“fE9'" 或 “FE 2 和 是 局 部 性 质 ， 

证 权 台 上 及 遍 于 106i -的 单位 分 解 4 ， 定 闵 了 (Pp》 
二 jE ))， 则 不 难 验 证 了 E00,m)， 
fID0.=f.. 设 Ya， fo€E 多 ;; 对 任 给 紧 集 斑 ， 取 有 限 个 有 
输 开 集 V i KCUVF:，Yi，9a: ViC5, 依 (3)， 

Ifipm)! eonstl wl. (YPEDBEV, mMm)), 
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取 下 上 从 属于 i 的 单位 分 和解 {p,} ， 任 给 PE 儿 (K,m) 有 ， 
ftp)| = 1p, p)! <const Dlpplr <constj pl),. 


(估计 Lewpi: 时 利用 Leibniz 公 式 ) ， 由 此 可 见 7E 多;， LL] 
9.1.5 特 别 推出 “了 =0” (fe 多 "(2 ,三 )) 是 局 部 性 质 . 若 
人 
suppf 二 届 \ fz | 存在 * 的 驾 域 UU; f=0}; 《10) 
singsuppf 二 2\ {zx| 存在 + 的 分 域 V 了 UEO™;， 
(11) 
则 妇 \sappf [gssingsupp 有 是 使 得 了 在 其 内 为 零 { 属 于 Ce] 的 最 
大 开 集 ， 分 别称 supp 与 singsuppf 为 了 的 支 集 与 奇 支 焦 、 显 然 
singsuppf Csuppfy: 若 w,$EFB suppl 的 某 锅 域 内 相等 ， 则 
fp)=f(¥). 
参考 文献 ，|18]，[30]，[i11，[46]，[60] ，1641, 1783, 
[85]. 
习 是 
“ 旬 {z 人 ta Ye!) 定义 f(g = Earptr, ) tpE 1D), Im 
fe gi 0 3 
2, Elics tm’ FOD'. t 
nk 


上 本 
3。 在 洱 " BR heiikaso, > 全 站 人 -co 


4 者 f€Eg 有 紧 支 集 ， RE 

5， 称 / € 97 为 “ 正 分 布 ” ， 者 0<wE .Ge>y (yg) 之 0, 一 个 分 大 为 正 分 布 ” 
是 局 各 性 成 

8.。 二 瑟 = too) 志 及 ， fy)= Pre Vm we go, 财 了 是 名 上 的 光 


限 阶 分 布 ， 它 不 能 扩 为 R 上 的 分 


$2 广义 通 数 的 运算 
将 经 典 函数 的 某 些 运算 推广 于 广义 函数 、 可 循 以 下 一 般 模 
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式 ， 给 定 4E 工 (你 )r 车 有 BEL( 绍 )， 使 得 

CAf, p> =F, Bp, f, PE (1) 
(了 与 4f 看 作 分 布 ) ， 则 称 了 为 4 的 转 置 或 形式 转 置 ， 记 作 
A!， 依 1,8.9，(49'EL(CB'); 车 仍 记 (C4)' 为 4， 则 (1) 成 为 
当 了 会 ' 时 4f 的 定义 式 ， 这 就 将 4 扩张 到 了 人流 ' 上 . 一 般 说 来 ， 
4 可 能 原来 就 定义 在 一 个 比 多 更 大 的 经 典 销 数 空间 了 中 ， 对 于 
feDC%R', Af 往往 与 分 布 意义 下 的 47 一 禾 ， 试 君 几 个 例子 ， 

1” 设 AEDiff(0', 2),fEC(Q), ?e200 ), (86.8 
(2)) 

| fe) Gar 一 |。 fe) ph 1(2)) GD le, 

(2) 
居中 (入 DD) 记 8! 的 Javobi 行 到 式 . 因 多 (0) 多 (7 交 
-天 是 连续 性 算 子 (2.4.5,2.4.6)， 页 由 等 式 
Ch*f, w= Lf, TBD [pet PE DRLQ') (3) 
决定 一 连续 线性 算 子 信 1:'(@)> (2) ， fof， 
也 写作 fo%， 当 fECCD) 时 ， fr 有 通常 的 意 儿 .这 就 将 
“复合 图 数 ” 概念 部 分 地 推广 到 了 广 交 国 叛 . 常见 的 例子 是 : 
任 给 了 E 多 '(R")， f 的 平移 raf(aER") 与 反射 了 决定 于 公 s 式 
Grof, p> = Tap) ,p= PY PED). 

2” 给 定 微分 算 子 P = 忆 aoD", 其 中 a,€ 0™(9, Mpm)， 
Mom=L(C™",C?), D=~id. 任 给 fE07(Q,m)， PE ZF(Q, 
$)， 重 复 运 用 分 部 积分 得 到 ， 

[Pf- war=5 | Df.aipds 
= S|f -D(asp)ds =|f.Pipds, 
其 中 P'= (~- D)ratEL(Z(0Q,p), 2(0,m)) (4) 
(大 看 2.4.5)，#1 记 4 的 转 置 (看 作 算 子 )})， 子 是 由 
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《二 < PEB(LO, ?) (5) 
决定 一 连续 线性 算 子 已 :多 ' (人 列 ) 有 (人 ,p) ， 扔 写作 己 
一 之 bo 人 当 三 EC 5 ,mm 时 PF 了 有 通常 的 窒 义 。 若 m= 二， 
a = O00O), 则 就 认为 a ECO"(Q), 若 a,。=const{ia| 
气门 ， 则 P'= 本 ae( -DD)*=P(-D)。(5) 的 滑 个 简单 特例 是 ; 

Dr°f, p>=<f, (- Dp (6) 
<af, p>= <f, ap>, (7?) 
其 中 EE 名和 ,Wm)，aE0"()，9EZ(DN,m)， 这 就 特 微分 
与 滋 0” 户 数 移 运 算 推 广 到 了 任何 广义 序数 . 今后 若 末 说 明 ， 
永 及 微分 时 总 是 分 布 意义 上 的 . 
将 (6 用 到 Heaviside 夯 数 吾 一 /27 Yo,wy 及 f(z) =In|zx| 
<“H', P=, - p=p(0) 
, 。 站 
<f, -Pp' y= -lm Pp (zjjnlzlgz= 忆 :| Pg, 
后 一 积分 是 主导 意 兴 上 的 ， 以 上 结果 写作 ， 
打下 dnlsD)'=P.(4). (8) 


微分 算 子 PP 的 连续 性 使 得 逐 项 微分 P(E) 二 于 Pu 是 合 
理 和 的 ， 只 要 ta 在 多 ' 中 收 钙 。 这 一 第 实 充分 显示 出 广义 函数 的 
优越 性 . 

3” 着 P= ,MD dE (8.5(10)) ， 风 类似 于 
《5) 的 公式 决定 一 连续 线性 算 子 已 :9 一 .75 特别 ， 任 给 we 
Fy EGG， 有 aeE 7 这 一 事实 可 缩写 成 gu.' 民 4 
因此 称 Z 为 9 的 索 子 空间 . _ 

香 然 提出 微分 与 乘法 的 造 运 算 问题 对 于 前 者 ， 在 1 维 情 
饱 直 有 以 下 肖 定 结 溢 ， 

9.2.1 定理 任 给 jE 久 '(R,m)， 存在“ 原 峭 数 "WE 已 : 
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=f 了 的 任何 原 务 数 可 表 有 起 w 二 const 
证 不 妨 就 名 一 1 进行 证 明 、 令 L(9)= pis(pE 2), dz 
记 通 常 的 Lebesgue 测 度 ， 取 pyE 9 (R): (#) 二 1。 由 
rp n= PY -oO weg 


定义 出 TEIL(8) ， 于 是 4 二 fe 了 EB'， 任 给 PEB， 人 了 从 《uy 
-pO=<, -To ?=<F,P) 推 思 w' = 了 . 车 w= 二 J) 有 二 让 一 如 


则 
Co, p=<0 TP HY, ~ (TH)'Y 


=v(PIT Pp) FL, Tp = PT(P), 
可 让 pp 一 eonst ， 国 
9.2.1 可 用 来 证 明 以 下 正则 性 苦果 ， 
9.2.2 定理 设 已 = 开 8aj(g1dz)7，GTE CO"(R), gn=1., 
洛 uE F(R), Pa=f EC(R), Muye COC™R). 

-证 仿 2? 二 (1))， 则 Pw 一 了 可 写成 二 a2 十 5， 
aE CC"(R, Hn(C)): EC(R, m)， 到 方程 w' 二 -9 的 一 基本 
解 组 ( 洁 为 0” 函数 ， 和 参看 各 .6) 构 成 ;x 汉 征 隆 六 : 到 症 包 的 原 
计数 #2. (以 上 2,8,21 对 当 作 列 向 量 ), 则 ( 了 91)'=( 和 站 人 填 
丰 玫 gv 寺 了) 一生 谤 一 (一 0 于 0 十 且 1v 二 站 ,由 9.,2,.1, 于 人 培 一 各 | 
二 const， 这 推 岂 VEC!， 从 而 WEC™, Li 

除法 问题 的 担 法 如 下 : 给 定 9E CQ),，jEg9'(Q)， 求 
出 26E 多 5 呈 )， 使 得 8 一 f， 困 难 发 生 在 Y 有 替 点 的 情况 ， 奴 
当 g 是 较 特 殊 的 函数 〈 如 多 项 式 或 整 医 数 ) 时 得 到 系统 的 研究 
{参考 [18]) . 下 而 只 对 1 维 情 宫 给 出 一 个 简单 的 结果 .- 

9.2.5 定理 设 /E 2B'(R), gE Cm"(R) 除 7 二 a 外 无 零点 ， 
9 a) 一 0 (0 所 7 ，g 站 (9) 交 0。 则 方程 94= 二 了 在 银 '(R) 中 
可 解 ， 且 其 解 有 通 式 ，xw(z) 二 w(x) 十 怠 和 1046 (2 下，to 是 
一 特 解 . 
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证 “不妨 设 e 一 0。 利 用 Taylor 公 式 可 将 9(2) 写 成 zz(z)， 
4EC”(R) 无 零 虚 ， 因 了 除 9 归于 了 除 半 后 再 用 z 除 天 次， 故 
gu 二 f 的 可 解 性 归于 zo 二 f 的 可 解 性 ， 而 对 后 者 亲 直 接 构 成 一 个 
如 下 的 解 如 ， 

<v, p= Ff, :pp 的 >， 人 PE 多， 
其 中 %E 瑟 是 满足 区 (0)=1 的 任 给 国 数 ,其 次 ， 若 9ay 一 了 
(二 1,2)， 8 二 一 4 则 和 二 0， 从 而 zt 一 0， 这 推出 snppr 
C {0} ,利用 下 节 和 将 证 明 的 9.3.4 得 出 xz= 卫 ice160 . 利用 Kzs6c0n， 
92> 一 (一 17zop)07|vo， 直 接 计 算得 出 zw 一 了 fei8060P， 
0 玉 有 和 及 ， 因 此 6 天 0 合适 JS， 从 而 业 一 习 和 -10 让 人 ， -|] 

下 面 考 屿 分布 的 张 量 积 . 设 如 = 只， > 只， CR"x R=R", 
纠 定 了 了 1 二 莒 {1) Gi 一 1,2)， 多 ;1 仿 此 . 

9.2,4 定理 设 B.0995 记 1 的 P| PiE Zi i=1,2} ( 记 
OPE1 .1(3)) 生成 的 向 车 空间 ， 则 多 /的 名 ;在 名 (2) 
中 秽 密 。 柱 给 f;E 名! (i 二 1, 2)， 存 在 唯一 JE 久 '( 人 8)， 使 得 

fp pa) = Pp) fp PIE Fr i=1,2; 
fz), f(y) pr, YY 
=<f, p>=<f2 0, Cf 2) PE ND PEP). 
. 《9) 

称 上 述 的 站 为 六 与 1 的 张 量 积 ， 记 作 f, 69f,. 

证 ， 是 热 争 | 的 久 ;C 忆 全 (人 )， 任 给 #E 多 (09) ， 设 站 1 是 
suppg 在 21 内 的 投影 ! 取 紧 集 DB 太志 LiCOi 取 P1E Bi 
Lpiti=1,2)， 则 Ly x 工 ，, pip， 取 多 项 式 序列 人 x】 ， 
使 得 在 8 (0 ) 中 nu(8.3.6)3 令 24 二 {POP2) Ws, 出 2 这， 
的 多 :， 在 乡 ( 虽 ) 中 Vos, 可 见 久 1 的 久 : 在 久 ( 介 ) 中 先 密 ， 

由 2.4.7 之 推论 ，(9) 之 两 问 有 意义 且 连 续 地 依赖 于 o 、 当 
P= 二 POP (PiE 多 0112) 时，(9) 之 两 端 皆 得 方 (pi )， 
ftPs) ,于 是 利用 多 | 的 全; 一色 (有 ?得 出 定理 结 纶 . [了 
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注 1” 从 (9) 看 出 supp 户 @ 记 一 supp 廊 x sappjs， 故 扩 
gi 二 1; 2 地 Of. EZ'(O) ( 见 9.3.1) ， 此 时 (9) 对 任何 
全 BE() 成 立 . 

2 夫 以 名! 的 9B! 记 人 的 J 1 有 EB'， i 二 1, 2 生成 的 向 
量 空间 ， 1 加 8 3 仿 陛 ， 则 依 9.1.4 与 9.2.4 有 


BOVIIOP OR LH ZS' (0 ) 
及 FMFIOPT OE LO 人) 


由 此 推出 多 ! 名 多! 与 Sg! 的 分别 在 多 (日) 与 8g{ 介 ) 中 秋 密 ， 
3” 可 用 积分 记号 将 (9) 形 式 地 写作 ， 


[pC [fac9)0 Ce, pay = ff way] Fo Cn) ps dr. 


因此 称 (9) 为 “关于 分 布 的 Fubini 定理 ”} 当 方 ， 产 为 经 典 函 
数 时 ，{9} 表 达 了 通常 的 Fubini 定理 . 车 在 (9) 中 令 f := 让 f2 
二 了 ， 则 得 以 下 公式 : 


Cf (x), [wey >= [Cf 62), pls, yay, PE 92.0). 


(10) 
从 2 .4(2)(16) 及 2 ,4.7 可 推出 与 (10) 对 应 的 以 下 结果 ， 
9.2.5 定理 设 fE 8 EC"(Q1x 人 1) ,着 (i) 
feEg'， 误 (ii) ¥ yo E02， 闻 在 六 的 分 域 FF， 紧 集 ECO 
使 得 YYyEV; YE 多 (KK) (pF) = P(r ))， 则 成 并 
CF) Opry) = fT, PL, YY. (11) 
可 形式 地 将 (10) 与 (11) 看 作 “ 在 积分 号 下 取 积 分 与 取 微 分 
的 规则 ”， 类 似 的 观点 可 用 到 公式 ， 


[free ydy; 2 67) = {FCs, 1), pr) (12) 
Corftr, yg) PE)Y =05Cf (4, 9), Pz)Y, (13) 

其 中 产 E 人 BO. CFCz) 一 了 (z,9Y) ， 且 (12) (13) 之 右 渴 对 任 
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何 9E 多 (9 存在 . 依 9.1.2， 由 (12)(13) 所 确定 的 [fay 与 
0:f 是 9g"( 昌 ,) 中 的 元 . 

参考 文献 ，[18]，[30]，[41}，[46]，[50] ，[781. 
习 是 


让 
1 - (8)Dr 一 sapew， aE CT HE 


2 设 fEL1,, (R”,m) 。 | -| fondi, MamdnF =f. 
心 n 


#3.。 没 f 毛 分" RY,m)， 菩 r=/ (0ER )， 则 f 寺 const. 
4。 着 产 = > da 7 ， 投 忆 音 ! 志 吝 /，,， 


汪 


[Eu ej, , va 
5, Br + NV HIr~2Rr TrosRr = -+ 刘 
了 人 


6。 讽 六 E 本 ， 则 在 多 ‘中 limf (十 局 = ftr). 


7。 车 在 全 ‘中 fj 必 f， 在 中 94， 几 59) 了 下 9f. 
a, try} =617) 86) (rr ERrxR, 


z $3 结构 定理 


本 节 解 答 如 下 问题 ， 一 定 类 型 的 广 闵 即 数 可 由 一 定性 质 的 
经 暴 函 数 经 适当 运算 表示 出 来 . 

9.3.1 定理 设 fE BO) ， 则 以 下 条 件 豆 相等 价 ， 人 ii) 
Eg (i) 了 有 紧 支 集 ;: (iiiy 任 给 suppf 的 邻 域 了 了， 了 可 表 
为 有 限 和 0°f,， ff ECA(T). 

证 者 了 了 裤 足 1(1) ， 则 依 那 里 的 记号 有 suppjC 天 ， 芳 
gECAO) GEN'， 下 二 snpp9， 则 对 任 给 WE 多 ([ 介 2) 有 ; 


|<0°g, p>| <| | gop ladzr lgh ,1 phe, a 


Ye 


可 见 DogEY '， 这 就 诗 得 (二 ) 沪 (让 二 (ii) ， 难 点 在 于 证 《这 全 
{iiiy. . 
设 4=suppf 是 紧 集 ，4ETCP。 设 fE 8! (参看 人 习题 
41)，3 一 mr 二 大 是 满足 |e| 裤 s 的 weEN? 之 个 数 . 取 4 的 紧 闻 
天 研 ， 研 CF， 邻 B=L1(WF}， 任 给 PE 名 ( 玉 )， 
jf(p) {constl pir <const Sup | 六 一 | eas | 
<const snp dP, (1) 
这 路 明 Ff:(0p) ,sf(P) 是 87* 的 某 子 空间 上 的 连续 线性 泛 
消 . 出 Hahn-Banach 定 理 ,92.3(6) 及 3.5,4, 存在 ff (I)| 
Ial 记 s}， 使 得 对 任 给 DE 本 5 有) 在 . 、 
f(g)=51 -0 for0rpds Eo"fs, yy， 
于 是 f= 车 9°f。、。 补 充 定 义 fo 1W = 二 0， 则 f.ELY(R”") ,余下 的 
问题 是 说 明 f。 可 改造 ”为 C0 函数 。 首 沈 , 任 给 gE LioolR")， 
#9 可 表 成 9， 其 中 8 一 (1 1)EN"， 
MKz) 一 const | | ga)ay. (2) 


国 此 不 妨 设 已 得 = 二 0°f。 fo EC(R") ， 蚂 A 多 斌 琴 4 
VY .对 任 给 PE9(09)， ， 
《让 ,7 一 《二 0 hp>= Zo, {C—O)"(APp)Y 


- 全 
=F ED" (Kia0r0) 


=EE 0 )r "49>, 


由 此 看 出 所 要 证 . 口 
9.3.2 定理 设 fES'O)， 则 f= 及 ,of ， 其 中 帮 E 
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CCQ) 当 fE 多 时 可 要 求 以 上 和 式 只 含有 限 项 . 

证 取 吕 的 局 部 有 限 开 覆盖 {Fii， 使 得 六 是 紧 集 且 让: 导 
但 ; 取 从 晨 于 {Fi 的 单位 分 解 人 是， 全 天 =A 本 ， 则 天 二 
FV), BF= Tf, 由 9.3.1, 

fi= ZF fo fa ECAP, 


laf 二 扩 


: 47 ja 避 时 仿 f.= 也 f.o， 司 则 令 f. 二 0。 则 


er 


时 下 | 二 


1 Bf Bj so, 


天 后 世人) 当 5dpm< co 时 ， 除 有 限 个 a 外 f。=0. . Li 

注 ] ” 设 1€ BACR")，J 了 = 如 9°f, 是 一 有 限 和 ， 重 复 运 
用 类 似 于 (3) 的 公式 提高 0"f。 中 微分 的 阶 数 ， 可 将 f 表 为 9g， 
9 EC(R")，1]P| 的 最 小 值 依 赖 壮 f 的 阶 ， 这 就 清 候 地 显示 出 ， 
E 多 :与 连续 函数 的 差距 “是 微分 运算 车 成 的 ”， 

2 任 给 FE 8 (8)， 令 F(RIsupp 丰 一 0， 则 和 将 2 ' 人 2) 
自然 地 伐 人 到 多 '{R") 中 ， 干 是 注 1" 亦 适用 于 f Eg 如 )， 

9.3.3 定理 设 /€ ZB;(02), 4 一 suppf 是 紧 集 ,pE 8 (02)， 
a"p lA=00 a <7). fp) 一 0 

证 到 紧 集 CQ，4 人 KK。 任 给 >0， 不 难 从 5.4.6 扒 
出 : 存 在 有 限 个 开 集 人;, 玉 ; 及 gi€E 8 (人 间 )， 使 得 ACUV,， 
VK， gilWi=0, lo ~ gl.<e. 取 UVF, 上 从 居于 {WW 
的 单位 分 解 生 让 ， 则 避 和 gi 二 0 十 是 依 人 1(3) 有 ， 

| < [下 


LONnst Ag — pn, "CeOnst, pe, 
由 此 看 出 f(%) 一 0. 国 | 


9.5.4 定理 设 JE .3A(R")。 则 suppf= 和 当 且 仪 当 玫 
PLD)0, 记 帅 菏 全 常 系数 多 项 式 ， 


Se 


a 二 


本 


| Ni 


证 设 suppf = {0} ,可 设 f E917TEN). 任 给 PEB(R")，, 
全 


节 (z) 一 op(z) - 5 工 0op(0)zo， 


lal <r 1 
则 fC) 二 0 《9,3.3)。 于 是 
办 9) 一 人 059(0)《F(z) ,ze 
一 ,之 co( 一 9 人 :入 7， 
其 中 一人 (wa>7G1， 可 见 f 一 之 cA -iD). 
逆 命 题 是 显然 的 . 副 
3.35.5 定理 了 E.7 1(RT)<> 了 一 0p7， 厅 所 Nr，98 扎 如 (及 ?) 
是 缓 增 凌 数 ( 贿 看 8.5.7) ， 
证 若 yYEC(R") 是 缓 增 的 ， 则 有 EEN， 
PE =I xTEL CS 
‘9.1.4)， 于 是 gt2) 二 (十 Il 2% (CY)E 9'， 从 而 站 有 全 Ni 
99 .Fy' {参看 上 节 ) . 
今 设 fEF'R")， 则 依 §1(2) 有 多 项 式 永 ，r EN， 
lf (Pp)| const, sup horplhy, YE F(R"). 


不 难 归纳 地 指明 ， 对 任 给 wE N*，yp E99(R") 有 ， 
Hhorpls<constsuplo (hp)hys. ”. 
因此 (9¥)| <const| hpl, eonst sup NorChyp)t .1 
其 中 sr +n (参考 (1)) .于 是 如 司 9,3.1 之 证 明 一 样 有 {g.e 
二 (有 lal 和 s} ， 使 得 对 任 给 Pp E BLR*) 有 
f(9)= 3,-1.0° (hp)>, 
故 得 f= 09.. (3) 


现在 运用 证 9.3.1 时 使 用 的 方法 将 (8) 改 造成 所 涡 的 形式 ， 
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首先 ， 用 形 如 (2) 的 式 子 将 包 转化 为 组 增 连 续 函 赦 .， 其 次 ， 
有 9g 二 可 04(hop9o)，Bop 从 训 求 导 得 到 ， 因此 可 设 f = 90°f,， 


六 是 缓 增 连续 印 数 .最 后 ， 依 9.3,2 后 面 注 1° 所 述 的 理由 ， 可 
从 ff 二 之 6° 了 ,得 出 1 一 05g，5 是 缓 增 连续 函数 ， | 

推论 。' 己 多; 敬 1ELIo.(R") 是 组 增 的 ， 则 六 E 有 
煌 别 .>' 包 含 了 所 有 多 项 式 ， 

9.3.5 曾 明了 “组 增 分 布 ” 一 词 的 意义 . 

本 节 的 所 有 结果 都 可 推广 到 向 量 值 分 布 ， 且 证 法 无 需 任 何 
本 质 的 改动 ， 
套 考 文献 [18], [30], [41], [60], [64}, [78] . 
习 是 

1， 了 E Pi a fas feE Di, 

2. Nirpusconstihghr, lalSrs Ye, ' 

3. 光 ' 是 银 ' 的 具有 以 下 性 质 的 暴 小 子 空 间 ， 它 所 含 1， 且 对 巩 分 与 乘 多 项 
式 的 运算 封闭 。 

4。 二 E 信和) ， 扩 福 日 是 其 浊 ,期 存 9E 工 ”( 捷 ) 与 mi320， 使 得 在 天 上 有 
f=dTmdmg, 


34 卷 积 


和 在 以 下 两 节 及 8&8 中 我 们 吏 在 广 六 函数 的 框架 共生 相 Fourier 
分 析 的 某 些 结果 . .首先 推广 着 积 概念 . 在 给 中 ,PE M(R")， 
PED(D=F(R")， 下 而 出 现 的 记号 8 ， ,二 ! 等 仿 此 }， 俯 
58.2(11) 及 81(7) 有 


Hy, PY = fins) [ps td =a(s), (Pe), 
C1) 
其 中 ps: 二 TxP， 这 谣 启 示 出 以 下 定 六 ， 称 由 等 式 
<fag, p=F 2) ,gp (VPED) {2) 
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1 wwiv 


决定 的 fg 为 了 ,gcE 刻 ' 的 卷 积 ， 只 要 (2) 右 端 有 意 交 ， 

9.4.1 完 理 若 (j ,E(B'x8 Ut ' "DS), frg= 
gf EB', supp(f*g) Csuppf +auppg; ZB'x gE', (f,9) 
fx9 分 别 对 了 ,5 为 连续 线性 映射 ， 且 

0 (fxg)—=ofrg=frO"go END, 

证 若 f ,gE8', 则 f=20"fo 9= Dorgss fa, 92E Oe 

(9.3.1)， 于 是 不 难 由 直接 计算 得 出 

f*9= 2 0 (orgp) =9*fE 2", 
其 中 fuxr9s 依 88,2. 其 次 设 1 ,9E 多 '，4 一 suppy 紧 . 任 给 有 
界 开 全 如 己 R*， 取 DU-A4 的 紧邻 三 FF，TE 8， VKT。 尾 给 DE 
(D0)， 令 (7?) 二 g(t:s)、， 则 易 见 妆 E BI(V) (参考 2.4.7) ， 
月 当 YE 4 时 prE ZCV)。 于 是 依 (2) 及 已 证 结论 有 ， 


Cfrg, P= TH, $= Ar}, p> 
—<g*(rf), p= C9(7), <f, WW 
一 人 8 下 p>, 
由 5 的 任意 性 ， 得 出 fry 二 gxfEg'. 保 挤 4,5 ,9 ,YB 的 党 
又 ， 假 定 有 用 (suppf+ 4) = 07, 则 必 supP¥CCV ~- AC {suppf)", 
因此 f(#) 二 0 这 表明 euPP(J*0)Csuppy +suppy， 定理 的 余下 
结论 是 明显 的 . 国 
直接 省 出 YE 念 '，Fxd 一 f， 因此 9.4， 1 推出 ， FF' 是 以 5 
为 单位 元 的 交换 代数 ， 9.4. 4 将 指明 这 个 代数 是 结合 的 ， 
9.4.2 定理 车 (f ,gelg' x UD x BYU (9’x 
2), 则 fxgE0™, (fxg) (2) =<f(y), gfz- 的 > 一 《站 ,gs . 
证 1” 设 (, 由 eg'xg， 令 了 一 之 Do 了 EL:, 则 
frg= DferdgE OC™” (3.2.3)， 
(fxg) (2) = Ef) (Og) (ry)> 
— 0°f (9), g(r- y= , g(r — y)). 
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2 设 (站 从 皇 喇 'x 画 ,4=Sqppg， 任 给 有 界 并 集 王 性 R9， 
取 如 9.4.1 证 明 中 所 述 的 T， 则 {fxg I=(rf)rg UeEv”， 
且 对 和 任 给 zEUV 有 

(frg) Cr) = CT FI Fr) = 9 ~ #4) >. 

由 已 证 结论 ， 现 在 可 将 (2) 写 成 《fxg, Pp》= <f, gp >》， 

3” 设 C 中 ,中 Ey ' x 昔 在 ZF 中 Op pr， 出 
在 荆 ' 中 px 产 久 ，9 罗 了 9 四 二 信 《8.2.2,8.5.8)。 由 闭 图 象 定 
理 ，> p> 是 连续 线 柱 算 子 ， 国 此 由 jx9, PP》 二 
<f， #9>(pEF)AR 定 fxg EF', Sh g(t), 
则 可 归纳 地 指明 9°B(#)=<f(9), 09(z 一 8)》， 从 而 EO”. 
YPED: 

Cfxy, m=<f (9), ges -9dr) 


= [df ,9(5 ~ (sd = p>, 
可 网 fx9 一 RECO, 站 
9.4.2 表 明 ， 如 同和 在 经 典 情 说 下 一 样 ， 眷 积 可 用 来 实现 广 
义 硝 数 的 光 沁 化 . 下 0sE 罗 [81， 使 得 在 币 ' 宁 8 上 苑 对 性 
给 力气 久 有 ， 
P(0) =limc,, p> =lim (P*0) (0) (3) 


(由 8.3.2， 当 9, 是 通 近 单位 时 (3) 必 成 立 ) ， 则 对 任 给 Fe 久 
]z 门 有 fgoc Or， 且 在 印 ' 中 大 go> 6 一 站 用 此 可 证 明 类 似 
于 8.3,6 的 以 下 结果 ， 四 

9.4.3 定理 性 给 feE 争 '(0Q2) ， 存 在 序列 {gj 忆 纱 (中)， 
gf. 2 | ， 
证 设 和 ,站 1,i,8i; 的 音 站 如 同 8,3.6(ii) 之 证 明 ， f= 
Pf r= fal, EF}, 齐 对 任 给 $€ .9 (DD)， i 充分 大 
有， 
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Coo Y=, 0 4) 


=Cf, 0 #8 >Cf, $Y) (ire0). 口 


利用 '9.4,3， 有 刷 和 将 经 典 国 数 的 某 些 性 质 过 小 到 广义 函数 . 
例如 ， 当 Pp EC*(8)，feE ZB(Q) 时 成 立 


>(o) = 2 ( tt aEN” (4) 


通过 一 个 极限 过 程 ， 司 知 (4) 亦 对 f EE 多 '( 虽 ) 为 真 . 

3.4.4 定理 次 (i) 了 ,9 ,hE ZB', 其 中 登 少 两 个 属于 8 '， 
或 (ii) fE 9, 9 ,hE gS, Mf#g)rh= fr(orh). 

证 若 条 件 (i 满足 ， 则 由 多 中 卷 积 的 结合 性 、 卷 积 对 各 
关子 的 连续 性 及 9.4.3 挫 出 定理 结论 ， 在 条 件 (ii) 之 下 ,对 任 给 
力作 有 


Cf rh, pf, rhrgp)y=<f, (grh) “* >, 
由 此 亦 得 (fxg)xh 二 fx(gx8)，, 而 
者 用 缩 记 号 4x* 吾 = {fax8 laE 4,5E B} ，. 则 由 9.4.1 与 9.4.2 

有 乌 %8' 忆 B'，9 #9 CG!'， 后 者 还 可 大 大 加 强 ， | 
9.4.5 定义 洪 gE '， 对 任 给 不 EN， .三 在 分 解 式 = 
9“gc， 使 得 x*9。 EL” (有 hk, al me), 则 称 9 为 束 


lalsry 


降 分 布 ， 速 降 分 布 之 爹 体 记 作 少 ， 

不 难看 出 了 U 8 'CelC9' (参考 9.3.1,9.3.5)， 、 

9.4.6 定理 FAGLCT' (SP: ‘ICS! 对 照 ， 也 称 
为 9 关于 卷 积 的 很 子 空 间 ) ， 

证 只 需 对 取 定 的 gE 9s 5 证 > ， pH->gs9p 是 连续 线性 
算 对 . 设 pEy， 任 给 六 ，7 EN"， 取 充分 大 的 EN， 设 9 一 
乙 0"9. 狂 中 9.4 ,5 之 条 件 ， 则 
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Ix"0f (op)) -Dlr (gr0"" yp) 『 


=5 5 (Vergrter0nrsy) | 
const 之 ， rg blero sp 109, 


可 风 g*xPE.S， 车 在 中 纺 ;，9# 信 天 闻 ， 则 从 C9) () 一 
Co ,Pw 一)> (9.4.2) 看 出 gxPp; 逐 点 收 铝 到 9xp， 钴 此 
一 gxm， 于 是 要 证 结论 从 闭 图 象 定理 推出 . Cl 

了 xm 个 分 布 ai;E 多 ' 构成 一 个 拓 阵 慷 人 分布 4 二 (qi1) EE 
FUR", Mpm)Y。 若 男 有 加 二 {Dy5) 万 字 'R", 开 mg) ， 自 然 规 定 卷 
ad:= (Cir), 只 要 or 二 Qis49yx 有 意义 ， 前 述 的 卷 积 性 质 自 
然 地 推广 于 算 阵 值 分 布 的 卷 积 ， 只 要 这 些 性 质 不 与 人 第 阵 的 形式 
运算 规则 相抵 触 . 和 任 给 fEB' 4= (a ) 七 久 *(R", Npm) ， 约 
定 J#9 二 0* 了 二 (f*01;)， 只 要 fei 铝 存 在 . 

络 定 6E 多 RR" Mm)，5E 外 "MR"， 放 56:)， 称 

站 关中 一 吾 ， - (5) 

为 以 a 为 楼 ， 以 4 为 未 知 函数 的 磊 积 方 辑 ， ty 二 0 是 对 应 的 
齐 次 方程 (5) 统一 了 几 类 午 要 前 方程 ， 若 今 4 二 全， Go 


toE Mom, BE BR,P), 
HA = Ta Ddru) 一 a Du= Py, 


其 中 P = 豆 a.D*， 此 时 (5) 变 成 带 系 数 线性 偏 抠 分 方程 组 


Pu=b 车 令 q= 天 +0， 天 Ei。e(R) ， 设 supp 玉 UsuppwU 
SUpPpBC [0, co)， 刚 !S7 成 为 “第 一 一 类 Volterra 积 分 方程 ”， 


“(x)+| 下 (4 utdt =b(»). 


阁 2# 天 一 5， 则 称 吾 为 方程 (5 的 基本 解 相应 地， 蓓 亲友 
一 和 ， 忆 是 线性 人 微分 算 子 ， 则 称 刀 为 方程 Pu 一 5 或 微分 算 子 PP 
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芍 基 本 解 ， 以 下 结果 初步 指明 了 基本 解 的 意义 . 

9.4.7 定理 设 a,bEg',BES', arB=0, 则 4= Exb 
补足 (5) (5) 在 ' 中 至 多 一 个 解 . 

证 显 拓 8x#f #6) 二 an}#8 二 #5 二 了 bB。， 若 gq#8 一 为 ，# 它 
F', Mv=6#0= (Ea) rv = . | | 

判定 基本 解 的 存在 性 通常 是 很 困难 的 问题 ， 

参 潜 文献 ，[20] , 130], [41}, [60], [64] , [78] . 
习 是 

1。 设 FE 有 则 f=0 二 > YYpES: ff*y=0, 

2。 车 (fj 9) E92 x, 则 fr gg*f 

3。 大 个 fE 思 ' {9) 可 用 守 项 式 通 这 ， 

4.。 设 Fr) = exptilzl3) ,出 Eee 


$5 Fourier 变换 


拓扑 则 构 (R",m)>(R",m)， 2 一 风 (8.5.9)》 的 对 情 
了 《及 了) 全 多 (及 班 ) 有 一 了 亦 为 拓扑 同 街 ， 称 它 为 对 组 增 
分 布 的 Feurier 变 换 . 任 给 JE 9 了 决定 于 公式 ; 
《0 一 《的 >，9E7 + (1) 
反 演 公 式 p 一 p**"(pE 2， 参看 88.5(2)) 推出 反 演 公式 了 = 
(FE 0) 荐 f=(f,…,fn) 9'(R"m)， 显然 j=(f,， 
“…,jn) .通过 取 对 个 ，88.， 5(5)f6) 直 接 过 流利 Fe .9 的 情况 . 
对 于 EL!， 木 难 蛤 证 j 〈( 放 8.5,1) 满足 (1) 苦 了 E 工 >， 
/ 依 8.5,10， 取 {fC f= 了 ,= 4- 了 ,2 0, 则 在 .7 


中 fr>f， ff, 十 是 对 任 给 ww EE 有: 
Cf p> = timCfi, p> = limkfs, >=, p>. 


由 此 可 见 ， 工 与 上 其 数 ( 从 而 ?函数 ，1<p<<2) 的 Fourier 变 
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换 与 它们 作为 广 疼 函数 的 Fourier 变 换 一 致 ， 


9.5.1 例 1” 直接 看 出 =1]， 从 而 1=6. 
2” 设 H(2)=V237 Yowmys PEDBR), supppCC{[-a, 
a]， 则 - . 


Hp =V i Pplrye-istdz 
= lim nm Vaz | (zygz | e—'rydy 


-让 已- [ PO) gy + lim ‘pp 


tl 
‘cosbzdx + tim | [pe(z) tp 2) dz 
=-iCP (二 )，p>+V wo(0) 
《其 中 用 到 8.4.3 与 8.4.4) ， 故 得 
站 = ip.(L) + ye. (2) 


88.5(7) 的 推广 依赖 于 2 与 5 的 以 下 关系 ， 
9.5.2 定理 2 一 54，J 一 是 小 双 射 ， 
证 设 jEw， 依 8.5.7， 尾 给 EEN， 在 在 TEN， 
(1+|21 "rorf (a EL". Clal <E) 
令 8(z) = (+ 3) -fr MN Fg L" 
(lol SE) ,f=(1- A 3 1al SEH,， [5°9(6) 14,= 
og) |, 19°91 1<oo .由 9.4.5,fE 4 其 次 设 了 Et 


任 给 EN"， 仿 b=B| +nt1。 依 9.4.5， f= ,Dr'f， 
wf EL (Eo 7). 于 是 
Dsf(e) = 也， De(eof (8)) 
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- TK (3) 08) 0) 
[Ir| < 当天" 丰 必 且 站 


由 此 看 出 Dj(6) 是 通常 意义 的 偏 导 数 ， 且 
[D2f(5) [const(1 + 二 | )” 2 [zf eonst(1 + 61)". 


由 8.5.7，fE 5w， 由 此 得 出 定理 结论 . 吕 
9.5.3 定理 设 jE9 RY) gE hESuy， 则 
(fxg) =fo; CFR)*: = fh. (3) 


证 ”只 需 证 第 一 式 ， 任 给 oE .2， 
fr9， 提 > 一 <f(z) grtsp) = (2), 《Decp>》 
0 
共 中 e-z( 打 一 ez。 由 此 可 见 (fg 一 站 口 
了 后 宛 在“ 无穷 远 处 ?” 的 性 状 强烈 地 影响 到 了 的 正则 性 ， 
若 f EE‘， 则 j 属 于 “ 迹 分 好 ” 的 阔 数 类 ， 
9.5.4 Feiey Wiener 定 理 若 FE 多/ (R"), suppf CB"o, 


6), 则 “ 
f(6) =4f (8), eit 9 ER (4) 


下 


UU>0,， ?EN 与 z 无 甘 ， 称 (zsz) 为 了 的 “Fourier-Laplace 变 
茂 ”， 且 就 写作 关节 . 任 给 消息 (6) 的 整 本 数 jc HC )， 敢 存 
在 了 E 多 fe)=h(2), suppf Ct BH"(0,6). 

证 设 f= BDrf,, foE (RD 9,3.1), NfESy, Ye 
ER", 


县 hz) =<f 8), eisrty, acECn (5) 
是 蔡 函 数 (其 中 z=z.1+iy:t，2 二 Zz 填 六 )， 它 满 中 
Bg) EOC a) )resu (6) 


}(6) = 56°f.(6)= Dsfalt), et 
= (BD De-it 少 一 《er 全， 
直接 看 出 (5) 是 整 范 数 。 到 fg E CO”(R), { 一 co,AT -<y 2 ~ o0, 
2)} 令 。 - 
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pz 下 一 8 人 人 -6) Isl Je tER", 
财 对 任 给 ECmn0n， gsE BF, supppsCB"(0,6+21z1-!) ， 当 
由 <6+ 1 时 9 人 (全 二 8 取 r EN: |f(p)| <eonstlpl" 
‘(PESB), Ml 
Bz2)| = If (pa) Econst| Ps] 
< Const sup 2 122eee0z 一 68 一 他 ) zl | 


ET 
<const(1 + |s| }resH, 2=*+iyetC". 
反之 ， 车 上 EE 吾 (C") 祷 足 (6) ， 则 hIR"E.9'(9.3.6) ， 于 
是 有 了 E.G IIRI。 设 如 8.3.6 证 明 中 所 述 ， 则 js(z) = 
0, h(E HC), hs |R? 二 {ff#85)^*， 取 充分 大 的 EEN， 由 
(6), 

[C2))| const(1 十 | )-*es (1+ [sl Js 10,C%)) 
<<const(1 十 |a| ew 安 I(90°0.) (2)| 
const(1 十 12 ee | > 上 ab] 
<const(1 + Iz -ed+elv (z=z+iy), (7) 

于 是 训 定 多 0 卫 数 
9 一 fas) er ‘We, ttER®., 
芋 给 za， 沪 ，2nEC， 在 (2 , 力 ) 平 商 中 的 矩形 ca 0<¥r 
y? 上 应 用 Cauchy 定 理 并 利用 (7)}， 不 难 推出 : 
[ hae dr -上 Rh {ress, , {8) 


其 中 sz 一 (2 Ze Zn)s 2 二 (s+iyY, 22,°* ‘Zn) ， 对 每 个 坐标 
建立 类 似 于 (8) 的 等 式 ， 就 得 到 9.( 纹 的 新 表达 式 ， 


gq = hse, icR TABEcr (9) 
邻 z==z 十 启 6， 则 当 败 沁 6 二 s 时 ， 由 (7)(9) 有 ， 
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|gs (2)| eonstlt1 + Iz| )-*edt die dds 0(6 + 00), 
可 见 suppgs CB"(0,6+38), 于 是 gs 一 9" 一 有 "之 #60:。 若 多 EE 
贸 ，suppp 人 站 襄 "(0,60) = 必 ， 5 充分 小 ， 则 99: 三 0， 于 是 < 了 ,> 
=—limg,, 9)=0, 可 suppf CB"(0,6), 整 函 数 (z) 与 有 (z》 
在 R" 上 重 含 ， 故 必定 />) 十 812) (zEC")， 世 


一 


9.5.5 定理 gEZB(RTY)<-PpEH(C"), L360, YF 
>0, 
多 (C2) 寺 const(l+ jz ) ed , sa~e+iyEC" (10) 
证 ”首先 指出 ， 车 在 9.5.4 中 了 E 印 ， 则 (6) 中 可 令 了 = 小， 
今 设 goE 多， 则 将 (86) 用 到 (Dp)"*(z) (al <) 得 出 (10) ， 
反之 ， 若 (10) 注 足 ， 则 从 (6)| 所 const(1 十 [51 (EE R"), 
v=|p(e)erds, 


在 积分 号 下 可 扳 分 任意 次 ， 结 合 9.5.4 得 出 pE 到 . Ei 
考虑 一 个 求 Fourier 变 换 的 特殊 例子 . 约定 bo= 一 
9.5.6 引 理 设 f,= 写 , dw (07xsER)， 则 


f:= (DT /8) fons. 
证 直接 验证 /#664 一 了 ,(#E Z"), 因 此 ff =e orf,suppf, 志 


fei 了 = 和 2 取 充 分 小 的 0- 邻 域 UCR"， 任 给 96 
(VD), 可 设 p (7)=9(0) + ps)sinSe, PE 六 (如 ); 从 产 


enf, (FE TZ") 推出 f(z)sin3-t 一 0(1< jn), 因此 < p> 


二 cy(0) (0c 是 待定 系数 )， 可 见 ? | 六 =o8， 因 
f= Db = Desr= Tryst/s0es = Tun /ef (2), 
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夏 f= Pra /se6) ofon/s. 


取 pE (D0)， 使 /pdzx*w0， 则 对 任 给 ER" 有 + 
fs, erp y=, Tp) =0Cfar/ es, TP, 


或 好 Epsh)erms oD ofz+2 GD 
(11) 两 端 在 zi <r73 (1 起 7 之 #) 土 积分 得 出 
c= (V2n /8)", - 
任 给 PE， 从 (让 得 出 Poisson 求 和 公式 : 
SPE) = (V2 /5)" Sp(2nk/s). (12) 
34.5.7 定理 设 f€Eg' 是 周期 的 , 即 Toxf 二 了 (YEE2")， 
则 | 
f= Zorer, f= odr. (13) 
证 取 hE Bi LL- T] "< 令 交 = Faneh, 则 对 人 性 给 
PES， 有 


<f ,B=<F, PTET = < Por 
一 《让 (3) BX) D0-sp)" (27k)> 
= (2x) "Cf, PEe-rp(h) Dee, D>, 
其 中 cr 二 (227)~"A2CF, Ye-s>， 由 此 得 出 (13). : 口 
在 舍 中 我 们 将 从 另 一 途径 泛 罕 周期 分 布 ， 
， 参 考 文献，[22i，[301]，[411，[461，{[60] ，{64], [78] ， 
习题 
1 车 FE 工 | 。e (了 ) 是 起 增 的 《3.5 则 在 中 


f 8) = (im | FreTi** idroy | 
， 全 
IT eh 2 . 


2， 设 fE 9'， 则 suppf = {0} >f- 记 ， 是 多 项 式 、 
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3， 设 fELUT") ,要 8g.4.1， 则 在 多 ' 中 f= -Df es ， 
#4。 设 fEF' RY oeEQm) 则 必 v9}*= foa, 


$36 偏 微 分 方程 的 基本 解 


对 于 一 个 ?TC 之 中 阶 常 系数 线性 微分 算 子 
PID)= BT gaD°® (1) 


(或 方程 P(D)4=f,fE 多 ')， 其 基本 解 的 意义 说 明 如 下 ，; 
# PCDIE=6, OQ=Ex8 > MEryv, MM PILDI(B* 
4 二 ErP(D=4( YuEF') 扒 出 8 是 P{ 访 和 的 “省 ”， 二 而 
#4 二 全 f 表 出 方程 PCD)# 二 JE 名 ' 的 解 。 特 和 解 方 程 PC(D)#==f 归 
结 为 求 P(D) 在 某 如 意义 下 的 道 ， 这 正 是 现代 微分 算 子 理论 的 
基本 思想 ， 

Ehrenpreist1954) 与 Malerange (1955) 证 明了 以 下 基本 结 
果 ; : 

9.6.1 定理 ”微分 算 子 (1) 恒 存在 基本 解 . 

证 首先 建立 一 个 辅助 不 等 式 ， 


fon op ,NFPYC2+ PN dS), EC", (2) 


其 中 fEHCC") (4.2.1)，P>0，C 与 fp ,2 无关，4 是 
T" 上 的 正规 化 Haar 调 座 。 令 == 守 P，P(I7 了 和 T?) 是 了 次 齐 
次 多 项 式 ,， 因 Ptz+przo) 是 FEC) 的 ”次 和 多项式， 其 首 项 系 
数 为 PrP.05)， 故 Plz+prée)=p°P (ET TT -Tr) 


QS=prP EIT TT Ty), 
风 当 | = 二 1 时 IP(z 十 p76)| 二 8(7) ， 由 Cauchy 公 式 ， 
flap PAS) = lf (2F pTEIQCT) | 


< M HfP) (s+ pere) do. 


387 


将 以 上 不 等 式 两 端 对 < 在 T" 上 积分 ， 并 令 0-!= | iP d%4， 即 


得 (2). 

现在 令 Y 二 P(D) 多 (R")， 定 义 

uC, POPPpEOPD) (EF). (3) 
网 Y PE BR PNP =0P(E P(E) 0 0 0( 注 
意 9 是 整 函 数 !), 故 (3) 定 义 的 4 是 单 值 的 .车 能 证 明 x 可 延 拓 
为 一 个 分 布 ， 财 直 搂 从 人 3) 看 出 衬 是 (1) 的 基本 解 , 取 定 p>>0， 
定义 
ol=] .| , Plt pe) 66), (4) 
则 (4) 给 出 儿 (R") 上 一 范 数 . 任 给 9pE 多 (R")， 依 (2) 有 
Iu POCD) PY) = Ip 00) <| pI 
<cp- fa {lp Et pe dNE) CotP(D) pl, 


可 见 w 可 延 拓 为 罗 {R") 上 依 范 数 (4) 连 续 的 线性 泛 阔 ， 余 下 只 

要 证 明 ， 多 中 的 上 了 拓扑 强 于 范 数 (4) 决 定 的 拓 盾 . 设 {pj 忆 

多 (EE), 支 己 R" 为 紧 集 ， 1 介 an (F000, 4m >n), 村 而 [YY] 

一 (1 十 1)” eof 一 es。 则 关于 上坟 一斑 地 有 ，. 
NRCD) Ce pepa)), 20 (F000)., 


国 RCD) Ce pcpe) 2, = | [ACD) (epe pr)] 2 
= ht putt pe) de, 


& ph/M, :| flacp) ce-npolisa2s)] -= 


{ko0), 本 


下 面 求 几 个 具体 算 子 的 基本 解 . 首先 考虑 
P=f+h, GE MC). (5) 
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设 #E BR,n),， Pus=é(t)en, er=(0,.,0,1)ER". 邻 2 一 
estx,， 风 [ 一 est 十 8 一 ec 直人 (ex 一 CE)er《 注 意 Supp4 和 = 
1071) .于 是 结合 9,2.,1 得 到 ， 

3.6.2 定理 设 P 如 (5)， 则 方程 P4 一 6(i)en 有 通 解 ; 4 一 
et[f 瑞 (ien+c]， 其 中 二 (是 Heaviside 函 数 ，cEC*、 特别， 
当 =1HHs=e-" {H(t +t, cEC,. 

9.6.2 可 用 来 求 某 些 偏 微分 算 于 的 菇 本 解 。 首先 考虑 “Ca- 
uchy-Riemann 算 于 ” 
D+ 一 多 十 诗 ， (6) 


.全 
Ds “Gy’ 总 


设 (x,y) 是 6) 的 对 y 组 增 的 基本 解 .在 等 式 2 (z，9) 
= 上 100 所) 两 边关 于 zy 作 Fourier 变 换 得 ， . 
B(x) ~ (2, HN) =007), (7) 


和 将 9.6.2 用 天 (7) 得 请 (2,9) = 二 er”*[TH(x)+c(9)]， 利 用 (x,9》 
对 ?的 组 增 性 定 出 c(9) 后 得 到 
~ H(- x)er, Hy >0s 
2 2 9 0, 
然后 用 反 演 公式 (88 .5(2)) 得 出 ; 
9.6.3 定理 zx 一 (z 十 效 ) 1 县 CaueHy-Riemann 算 二 (6》 
的 对 3 为 组 增 的 基本 解 ， 
类 似 的 方法 可 用 于 导热 方程 。 设 (4,#) 是 


0 AT 

P= A= (5) 《8) ， 

的 对 = 缓 增 的 基本 解 ， 关于 5 作 Foeurier 有 换 后 得 总 7 Bl, Ej 十 
1 ?Blt, 8) =604), 于 是 (4 Dizonrealasc -9 ， 
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由 在 (2) 对 译 组 增 推 出 of) 二 0， 于 是 用 反 注 公式 得 到 ， 
9.6.4 定理 (8) 有 对 + 组 增 的 基本 解 ， 
E(t 7) = (2 "H(i Nexp( 一 他 天 7 和) 。 {9) 
任 给 gE LI(R"), 令 WE 2) 二 (grB0)(2), Bi(2)=B(t, 2), 
则 当 #>0 时 , Pu 二 g*PE,=0; lim B(t,2) =6(#) 推 出 lim uli, 
z= 二 gtz)， 注意 4X) 一 (gxBD(2)(E0) 止 好 与 $8.3(15) 相 


合 ， 


类 伏地 ，P=oz- 的 对 > 缓 增 的 基本 解 召 (trz) 满足 
;在 (t ,5) E(t,E) =6(t)， 将 这 个 关于 4 的 二 阶 方程 化 为 一 
阶 方程 组 ， 然 后 利用 9.6.2 和 解 出 让 (#,5) 二 下 (4)6-isin6t， 直 搂 


验算 知 以 ,7) = Le+ 有 -下 (及 ] (i>0) . 于 是 


lim B (4,) =0, 1 lim dsB(é, 2) 一 2 6(2). 任 给 FE 2'(R)， 


全 ti， -dr Nz), BB, (#) = Ett, Y)， 则 #00, = 0, 


#0,2) = 了 (2), 0 Pu=0., 注意 当下 GE 也 oe《 民 ) 时 得 到 


d'Alembert 公式 a . ,i 
~» 人 


芭 (， 念 ) 一 i fw, 


以 上 方法 可 推广 到 奇数 维 波 动 方程 wu 一 Au。 . 
LapJace 算 子 A 的 基本 解 的 求法 稍 有 不 同 ， 设 0<m<<n/2， 
BF) (ER) 是 A" 的 组 增 基本 解 ， 则 从 (AmE)* =( 持 | *)” 
B(2)=1 推 出 (2)= 1D) I"E Lilo MB(E) 1?*B(E) 
推出 B(x) 一 在 "下 (zf(09tER) ， 糯 似 的 方法 得 出 5 (az) 
一 0) (EDfa))， 内 此 可 向 电 一 or "7 下 ， 为 定 出 
， 令 p exp( 77/2), 则 9= % (88. 5 习题 3 ) ， 从 (外 ,9p》 
-By 和 
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(~ 了 于 ?exp - "* /2)de ofr" exp 208 


以 27 二 407 一 i187 (不 含 7) 代入 后 定 出 6 ， 即 得 到: 
9.6.5 定理 营 0< 之 mm 之 x/2， 则 A * 有 族 增 基本 解 


B=(- Jr Do (3 - m )r mn/ Cm -1)1, 


r= | ， (10) 


特别， 当 n=3 时 ，A 有 基本 解 二 -于 1. 


当 允 2812 时 和 "之 基本 解 的 求法 参考 |30] . 

9.6.3 与 9.6,5 中 基本 解 吾 都 是 原点 以 外 区 城中 的 C” 转 
数 ， 只 而 除 原 点 外 在 通常 意义 下 有 0 占 /0z 二 0， 或 上 "二 0。 这 
并 韭 偶 然 ， 今 后 将 看 到 ，60/0z 与 A "都 是 椭 图 算 子 ， 而 任何 柳 
加 草 子 的 基本 解 媚 必 有 singsupp8 二 {0} ( 见 10,7.3) ， 

对 于 适当 的 f ， 方 程 Pu = 了 满足 一 定 边 界 条 件 的 解 往往 可 
通过 基本 解 表示 出 来 ， 

9.6.8 定理 : 位 是 有 六 滑 池 加 ”22 的 有 界 区 二 心中 
二 f，&,f 是 吕 上 的 C* 攀 数 ， 则 


tf(z) = ,| . -uo (+) (£)|as- -do, (11) 


丁字 ron Dr 


其 中 2z€ 人 2，T(9) = 一 x ，n 记 9D 的 外 向 单位 法 向 量 ， 
证 固定 2E 驴 ， 取 充分 小 的 e>0， 令 8 一 反攻 -了 一 
中 ， 以 人 , 记 99 与 5， 转战 的 区 域 . 由 Gauss 公 式 有 


(ff )( -2 ))as 
=(|,,- -| (2gradx- uprad - 1 )-nas 
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=| div (Lgradu — werad - )d0=| Lav, 
虽 。 全 个 eT 


re 全 关 - 咏 (E)he 


= gradu ndS ~ |, waradl -tiS + fa 

= 了 ti, 十 了 3 。 
不 准 分 别 求 出 im 一 0，limra 一 4ra(2)， limzs = (7nd, 
由 此 得 出 (11)， 而 


9.6.7 定理 ( 非 齐 次 的 Cauchy 公式 ) 设 @CC 是 由 光 清 
曲线 0 如 围 成 的 有 界 区 域 ，0410z 一 了 2 了 在 好 上 为 CI 匡 数 ， 峙 
对 性 给 zsE 二 有 


_ u(é) 工作 FS) _ 
ee 全 本 eddy, 上 一 # 十 计 . 


《12) 


证 证 法 与 9.6,6 类 拟 ， 取 充分 小 的 8>0, 令 了 ,二 {51 1 
~ 下 三 8 ， 各 : 记 902 与 个 ,所 围 之 区 域 ， 则 


Pad Ea 


> 可 £8) dzdy, 


RE 


, 区 (6) 4 A 
全 ee 如 得 (12)， 
注 9.6.6 的 证 明 利用 T A( 寺 )19,=0;.9,6.7 则 用 了 
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(zs) |@ ,=0， 这 正 是 利用 了 基本 解 的 性 质 . 


郑 考 让 献 ，124] ，130] ，[L4t] ，[60] ，[64]. 
习 对 
1，lajzrl 是 “= 916412+ 从 /dra) ?的 基本 解 ! 利用 A= 49228z9z 推出 
z-1 是 各 ,D2 的 基本 解 . 
a, Eyr)y = HU) Nn 2expi—itn- nan/ ED 是 3eb- 
Tdinger 方程 二 = 上 的 其 丰 解 。 


3$7 Sobolev 空 癌 


多 :有 一 族 子 空间 咖 m"， 即 所 谓 Sobelev 空 间 ， 其 中 可 和 慎 人 
自 热 的 Banach 空 间 {p= 二 2 时 是 Hilbert 查 癌 ) 结构 ， 因 两 可 运 
用 经 典 的 Banach 空 间 技 术 进 行 研 究 . | 
皇 给 PE il,cej，sEZ， 念 

{fE DO lal «sorf EL?! ,sz0s 
(feE BQO) f= 0, fs ELY), sd. 
. (1) 
不 致 误解 时 将 五 "…"( 旨 ) 简 写作 五 ”*， 若 ">s>0， 显 热 有 : 

下 mr 一 Br Hr = Lr? Hr Hr 
若 s 渤 0， 上 是 满足 lal <s 的 EN" 之 个 数 ， 则 单身 

Hy(L?), ft0°f) ee 

在 五 "中 诱导 出 一 黑 范 空间 结构 ， 其 中 采用 范 数 ， 

Hl DB Morflss)/?, fFEH?:. (2) 
任 给 序列 {fe) 全 在 3， 潜在 蕊 ?中 Djrfe(lal <s)， 则 在 多 
中 因 当 让 ，09 太 >0of 一 Ps)， 于 是 在 且 "z 中 六- 
可 见 作 ?是 Banach 空 间 ， 而 入 2.* 是 Hilbert 空 间 . 


ao)=| 
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93.7.1 定理 设 pe [1,co)，2-1+ 拉 1 一 1，330， 厂 说 记 
依 在 右 ?* 中 的 闭 包 ， 则 有 自然 的 线性 同 构 一 衬 (H 3" ' 因 
此 可 认定 吾 " 二 (如 8")', 轨 ““ 中 采用 记述 同 构 庄 导 的 度 车. 
证 可 设 s>1, 任 给 /一 宫 0°fs，fEL'， PE 从 


fp Df op | < IforplL 
<> fle orpl. sDlfl,a fopls, 


推出 了 可 连续 地 延 拓 到 8 上. 反之， 任 给 JE( 晶 8")'， 售 
1.7 .1 与 3.5.4， 存 在 EL?( |a| <e)， 对 任 给 p 区 有 ， 


fi9)= BE fprpd, 
于 是 |B 二 EH, Ll 
9.7.2 定理 设 2E 11,0%9)，sEN， 则 每 个 EH?*1fE 
?2 介 8 | 可 用 C0~LC%] 欧 数 依 范 数 (2) 遥 近 8 H8”(R”) 二 
HY: "CR'). 
证 设 fEHU? NF"'， 61 如 8,3.6 C4 代 炎 那 里 的 。) ; 
则 当 充分 小 时 了 二 Jx91E 多 ， 依 8.3.2，19"f 一 0°"f1 p> 0 


(>0，|al 所 8)， 于 是 上 一 有 we0。 车 仅 设 了 所 五 2 人) 
则 可 设 了 = 瑟 f， 户 E 互 re 站 四 (80， 反 4 是 台 的 局 部 有 限 开 
覆盖 性 给 e>0， 取 8iE (D1); [fs ~ grhoss a2 1, Wy = 
EC"™, lf- 8| s,s 

其 次 证 每 个 fEH?*(R") 局 可 用 "由 8 中 的 元 通 近 (从 
mHE'(R =H 们 及 "7 设 9€ 3 B"(0, DD) <9 48"(0, 2)3 
G(x)=9(z/ 科 ; 则  、 


0°COsf) ~ 0°fl, olor 02f) ~ Or0°fl .oth 


ood, Bl ,ro aa) 


"1 
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+( | oj "az) 


|e| 沽 三 


可 见 192f -fips”0 (Eco)， 而 bufE HN 口 
推论 (HH?*(R”))'=H"*(R") (1<&p coo, cat 


stEN), 


下 面 着 年 讨论“ 单 参 数 ” 空 间 恋 H'sE R)， 
9.7.3 定义 设 zps=(1+ lz| *)*dz(sER). 令 
Hr=H:(R")= EP (RAELIN)}, (83) 
赋 了 及" 以 由 同 构 蝇 ?之 L(po)，uo& (这 由 (po) 忆 9' 秆 
出 ) 诱导 的 Hilbert 空间 结构 ， 称 妃 * 为 Soboiey 空间 .约定 
囊 "= 站 sen 百 "9， H-"=UsenH’ 任 给 acE 理 ?+o，pE -6, 
人 A . 
(4, 0") = |addn,. : (4) 
当 # ,2E 及“ 了 时 ，(4) 就 是 碑 * 中 的 内 积 , 记 jej 一 Casa。， 
若 0<s3EZ2, wuEF'， 则 EH :eSO0UELI( Gg Ce) > 
(0 EL(lal Ce) <>aELi(p) ， 因此 有 HH?*(R")= 
HR")。 实际 上 ， 任 给 sEZ, 可 证 上 明 昌 i(R")=H*(R") 
且 二 者 有 相同 的 拓扑 、 
考 昌 某 些 线性 算 子 对 五 ? 的 作用 是 一 重要 课题 ， 任 给 pe 
Gu, oAvi Hr Wp BaER, pF(1+ |z [1)"/? 
了 时令 4 = As， 显然 464, = dos(a,， bE R), 


| 
(Ao) (5) = {0 +18 1) /ace)erige, uEFB, (5) 


着 sa€EN， 则 (5) 推 出 42s==(1 A)*,， A 二 (6/84))*， 

9.7.4 定理 1” 设 pESy,0<4A<Ip(r)|. "|e <Be 
co(xER"), MA E LCH:, H:°); Ginfip(rll 0 时 17pE 
Puy, de=Ap!': ELC(CH H*). 
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2” do: 闻 五 "是 一 等 路 同 构 特别 , ds 二 "人 过 为 
等 路 同 构 ， 因 此 对 任 给 u 和 五" 有 


一 |(W, YY)ol 
和 Doc lel ‘6) 


3 O°EL(H', He), Hows, Slals CuE 站) 
4” 车 9p ， 则 二 :> 再 :>9s 迷 续 ， 与 3' 合 起 来 得 
到 : 若 P= 之 qm, gE .F WPEL(H, HT"). 
5” (Peter-Payl 不 等 式 Y， 若 7<s 之 f，7,5,fE RR, 出 对 任 
给 e>>0， 存 存 0>>0， 使 得 对 任 给 4€ 已 有， 
ja.<<elal + Chul,. (7) 


证 1 任 给 #E:， 人 队 (ux)^=& 六 及 对 gg 的 假定 推出 
| Aowl?-a Sconst]alt, 若 inf lp(2)| >0，wE 及 -"， 则 


2 ,ph =((*( i) )e ) 一 有， 


放 得 4pA7w4 二 4 生理 Ay/pds4# 二 ， 因 此 Vp =A51. 
2” 由 显然 的 等 式 [(deD) dnc- 二 | 逻 ldxa(w€ 如 *) 推 出 . 
3” 由 初等 不 等 式 |z?| 委 |z (3E R",oEN") 直接 得 出 . 
4” 取 充 分 类 的 襄 >0， 利 用 多 EE . 作 以 下 估计 ， 


ow" = | fos -mamar| 
2 
<const fa + ls — 9 ) [ACs go | 
<const fa ts ~ a t+ yay 
<eonst {+18 -+ a) adn) 
eonst | 人 十 后 -本 2 一 01 二 后" 有 (Djzaus(9)， 
(8) 
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其 中 用 到 所 谓 Peetre 不 筹 式 【读者 不 难 自行 验证 ) 

《1 十 司 |2221T 十 柯 <S2AL 十 上 一 训 2) ,6,9ER”, (9) 
由 (8) 并 用 Fubini 定 理 得 出 ipaule<constlvls (EE 王 ?) ， 

5” 令 0=a50A0793， 删 (站 从 以 下 不 等 式 推出 ， 

(1 +) "el +|el :+O (1 +e)), SER". 口 


9.7,5 嵌入 定理 车 zsER,rEN， s>F+7， 则 有 连续 的 


包含 上 映射 H"(R")COR")={fEC (RN ol <r >ofe 
CR”) ， 在 C5CR") 中 采用 范 数 1fh, = max orfi,. 
证 和 任 给 ssEH'，|al 委 r， 有 
Iaul, = < or 


=1s°a(0) ,eonsthats (| +08)" ) 1 ， 
岂 此 可 归纳 地 说 明 w&€ 0C? 且 [sl intonstlal,. [0 
由 此 可 见 ， 空 间 族 吾 ? 构成 一 个 从 “ 坏 函 数 ” 过 滤 到 “好 
隐 数 ”的 阶梯 ， 人 参数。 正好 指出 正则 性 的 等 级 . 为 将 以 上 结果 
骨 到 局 部 问题 ， 引 进 空 间 
ioe tT ueE (lv pe 9(0), puE HY}. 
i (10) 
显然 aE HIoA(QO)SO>uE D(H YrENR, JvEH', # 
与 在 fz 的 某 邻 域内 相等 任 给 #E Hi6(0),YEB(O)，, 
令 | 夺 二 1p41:， 草 可 验证 半 范 族 介 sz|p} 定 文 旭 1。。 (0 ) 为 一 个 
了 -空间 . 其 次 令 Hi(O)=lim 有 (KE) ，H'(KO)= fwEH| 


supp# 忆 Kj ，iKij 是 0 中 紧 集 的 穷竭 序列 ， 则 吾 :( 人) 是 一 
5zF 空间 . 空间 族 豆 f。。 [五 :] 可 用 作 和 连接 空间 2) 与 zg [8 与 
多 [的 阶梯 ， . 

9.7.6 定理 1° (0)- NN Hioe(Q) 


39)= NN HN). 
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2 GHAO)= YU HECQ) FQ)= UY HQ). 
3” 空间 友 j。e( 介 ) 与 太 '( 外 ) 互 为 对 侦 . 


证 1 直接 由 9.7.5 推 ， 出 对 于 2" 显然 只 要 证 前 一 式 - 车 
# EE 久 ， 则 #1 = 2 O°W,, SEN, WELis ee HI,.(9,3.2), 


因此 #E Hs 7 .4 之 3 )}， 反之 营 uE 吾 1,., 不妨 设 0>s EZ， 
网 从 (1) 和 看 出 4 局 部 地 属于 马 -。， 央 而 sE 2 5(9.1.5). 

3” 蔡 定 aE 有 2( 介 )， 报 PE 多 (QQ)， 使 pp 在 supps 的 某 
邻 域内 为 1 定 史 《0 二 (22)ogE 殖 is)). 则 了 与 
无 活 , 且 从 [p20 所 |9V jal-: 推 出 TE (CHI C0))', 
其 次 任 给 EC(HIo 0))'， iF 二 WEB'0Q) .同样 设 pE 
心 () 在 supps 的 某 邻 域内 为 1， 则 对 任 给 VE 8 (外 ) 有 ; 

0) 一 下 分 = (PV Y= PY, os (11) 

其 中 让 由 请 一 “决定 ， 因 8 ( 吕 ) 在 尽 ; CQ) 中 家 密 ， 页 (11) 
推出 f= 二 25， RE Hi (CQ). 这 琳 明 (4816.(9))' 与 睛 19) 
共 酌 线性 同 构 ， 或 干脆 写作 (1. (9) = 三 有 (8) 类似 
地 可 证 (Hoe)) 一 Hicoe(Q), | | 

.. 9%7 .7 Rellich 定理 设 s<r, 其 中 s ,"ER， 则 包含 映射 

HAOICHAO SH (A) CH (4 好) 是 紧 算 子 ( 洛 看 
1.6.6}. 

、 证 只 圳 对 任 给 紧 集 CCQ 证 5 Er(K)C 末 s( 下) 是 里 算 
子 ， 任 给 有 界 序列 [fa "(CK)s 取 p EF， 使 9 在 五 的 某 银 
域内 为 1 . 利用 (9) 得 以 二 估计 ; 


lv 人 (| = (8x8) (| < pe Dacia 


<eonst [1+ 18-0) /0 + tg) + em 


PE mal anconmm(1 + |El:) m2 lh ja， 
可 见 {6 局 部 一 致 有 界 . 同 理 ("8 亦 是 如 此 - 故 不 妨 设 tau 紧 
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一 致 收效 (3.4.4)， 设 后 | 产 4>0 时 (1 十 17 一 <2， 则 


jy 一 人 上 — dE det er — telr, 
正二 国志 | 


由 此 推出 (ut) 是 百 * 中 的 Cauehy 列 . 站 
本 节 的 所 有 概念 与 结果 都 可 以 自然 地 推广 于 向 重 慎 分 布 的 
Soboley 空 间 ， 诸 如 吾 ?7(@ ,my， 喜 (Rm) 及 Hioet l,m) 
等 记号 的 意义 是 自明 的 , 
震 考 文献 ， [4j, [301， 1 ， [57}, [601, [64] ，[78j ， 


习 是 
1， 志 妃 有 界 , 略 于 研 (后 ) 在 万 34( 呈 ) 中 的 正 交 和 补 ， 则 w= Av:B lpplace 
算 秆 考察 t= e's, oe Sri, 锐 明 次 和 1 (HY 1 7180}, 


2， 车 5 pr, ERR，rE， 则 下 = 0 i 


let 


3. BH Cp, seER, , - 
4 sxHr>H', tp;zrzpu 最 连续 双 线 性 算 子 ， 


$8 "上 的 广义 不 数 


R" 上 的 广义 函数 论 自然 地 提示 出 T" 上 的 请 义 函数 论 ， 但 

T" 是 紧 群 这 一 事实 个 成 了 一 个 基本 差别 , 即 基本 空间 CR")、 

2 (R") 及 (R") 在 了 "上 的 对 应 物 是 同一 个 -空间 C0™(T")， 
其 拓扑 决定 于 半 范 族 . 

Ipoh = soup, lo"pl, GE CT), r=0,1,.. .01), 


本 节 中 约定 多 二 C*(T"), C=0(T")， 肝 = 村 (T")，A 记 三 角 
多 项 式 之 全 体 , 记号 多 ,多 ” 多 ',L? 等 的 总 广 自明 ， 显 执 
多 = 站 ?0B'， 人 ' 二 ?oi， 久 i 二 0!= 阳 251; “ 称 每 个 
了 EE 今 ' 为 T* 上 的 分 布 或 周期 分 布 ， 易 见 统 是 本 ontel 僵 阐 y 故 
信 ' 是 序列 缮 完备 的 .约定 在 B' 中 总 采用 双 拓 站 ， 
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对 周期 分 布 的 平移 ,后 分 及 与 0” 消 数 相生 等 运算 如 同 识 中 
那样 定义 ， 如 同 9.3.1 一 样 ， 可 指明 每 个 fe 多 ' 可 表 成 有 限 和 
1 二 0"f。，foEL”. 任 给 f，9E 多 '， 卷 积 f*9 决 定 于 等 式 ， 

fg, p= gp) = Grp (PE FF). (2) 
信 !' 关于 着 积 是 以 5( 二 e。, 参看 .1(12)) 为 单位 元 的 交换 代 
数 ， 它 包含 着 积 代数 民 作 为 子 代数 ; f*g 分 别 对 ,yg 连续 ;车 
(f,DE DB' xB, 则 (fog)(z) 一 《7 g(t-y) EF, 以 上 
事实 的 证 明 类 似 于 9.4.1、9.4.2 与 9.4.4 且 更 简单 

在 广义 函数 框架 内 Fourier 级 数理 沦 变 简单 了 ， 

9.8.1 定义 令 eu(?) 二 er 任 给 了 EF'， 称 

f(b)=<f, er >= (frer)(0) (FEZ) (9) 
为 了 的 Fowrier 变 式 《或 Fourier 系数 ) ， 称 王 f8yes 为 了 的 
Fourier 级 数 ( 未 加 声明 时 ， i Drezr"). 
任 给 了 ,9€ 多!，aET",， KEZ"， 由 (3) 直 接 推 出 : 


(ra * =ef, (er 一 ri 四 (4) 

Cfrg) =f0, frer=f hy)er (5) 

(CPOD)F)* CL) = PFEY, (6) 
其 中 是 R" 上 的 多 项 式 、 


9.$.2 定理 若 FE 多” 则 互 7 (8)ex 在 凶 ' 中 收 敏 于 了 ， 且 
1 是 组 增 的 ， 即 3rEN， 了 闪 科 二 O08F)( 岂 |>c2) ， 任 给 级 增 复 
数列 [eej rez"， 存 在 唯一 J E 本 4 了 和 6 

证 任 给 pEZ gp(0)= 了 Dp(8) = Del, py (8.4.2), 
因此 之 ez 一 她， 于 是 对 fE2' 有: f=f* Bes— THE)e,, 其 
次 ， 从 fp) 委 constjoj (YE 多) 推出 :| F(R)| const 
Perl = OU) IR 00), 

设 C=00WI") ( 底 一 co， rEN).， 任 给 BEB:Pp(E) 一 
2 人 FF”) (参考 88.4(4))。 因此 对 |Cores, p> <, f= 
DOrE BP', flEY me. . : \ 
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推论 设 fE Bg'， 若 A(E) 0， 则 f= 二 04 .车 YREA, href 一 
0， 刚 f= 二 0， 对 尾 给 PE 多 ， 成 六 “Parseval 车 式 ”: 

. <f ,p= THE pt). 《7) 

任 给 机 瑟 多 '，aE 多 '， 约定 户 = [站 FE 放下 一 fos 站 
Ee Fl ， 任 给 Pp E99'， 称 9 二 驯 p (4)es 为 vp 的 Fourier 变 式 .的 
定 A 二 丰 ，P = 六 ,A,P 分 别 看 作 与 天 等 距 同 构 的 -~ 空 
间 ， 称 任何 f EP 为 伪 测 诬 ， 显 然 WCP. 

以 下 设 玉 ,GC9'， 久 CFNG， 假定 下 ,6 是 下 -空间 ， 
其 中 的 收 伍 蕴含 多 和 中 的 收 伊 ， 且 对 Tao,un(aE TuEA, uv 
记 卷 积 算 子 fr22xf) 不 变 , 令 (F,O) 二 {EB FCG}， 
称 每 个 WE(F,) 为 (下 , G) 型 辣 积 张 子 或 简称 张 子 ， 而 称 &(# 蕊 
(F,)) 为 (F,0) 型 莱 子 . 莱 子 概念 在 现代 Fourier 分 析 中 具有 
基本 的 重要 性 ， 

9.8.3 定理 设 ! 产 :下 已 是 一 线性 算 子 , 则 以 王 条 件 互 相 
等 价 ， 人 ) JnE(F,G): U=uy (ii) UEL(F ,G0), EU 
与 Ta h(aE TEA) 可 模 ，(iit) 存在 p12Z">C, VfEF, 
Uf=(pf)", . 

证 由 坊 (i), 设 旷 =4#，#E(F,G)， 只 和 需 证 5 连续 ， 
为 此 用 闭 图 象 定理 ， 车 在 下 中 应 >>， 在 中 fi>9， 则 在 
ferft, wfr>usf =g. z 

Ci)=>(iii》、 设 口 满足 (ii) , 令 p(f)=(Ues) "(EF) (#€ 
2Z*)， 则 

Ues=U(ernes) =enU er =—p{ hE)er, 
由 此 推出 YhEA，(0D' 二 gi 设 i EF， 则 YhEA， 
RUF) = RUF "=(U (hh 
(注意 hrfEAl ) ， 这 推出 (0 有 )*==pj， 从 而 Vf 了 = (gp 了 1. 

(iii) 坊 (让)， 设 pg 如 条 件 (i) 所 述 , 刚 必 PE DS'， 夺 则 有 

En EE 2 (m=1, 2， 站 Ea -eo, Ip (En)| 2 [Bul:*. 令 
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f= al "er , WfE BTCF, |p(hn)f( ha) in, 这 与 pf 二 


(U1)^E 多 ' 取 丑 . 于 是 YFEF1Uf= (9p)" =uef ,n=pED'. 口 
玉 面 就 一 些 具体 的 空间 侦 玉 ,如 决定 CF, G )， 
9.8.4 定理 (i(0G,0)=(L1, Di)=(L",L")= (0, 1") 
=(L', MN)=M, (Ch,L?)=E? (1<p<o0): (iiy (L?,0) 
=L” {1<p<o0, pT +p =1) (Gii) (L?, LL) (A,A)= 
(P,P)=(A,P)=P, 
证 (i) 易 风 MCCOC,O)CCO, LDL"), MC(CL”, Co 
L*), MO, YC MD), LrCCD, 17), A 证 (C0,L*)C 
肝 《类似 地 可 证 (51, M)CM，(I, LL?)， 投 WE(O， 
上 )， 则 epi<<constjp|.。(pEC), 取 双 近 单 位 {f:} 0， 
可 设 fl =I (参看 $8.3(11)) ， 则 当 PpEC，Jpl.<1 时 ， 


(Kasfi, oo Serferpl Slap fl,, <const, 因此 fa* 


fr|iir<econst (参考 8.9.1) ， 由 1.8.8,&* 扩 有 子 列 在 民 中 堪 收 
艇 于 某 个 z 皇 型 .得 kr 产 -> 下 一 上 产 ， 故 上 一 2 用， 
《这 ) 设 EnC) ， 则 泛 畏 frE> (ux 了 )(0) 属于 (上 ry 


于 是 有 mw EL?' ， (uxf)(0) 二 jzax= (pxf)(0) (约定 了 "中 


采用 正规 化 Haar 测 度 4 ) ; 
Cf) Cs) Turf)(0) = CurTef)(0) = (prf) (2), 
由 此 推出 w=pELr'. 其 次 显然 L?' CC (L?， 0), 
(iii) 由 CRC 推出 ACL?: =AicP, 故 PC (A&,AA) 志 
{A,P}) ,PC{P, P)C(A， P) ， PC (2， CA,P) ， 今 证 
(A,P)CP, EA P), 车 Ew， 则 3%EZ" Ip Chm) 
之 WY (mm 二 1,2,*…)， 令 ff 一 Em-*es,, MfEA, (Pp Um)f Cn) ” 


Phy wo 口 
以 下 限定 8 王 1， 所 谓 Hilbert 分 布 吾 一 了 ( - isgnk)es 是 一 
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个 特别 重要 的 乘 子 。 任 给 太 E B', 称 于 一 吾 *f 为 了 的 共 统 分 布 ， 
称 ? 的 Fourier 级 数 王 (~ isgnk) 了 (Eyer 为 六 了 (RE)er 的 共 罗 级 数 . 
设 Dn, Fn088,3(2)(3)，PpE 钨 ， 则 


1 
cos (m+ >) 
2 (8) 
nS HY=ctg To ~ <， 
Dn=Sn(H)=etg os ~ snaa) 
1" Sinme 
Fn ~ min7e7a)! (9) 


Sn(P)=p* Da=d| [ple-W) -pst lets Yoy 


sin(y/2) 
此 外 gy 是 通常 的 Lebesgue 测 度 .于 是 由 8 .1.3 得 出 ， 


G0 =limSn (SS) (0) = 站 [条 -#8 - pu]etg dy 


+_1 2 PATH cos(m +1 )ydy. 


=+| (yn|sin 地 | dy, 
因此 《1, p>=97(0) =C2ln Bin S|, -pi'(z) >, 


故 得 “Al (0) 
由 (9),. re/m sr/2, 


Ion( H(z)) >as$ 0 - > 多， 


2 加 
这 推 出 Iaw( 百 ) 人 :co(Pco), 因 此 吾 世 条 ( 和 否则 |om( 五 ja 
= HrFnl, 1 如 11)。 其 次 ;对 于 9.8.3 中 
的 了 ,GG 及 4E 名 '， 只 要 有 非 瘦 集 DC 使 DCG， 就 
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园 样 由 全 图 象 定理 得 出 we ( 卫 ,G) .于 是 从 以 上 事实 及 (5'!， 
了) 一 (CT 一 用， 人 2) 一 (AAA) 一 PP 得到， 

9.8.5 定理 和 ETEMN 与 ECITEE 分 别 为 厂 : 
与 已 中 的 瘦 集 ， HEL(L:,LI DN 站 L(A,A), 

9.8.5 表 明 ， 当 B=1lco 肝 吾 世 (2 5?)， 但 可 以 证 明 ， 
天 之 p<oo 时 五 E(L?,L?) (参看 [23]) ， 

最 后 指出 工 上 的 复 Borel 测 产 的 特征 性 质 . 

9.8.6 定理 设 xE€ 8"(T), 则 EWHE 沪 存在 固 变 阔 数 
TC coonst,. 

证 着 &E 肝 ， 则 有 hEBV(L0,2x]) (参考 3.7,8) ， 使 得 


2 
| pda = 二 | gah, PEC(T). 


于 是 w=A(0)+ 5 (| en)e, 


0 2T 


=A(0) 十 ,之 ， [6 十 请 让 (下 )] er 一 应 (0) 十 8 


其 中 9= ot Th)es 
下 二 四 才 [9 


= an h(x) (0<z Aar), 


co 六 9 可 延 拓 为 闸 变 的 周期 函数 ， 
反之 ， 昔 4 =9' +const，gEBV， 则 对 任 给 pe 有 ， 
人 9 名 ">| 一 | 去 | was | < 去 IJsri(9)， 


可 见 9 扩 闻 ， 从 而 有 E 形 . C} 
IT" 上 的 “向 量 值 分 布 ” Sobolev 空间 理论 可 与 R" 上 的 相 
应 理论 平行 地 导入 .例如 ， 令 
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f= (1 + Ee, (11) 
出 TT") 一 和 fE 3TH)| HL, 之 co) (5s ER) 依 范 数 (11) 是 一 
个 Hilbert 空 间 . 87 中 大 多 数 结论 在 五 "IT 中 有 相应 的 推广 . 
关于 这 个 课题 例如 可 参看 [831， 
参 海 交 献 ，1221，[23]}，[38] ，[57] ，[83]. 
习 是 

1 ， 在 3 (T") 电 lim Cn ya em 7H 一 4 看 

2， vie ,IreEN, geECr f= (1-A) "rg 上 是 Laplace 算 子 ， 

3. 设 上 (站 ) 是 常 系数 线性 微分 算 子 ， FE 号 ' 。 则 方程 PLD)w= 下 在 争 ' 中 有 
肇 的 这 要 名 件 是 当 PtX) = ol FO = 0, 当 此 条 件 满足 时 ， 方程 在 乌 ' 中 的 解 可 淖 
为 x= ， 蕊 。 0 JI 3/P U91es，9E 争 ' 是 尾 党 的 ， 

4。 民愤 , 财 ) = 役 ， oa =O, tL™”, C= i. 

5。 荐 令 久 p= 17E 史 (RDY YEZ rankf=f)， 则 存在 各 与 3 1 iT”) 
之 间 的 一 一 对 应 . 


rc 1 


39 流 形 上 的 流 与 分 市 


R 及 工 上 的 广义 国 数论 可 乓 人 更 一 般 的 “ 流 形 上 的 流 与 分 
硕 理 论 ”， 后 者 县 由 de Rham 开 创 的 ， 

如 同 在 SI 中 一 样 ， 我 们 首先 盖 明 作为 出 发 点 的 “基本 空 
词 ”. 以 下 设 玉 是 给 定 的 ” 维 微 分 流 形 ， 是 MM 上 的 mm 维 复 向 
量 从 《有关 概 念 与 记号 依照 第 五 与 第 六 章 )、 若 (5 , 交 ) 是 杂 的 
坐标 图 ，( 区 区 ) 是 如 的 向 量 挫 团 ， 则 9 , 区 诱 导出 一 线性 同 
掏 ， 

LonT "(UR)" (PU,m) 《0<7Sco). (1) 

而 Loy 叉 在 TD, 户 ) 中 诱导 出 一 LCS 拓扑 ， 使 1) 成 为 拓扑 同 
构 ; 装备 所 述 拓 拖 的 "DU,) 记 作 850,) 现在 规定 - 
"再 ) 中 采用 有 以 下 性 质 的 最 小 LCS 拓扑 ， 对 所 有 上 述 的 UV， 
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2 “限制 耿 射 ”交加 )- 儿 po (UB) ，4i=>24|U 连续 
《这 相当 于 要 求 在 TI"(B) 中 一 0 专 之 在 每 个 85p(V, 玉 》 中 
urlU>0)s 特 装 备 此 拓 提 的 "CB) 记 作 "(8)。 织 对 中 的 紧 
集 的 窃 竟 序列 [Ei ， 令 多 '(K1E)= {ue gg "(8)lsuppdC 
Ki}, "(8)= lim g"(K:, 8), 则 不 难看 出 多 "(再 ) 中 的 拓扑 


与 [KK 的 选择 无 关 ， 若 对 是 紧 流 形 ， 则 B78) 二 gg"(B) 。 如 
通常 一 样 ,人 记 B(B)=B*(8)，@'(B)=(@(B))' g(F), 
名 '( 百 ) 仿 此 . 

9.9.1 定理 g"(B) 是 -空间 而 92"() 是 空 上 产 间 ; 2 (8) 


CB"{E) AGE FE) (BE)SS(R) 是 可 分 Montel 
空间 . 
证 琴 定 可 数 族 {04gpi,¥0 ， 使 人 7 可 是 王 的 局 部 有 
眼 图 册 ，《〈 娘 o 节 D) 是 加 的 向 量 从 图 . 车 fa 是 多 "下 ) 中 的 
Cauchy 列 ， 则 fusj Uw 是 vB) 中 的 Cauchy 列 ， 从 而 


furl 必 在 8"( 吾 ) 中 收 全 ， 因此 2g "(8) 是 -空间 而 信 "(B) 是 上 LF 
空间 ,其 它 结 论 可 从 关于 8 "Rm) 与 B70 ,m) 的 相应 结论 推 
出 . 例如 ， 若 {us} Cg(8) 为 有 界 序列 ， 则 在 Montel 空间 
Fp, 条 (Ur BE) 中 {ult ,} 含 收效 于 列 ， 于 是 由 热 知 的 对 角 线 各 
序 得 出 fu) 在 8 ( 瑟 ) 中 的 收 仇 子 列 . OO 


如 加 也 中 一 样 有 8 以 )C 2B)，g'(E) 与 "BE) 中 
都 采用 弱 拓 扑 ， 自 然 称 2 E g'() 为 上 的 妇 布 截面 ， 并 使 用 


记号 < 了 ,8》 二 T(4) (WE 2B(B)). 支 集 概 念 及 9.1.5 的 推广 是 平 - 


几 的 . 与 3、 3.1 相 应 的 结果 是 ， 

9.9.2 定理 8 人 (8)= fre 1 必 B)jsupp7 为 紧 集 ) 

证 车 TE g'(E)， 则 必 有 有 限 个 (Uy, ,) ( 依 前 面 的 
记号 ) 及 紧 集 KCU， rEN,， 使 得 KT ,uy| <constS Vl 


#66 


好 
WR 1 YY， 


一 


(ue (8))， llViht 决定 于 aU (关于 Fi,1) 的 局 部 表 
示 的 前 7 阶 导数 之 模 在 玉 ; 上 的 上 界 . 由 此 显然 推 册 supp 了 一 
UK 反之 ， 若 TE 名 '(B) 有 紧 支 集 4， 了 到 4 的 紧 锅 域 日 及 
E BH 4 <B,， 设 {ux) 二 多 (如 ) 在 8 ( 吝 ) 中 收 襄 于 0， 
则 在 全 (加 ) 中 史记 疡 9， 从 而 了 (46) 二 了 CPt)>0， 可 见 卫 可 扩 
张 为 8 ( 吾 ) 上 的 连续 线性 污 凑 . [L 
不 类 一 般 性 ， 可 设 寻 上 已 由 某 个 Riemann 度 量 决 定 一 正 济 
度 4 . 取 定 8+6O9B* 的 一 0" 截 面 9 ,使 得 每 个 9g.(*E MH) 是 8. 上 
的 非 异 双 线 性 型 ( “ 非 异 ” 性 自然 可 通过 局 部 表示 来 刻 划 ). 
任 给 #E gg( 吉 )， 邻 
(Tus09 = | gu win, (2) 


则 易 验 证 TE 多 '(B). 将 Ts 等同 于 ww， 则 可 认为 g(8) 忆 
多 "(8)， 于 是 当 %E 多‘(E) 时 亲 支 集 (参考 81(11))singsupp 4 
有 确定 意义 .在 具体 情况 下 ， 通 常 总 可 以 标准 地 选 定 所 需 的 g 
《例如 对 于 Hermite 从 ， 其 “内 积 ” 自 然 地 决定 一 个 如 上 的 
9 )， 国 此 今后 将 不 加 声明 地 认定 g(B)CB(E), P(E)C 
g'(B). 
若 令 包 二 AECT*M)(§6.2(17)), 则 记 8'(E) 为 gr) 
Fp(M), Bs(M), Fs"( 季 ) 等 记号 仿 此 ， 当 ?一 0 或 * 一 co 时 省 
去 ?或 7 . 
9.9. 和 定义 称 每 个 PE gy"(M) 为 放 上 的 + 阶 p- - 流 ， 称 
0- 流 为 分 再 ， 称 0 阶 分 布 为 Radon 济 度 . z 


如 同 仙 (6) 一 样 ， 有 2 5 (MI BB! (MG 3M). 
9.9.4 例 1° 给 定 z&E NH， #7( NM), 定 党 
Eu 0 = Vy, WM), (3) 
则 显然 有 suE€ 多 5 中 HH)， 称 6 为 b 决定 的 Dirac 名- 流 . 
2” 设 c 是 MM 上 的 --p- 链 ，《e,w》 一 | 。 (参看 5.8.7)， 
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杂 可 以 认为 6E 多 sp 型 ). 
3” 设 并 由 体积 元 只 定向 ，z 是 履 上 一 局 部 可 积 的 (#*~ 了 ) 
和 显然 这 与 坐标 之 选择 无 
- 定 交 
Temd= [rr Aw, EB NA) (4) 


利用 局 部 坐标 可 以 验证 了 了。 连续 ， 且 人 ,= 二 0=30 用 乎 处 处 为 零 ， 
鼓 了 ToE 作 p"(M) 、 且 不 妨 将 全 ,与 9 锋 同 特别， 及 上 每 个 局 
部 可 积 的 4- 形 式 是 Radon 测 度 ， 而 局 部 可 积 汞 数 了 是 #- 廊 . 
每 个 fE ef 型 ) 可 等 同 于 Radon 测度 FD， 故 可 以 认为 也] 。。 
“型 ) 一 本 《 玫 )， 这 一 般 人 正 是 (2) 所 表示 的 那 种 类型 的 碟 人 ， 
但 须 广 意 它 与 分 有 藉 ， 

$2 中 处 理 分 布 运算 的 基本 思想 亦 适 用 于 流 的 运算 . 下 面 考 
沪 儿 种 典型 的 运算 ， 设 了 E ,CM), cE FF,(MY(g<p), hE 
Diff( 财 , 入 )， 遂 过 以 下 公式 


(PAo ,0 =LT, oN0, oE Gps MY (5) 
COT, w=AT, 0), OE Bo MY) 《6)、 
BT w=, hg, WE Bo N) > (7) 


分 别 定义 出 TAg € 2)- «CM), TE B11 (CM) CT 的 “地 界 ”) 
及 往外 E 学 ;NWN) (TT 的 “推荐 ”) ， 二 者 者 的 连续 性 分别 基 于 
oh 75A 人 Ooh oo 及 whtw 的 连续 性 ， 这 些 是 不 难 直 接 
验证 的 ,车 多 =w 是 (2 一 8)- 形 式 ， 是 保 向 的 微分 间 撼 ， 则 从 
(4 一 (7) 看 出 *s 人 we，axa 与 通常 的 意 驻 相合 (参看 $6 .2)， 而 
gx 一 (-1Tr Pa， 不 过 应 浅 癖 ， 即 使 对 于 ' 开 二 如 二 Re， 
也 未 必 介 于 §2f3} 所 也 宝 的 种 ，- 人 
利用 (7 可 将 了 E 多 以 蝇 》 局 部 地 转化 为 R* 上 的 芒 ， 任 给 型 
的 随 (P ,xz gp# 生 从) gy pVU)， 检 给 J = 全, 


全 


<08 


国 关 rod 1 


Ty f=67"™T ,fds'>, fE FV), 


则 ,EB'(U)， 于 是 3 一 -二 TAN € god) ， 任 给 


Cn 
oE pz) 不 难 直 接 验 证 <T,@》=<5,w>， 这 就 得 到 分 解 式 ， 
| -一 1 r -人 rn 
Me A 1 J Ii, yn 【名 


郑 积 概念 可 推广 于 Lie 群 上 的 分 布 ， 为 简单 想见 ， 考 卉 一 
Abel Lie 群 GG， 假定 其 中 已 取 定 Haar 油 度 和 4， 从 而 有 自 热 的 鼎 
入 Dic) ， J， 标 给 TT，E "(GY ， 加 同 
84(2) 一 样 定义 

THI, p>=<T(r), CS PE+ty) YY PE BG), (9) 
只 械 (9) 帮 端 有 意义 。 类 亿 于 9.4.1，9.4.2 的 结果 是 ，; 

9.9.5 定理 (9) 确定 一 双 线 性 肚 射 2'(G)x FG 
人 虽 对 了 TT 与 过 续 ， 目 Tn 区 
-SxT; 若 (TWE(gF(O x PON UV'(G) x FG)) ， 
{Ta (TT, Hr yy ESCH). 

证 明基 本 上 交 似 于 9.4.1 与 9.4.2， 主 要 的 改动 是 ， EL 处 已 
不 能 利用 类 似 于 9g== 0"9。(gs.E 52(R")) 的 分 解 式 ， 为 证 Ss 了 
= 了 *5 《如同 9.4.1 中 一 样 可 设 了 J 了，8E 8g (G))》 ， 对 任 给 mpE 
多 (9)， 取 9 一 全 W081E 8 (Gx 和 4), 使得 在 suppT x suppS 上 
9 依 2 (GE x8) 中 的 拓扑 充分 接近 于 p(x+ 站 (这 一 事 实 可 从 
9.2.4 推 省 y》 .直接 验证 

TX) LHW g(r) =LS) ,T(z), gz,y) >, (10) 
而 <T#S ,> 与 CS*T 了 ,p> 都 充分 楼 近 于 (10) 之 两 端 ， 因 此 T*5 
Sr 当 TE FA(G) x F(G) HH， 可 直接 验 jE 《<T(y)， 
uz -YE FO) 因 对 任 给 gE FB(G) 有 ， 


CT uu, p>=LT(Y), acsyptst azz)) 
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ja 


] =[Cr nus -22(9)82(2)， 
故 (Tew) (2) =CTO9) ,42(z 9)》， 当 缉 以 土 推理 尚 须 补足 若干 
| 细节 之 后 才 算 是 严格 的 ， 这 一 工作 读者 当 能 自行 完成 . ， 
以 6 记 0EG 处 的 单位 简 度 ， 即 Sp)=p(0) (Ype 
3{B))， 则 如 出 在 R" 中 -- 样 ，6 是 卷 积 单位 元 ，6* 人 TTT46 二 
T(TE 5 CI) 若是 紧 Lie 群 ， 则 多 (9) 是 以 5 汶 单 位 元 的 
卷 积 代数 ， 它 以 卷 积 代数 MM(G ) (参看 98 .2) 为 其 子 代数 . 取 
如 的 0- 邻 域 基 T, 一 一 …， 取 bwE BCVs)s 90+>0, | ed7= 


] (4 一 1,2,…)， 则 显然 9 是 一 盘 近 单位 (8.3.1)。 于 是 对 任 给 
PEZB(CG) 有 : 
CB PIP 0 p00) (R00). 
(参考 8.3.2) ， 可 见 在 瑟 (G8) 中 br， 这 就 推出 
lim(T*0") 一 了 (YTESB'(O)), 


即 每 个 TE 乡 (G) 可 用 0" 函 数列 亲近 (参照 9.4.3). 

参考 文献 [223]，141]，160]，[61] ，[791. 
习题 

1。 车 TE 多 ' (MD)， 任 抬 MM 的 图 (Up)， 令 了 p=p， (TD ， 则 了 入 
1 Gyp-D1(yg-D*Ty， 黄 中 人 -0 了 v 依 和 3(3) 。 反 之 , 奢 对 内 的 每 个 图 (7， 
9} 挤 定 了 TpE 四 ' (ppDU) ， 恬 择 以 上坟 式 成 立 ， 则 存在 唯一 了 E 97 LM}; p(T 
Li) = Tp. 

2 车 < 是 朵 上 的 P- 链 ， 则 依 (6) 定 义 的 jc 与 5 9.8 浊 义 下 的 边关 3c 一 至 ， 
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第 十 章 ”微分 算 子 


主要 为 适应 偏 微 分 方程 论 的 需要 而 发 展 起 来 的 现代 微分 算 
子 理论 ， 综 合 地 运用 了 多 种 分 析 工 具 ， 且 产生 了 许多 有 深远 影 
响 的 结果 ， 我 们 以 它 的 一 个 初步 介绍 来 结束 本 书 ， 

记号 ”本章 中 形 记 一 呈 维 定向 Riemann 度 形 ， 咏 , 屎 记 好 上 
的 Hermite 从 (6.5.6) ,其 纤维 维 数 分 别 为 m,P， 名 记 R" 的 非 空 
开 子 集 , 信 二 #2) | 志和 } (与 Laplace 算 子 A 的 区 别 由 上 下文 
决定 ) 下 总 记 昌 或 型 的 紧 子 集 ， 并 上 采用 由 Ricmann 度量 决 
定 的 正 测 府 上; 吕 上 采用 带 系数 (27)-"? 的 维 Lebesgue 潮 
度 《为 简单 起 见 ， 就 写作 用 ,6 等 ) ,TM=T*M、0, 0 记 
零 截 卫 ; T'B=9 x (R™O0). 


$1 流 形 上 的 投 分 算 子 


10.1.1 定义 若 一 线性 算 子 Pr 厂 ()> 厂 (下 ) 满 足 supp 
Pac-suppx(acE 关 (号 ))， 则 称 尸 为 线性 微分 算 子 或 简称 为 LDO 
以 DOG, 六) 记 从 厂 ( 囊 ) 到 厂 (F) 的 LDO 之 全 体 ， 

不 难 验 证 ，10.1.1 中 的 条 件 “suppPuCsuppu” 等 价 于 
要 求情 是 一 局 部 算 子 .因此 第 六 章 中 讨论 的 算 子 468, 六 , 工 x 等 
都 是 LDO. 车 PeDoO(B8,F), UCM 是 一 开 集 则 如 同 证 
6.3.2 一样 可 得 “PP 在 VV 上 的 限 制 ”PIVEDOGR IV,F |U)， 
使 得 (PU) I0D)=(PWIU(YuE T(ED). 

设 5Z, 提 是 型 的 一 个 图 (Po) 与 (分 别 为 吾 ， 开 的 
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向 车 从 疼 ，Las 如 吕 .9(1)， 己 EDO{ 它 , 素 ) ， 则 
Popos™ LaytP iOL bi (RU mB RU, pp) (1) 
是 -LDO， 称 为 P 的 局 部 束 示 ， 下 面 要 证 的 基本 结论 是 ; 当 栈 
适当 小 时，(1) 是 通常 的 微分 算 子 
Pew Dy= DD ols)D" gO mre (RB.p), {2) 


其 中 E09 Mow), Mon=L{C™, Ct), D= -id, 

10.1.2 定理 ‘Peetre，1960) 设 PEDO(B,F). 则 了 在 
每 点 4E 开 的 革 邻 域内 有 有 形 恕 (2) 的 局 部 表示 、. 

证 ”不妨 直接 设 P18 (99,m)2 {如 ,7),， 取 定 4f€ 品 ， 今 
指明 右 人 的 开 症 臧 忆 ，? 和 EN，C>0， 使 得 

IPals <0lul,=0 sup lorul., 六 所 BU NG, Im). (C3) 


芳 以 上 结论 不 真 ， 则 对 “的 任 给 在 界 开 部 域 ToEQ， 存 在 省 
集 UoNa 及 wu EB(U,m) Pr [2 1 六 可 到 
开 尝 UNDU a, wo E StU m), Pw | 22: 
i, 此 得 开 信 及 EBtUi,m): Ut Uo\n, 
Pu] 1 2 令 


dm 
站 一 ,2 {ort |rhey, 
一 1 


则 由 2.2.7 推出 #E Co 各 )， 且 SuppyC 辽 性 给 有 1 有 ， 
Plu 区 二 Pay221le>25 
这 与 ShuppPzxCigu 耶 盾 . 下 面谈 (3 已 满足 . 
取 定 = (Um) EC (YXEUNG， 由 Taylorf 公 
式 ， 


uD Ed utp DD 
其 中 EC, dp(r)=0( 90! 7r). Ye>0, 取 3%ECO":， lw- 


ee， 在 7 邻近 首 ( 站 二 0(5.4.6)， 可 设 罗 -¥en \a, 


-12 


Ef] 


了 9)。(3) 推 出 
(Pp))) = Pin -P| Op -$e, 
本 见 (PP}(2) 一 0， 设 feij 是 C* 的 标准 菇 ， 则 依 t 科 有 ， 


(Pu) (z) = ET SPs)y x) res)(r) 
一 > Qo TO"u(r), {65} 


和 |r 

其 中 把 人) 是 以 PCG 一)“e0)(2)(1< jnm) 为 列 向 民 的 证 
阵 ，(y-%)= 看 作 Y 的 图 数 ，oEC” 从 下 式 看 出 ， 

Pl(y~ te) (z= D(H)( -ssP(yen) (es). 
尝 45) 显 然 亦 在 一 拦 成立， 鼓 BlU= 2 ef .Hb 

利用 10.].2， 可 将 通常 微分 算 子 的 _ - 些 杉 念 与 绊 论 忽 
称 到 一 般 的 Pe potB,F)， 首先 ， 从 2.4.5 与 9.9.1 推 出 Pe 
L(g (EY FIP)NL(GIB), ZB(F)).- 其次， 可 定义 呈 在 
zE 的 阶 《 记 作 Ord(P 了 ,zx)) 为 P 的 局 部 表示 在 + 的 阶 ， 它 显 
然 与 局 部 表示 的 选取 无 关 ， 车 0rdP = sup OrdtP,#)<oo, 则 


称 .OrdP. 为 P 的 阶 . 

Do( 刀 ,有 具有 自然 的 向 量 空 间 绪 构 ， 而 DO(, 万 ) 依 算 子 
乘法 是 一 代数 ， 仿 在 DO( 吾 , 严 ) 中 定 文 “相伴 ? 于 下 。 恕 辣 
§3.5(1) 一 样 形 成 Hilbert 空间 工 :( 吾 ) ,也 ?( 严 )， us( 至 ) 
是 马上 满足 ly? 一 | ukz) Paue<oo 的 卜 面 车 PE DO(B, 严 )， 
则 出 等 式 1 
(Pu, 2)=Cu, Po), wsE BB) LE HF), (6) 
决定 一 局 部 算 子 Prs9(F) 厂 (如 车 有 形 如 (2) 的 局 部 
表示 ;dp 二 phx， 则 P* 有 局 部 表示 卫 p-!( -DD)*( pg2)， ts 记 
.的 共 辆 转 雷 ( 和 将 ea: 看 作 算 子 ). 由 此 推出 ; P+g(F)C (8)， 
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P* 自然 地 扩张 为 从 和 (到 三 (8 的 LDO; 0rdP*=0rdP. 
如 上 的 P* 称 为 P 的 可 翌 ， 

取 定 PEDO(E,F), xo ENM., 设 PEO"(M, RY, uyET 
(BE), Plz0)=0, dplro)= EE MI H(t0)=u0 SEN. 
计算 Plp"w) (x6)。 不 妨 设 P 表 为 (2). 因 


s SIC -Ds", Ial = 8! 
Dr[tz— zo) 5] w= 全 [| 2 8, 


压 当 sz 时 Poo)(zo) 一 0， 而 
Pipru) fxzo) 一 ( -人 rrilPo(zoy6)an， (7) 
其 中 P:(zo, 司 = 局 qa(z6)5*、 由 (7) 可 作出 以 下 结论 : 首 


先 ， 它 表明 阶 Drd(P ,xzo) 可 刻 划 为 有 以 下 性 质 的 最 大 非 负 闽 数 
7 ;对 茶 个 PEC™(WN),， P(x0)=0, 4ET(E),， 有 P(y'u) 
(Ya 天 0、 基 次， 因 (7) 右 端 完全 决定 于 yo，2 an 而 与 和 ,4 
的 选择 天 关 ， 故 了 决定 出 一 族 线性 上 映射， 


“Pe, Or BrPs, uo Pp'u) (zs) , (8) 


其 中 7=OrdP, weE (8),PEO*(CM, R), PE)=0, pr) = 
6$， 当 了 形 如 (2) 时 ，(8) 可 等 同 于 Pi(z,5), 设计 
是 投影 ， 
rR= LU) (rE) x Es, (9) 


【本 人 


则 可 自然 地 定义 zx* 百 为 T 了 ' 村 上 的 向 量 从 . 

10.1.5 定义 称 由 (8)? 所 给 定 的 向 量 站 周志 

nr( 并 加 -下 《2 上 3) 六 (Przea (10) 
为 P 的 主 象征 ， 当 ov(P) 为 向 量 愉 则 构 《此 时 洲 定 同一 2) 册 
称 为 办 网 算 子 . 

从 (8) 看 缠 0.(P)(%,E) 半 于 5 上 是 7 次 齐 次 的 ， 刍 此 
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or(P)(z,6) = l'on(P)(?, i (zx, ETIM, (11) 


其 申 全 记 二 在 对 : 中 的 “长 ”(MH 的 Ricmann 度量 标准 地 诱 
导出 型 :中 的 度量 ， 姑 看 86.6) . 可 匈 只 要 在 余 球 面 野 
S*H= Uy 9817 上 考 赛 DrfPp)y，52-: 记 半 中 的 章 们 球 
面 . 著 己 是 三 圆 算 子 ， 则 ec"( 忆 ) 给 出 一 族 随 所 弄 变动 的 球面 
卫 射 3 >GLIm CC， 这 一 事实 是 利用 GEL(m,C 的 拓扑 构造 
来 研究 精 贺 算 子 的 基础 ， 没 这 一 方向 已 展 开 很 深 邦 的 现代 研究 
习 姑 异 [11]) .4 

当 了 表 为 (2) 有 时， 自然 认 为 P 的 主 象 征 就 十 关于 ££ 的 ?次 
齐 次 多 项 式 Pr(x,8) (也 称 它 为 Ptx,DD) 的 将 征 多 项 式 ) . 在 
这 种 情况 下 ，P 了 是 梢 加 的 二 > Y(t,E)EP'O, P(r,£)E€E 
GL(m,C); 当 R=1 时， 椭圆 性 洛 昧 著 P(x 下 0 妖 关 0)， 
当 筑 =1， "7 二 2 ER 时 ,， 以 上 条 件 叉 相当 于 2 次 曲面 
之 9a5 一] 是 ( 实 放 克 ) 要 球面 ， “ 椭 俩 性 ”一 词 盖 出 于 


[ 
此 . 
车 P= D9.(*)D, 9= |, 交 ‘Bale) pt, 赔 直 接 看 出 
en(QP)= ri py (2) 
APO GS) = (0 PP) (2, 6))*, (13) 
只 要 @P 有 闪 义 . 道 过 局 部 址 东 y 可 将 (12) 推 广汉 任何 PE 
DO (8,F), QEDO (F,G), B,F,G 同 时 为 NH 上 的 复 向 量 
伏 ，OrdP = 让，Or&Q 一 8. :对 于 (13) 的 推广 江 雇 再 是 紧 无 边 
流 形 的 情况 .车 了 是 0 阶 的 ， 则 了 对 应 久 向 量 从 同志 !: 思 > 
PR， 使 得 (Pa)(z) 一 (ea(z))， ace 六 (有 ji 了 而 Be* 恰 对 应 了 te: 
(各 )== (je) 于 是 (13) 丙 边 都 等 于 六 ， 其 次 设 P:C=<(C2d)- 
CCM), pIXP, XEE(M), 从 
divip$ X)= Xp'F+ pv PE), p, ypEC"CM) 
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(参看 86.6 习题 2 ) 及 6.8.5 推出 (Pp,$)= (idiv($ 荆 ))， 
《，) 记 工 ?CH 中 的 内 各 因 上 中 P* 交 = 记 iv($ 革 ); 于 是 不 难 
依 (8}) 算 出 (13) 两 了 边 都 等 于 +《<XY-,#》。 辕 P 总 可 由 氛 上 两 种 算 
子 复 合 或 线性 组 合 得 到 ， 有 目 有 入 士 B 一 4 十 六? ， (ADB)"*= 
瑟 4"， 碘 112)? 亦 对 一 般 的 已 成 立 ， 

本 节 对 LDO 所 述 的 若干 事实 将 作为 建立 “所 微分 算 子 ” 
《PsDO)7 理 论 的 一 个 模 本 ， 大致 说 来 ，【〔 有 限 阶 》 LDO 推广 为 
更 一 般 的 PsDO 之 后 ， 坟 于 LDO 的 线性 运算 ， 复 合 及 取 相伴 
让 运算 同样 推广 到 PsPO， 同 时 增加 了 某 种 “ 求 赣 ” 运 算 ， 且 
所 有 上 这 送 算 都 对 应 于 二 象征 的 相应 运算 这样 ，PsDO 就 成 
为 一 个 应 用 上 坚 方 便 的 工具 .. 当然 ，PsDO 必定 会 失去 LDQ 的 
某 些 特点 。 最 主 村 者 是 ，PsDO. 不 再 具有 局 部 性 。 »， 

套 考 文献 ，[11] ，[22] ，145] ，[57] ，[83]、 本 
习 是 ， 


i。 令 Smblr (EE, a (ge Hom (asp, Fl cz) = Hoe) (> 
OD DOrtEF) = {Pe DOLE, FY|OrdP=r}, “ 亡 有 线性 映射 oDOr (FE, 
FrSmblrtE,F), Prro, (P). | 

2。 车 忆 是 椭 园 LDO, 风 PP* 亦 是 ，。 ， '\ : 

3. od 4 人) 层 革 阶 畏 国 算 子 ， 而 了 : hh 则 不 
是 人 < 上 二 ， 


2 瓜 居 分 异 季 | 
PPD)= 及 0D eC, KE (0) 
(Qu) (#) = | fen sori ;i 
好 CPowtz) = POY Mil) FD) ote vyes 上 
= faeryas = EY 
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一 一 


可 以 说 ，(1) 表 出 “了 的 右 逆 ”Q@， 尽管 以 上 推演 尚 须 严 格 
化 ， 租 它 足以 启示 我 们 去 考虑 类 似 于 (1) 但 更 -- 般 的 “ 积 分 算 
子 ， 

(Aw (2)= [facs,y, dug)ee midyas, 2) 


其 中 a ,满足 下 面 将 指明 的 条 件 . 

10.2.1 定义 设 atzieEC(QxRr)，pEt0ii，dE 
i0,1)， 7 二 及 ， 苛 对 任 给 紧 集 KC dEN", EN. 有 00> 
0, YXS)EKRxR": 

drogatz, Ey ls C(I+ IE )" eet+alal (3) 

( 粗 言 之 ， 只 要 z 限制 在 局 部 范围 内 ， 则 上 ico 时 3208a 的 
增长 在 快 于 已 同一 "ltaln 0) 则 称 为 35 类 国 数 ， 以 
3S56 或 8358xR”) 记 此 类 函数 之 全 体 . 约定 全 ,3= UU,eR 
Spa 二 站 eR 35a!f 它 与 P06 无 甘 ) ,一 全 1 0, 5s( 可 ) 二 
BiaAOxR'), Sr 1,0)=87,s xQxR') ( 信 [79]). 

若 p(x,5)EC (< R NO R), dp 0, 有 pg 对 上 是 
正 河 次 的 ， 即 tz, 抬 )= 二 多 (390( 人 0)， 则 称 史 为 位 相 ， 冶 
定 afz,6)E 85s 日 xR") 及 位 相 (z,6)， 称 . z 

relaw) = | Jats, ute)e'n mi dras, u€ BOQ) (04) 
为 以 a 为 振幅 以 g 为 位 相 的 振东 积分 . 

对 于 (4)， 因 fawe!*| 坊 const(]4 村 7 改 当 ，< -~ 天 时 积 
分 存在 ,车 "> - 和。，(4) 的 意义 还 有 待 适当 规定 ， 

10.2.2 定理 设 e ,gy ,# 如 (4)，TE D(CR")，& 邻近 0 
时 T(E)=1 (6) 一 T(E)(0<e<1)， 则 lim T(r+.qx) 存在 
且 与 7 的 选取 无 关 ， 因 此 可 规定 和 


Tr (4) = lim [rebats, us)ere drds . {5) . 
若 令 TD)=Totow), 则 TE SB'(Q). 
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， 22| :| ) 1 yw 
f9 一 hs 一 一 ? 王 一 -6 ， 
Per 一 六 下 各 | +3 8 || )e"= 


yy 由 最 后 的 恒等式 确定 . 显然 EO"(9x(R"™、0)), 且 
ypPer?=ei?， 到 4Eg(R"), 使 当 & 邻 近 0 时 4(5)=1. 令 
Q=(1 -4)P+4， 则 Qe'?=eir. 令 世 二:(§9.2(4))， 则 


0 0 
了 一 


通过 考 赛 P，@ 的 系数 可 验证 ， 
de, CES-!, BESI ELAR, 1), (6) 
设 $s 二 min fp, 1 一 人， 整数 二 max [0, (7 十 各 十 1) 18) ， 则 (6》 


推出 
LTau) er |<const(1+ [El 7 
<const(1 二 |&| )-"—1, (7) 
(7) 中 的 常数 与 2 ,5, 8 无 关 《 这 是 要 点 1) . 依 分 部 积分 ， | 


reroou)=|| rau Leivdads= [LCr.anye'rasds | 
=.…= {Lr(reaue'rdzes . "| 
(参考 §9.2(5))， 放 由 控制 收 化 定理 得 ， 
Him oC,au) = | 人 ee)erraea ;, 
有 端 积 分 与 7 无关 (注意 因此 亦 与 二 无关! ) 。 于 是 得 
T (0) = Ts (qu) ={ [ri(owe'rares. (8) 
取 定 紫 集 KC 吕 ， 任 给 #E 多 (下)， 如 网 得 出 (7) 一样 有 
TO) constlals {C+ 81) -ds, 
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这 表明 TEB'Q)。 国 
约定 ”今后 总 假定 0<6<pA1. 
10.2.3 定义 设 d(x,g, 人 ENS 各)， Pp(I,8,$) 是 一 
位 相 注 意 此 处 {x,y) 相 当 于 10.2.2 中 的 zf， 振荡 积分 
Ka w= [| fale,y, ws enemidrdyds (9) 
决定 出 上 4E 9'( 旭 x 日 )(10.2.2)， 称 由 等 式 . 
CAu, =—LE, VR, u,vE FEN) (10) 
决定 的 算 子 4 多 (加) 产 多 ' 昌 ) 为 以 a 为 振幅 以 vw 为 位 相 的 
Fourier 积分 算 子 ,或 简称 FiO; 称 玉 4 为 4 的 分 布 核 (由 
9.2.4， 五 4 由 4 了 蛤 一 决定 》 ,以 aly,x, -2£)[a(ly,#,5)|] 信 
alr, yo) py -6) [py] 人 代 w(tr,y,) 后 所 得 之 
FIO 记 作 4'L4*]， 称 为 4 的 转 置 [ 相 伴 ] ,车 4 是 以 aE 必 5,s 为 
振幅 以 p= (z -9 .2 为 位 相 的 FIO， 则 称 4 为 > 阶 (p, 人 型 所 
微分 算 子 或 简称 PsDO， 记 作 4=Opay 以 加 5 或 罗 5,sl 晶 ) 记 
此 类 算 子 之 全 体 ， 令 史 .5= 间 时 pva， 多 一 一 NN P50 P= 


,0. 
10.2.4 例 1° 设 二 (26) 一 了 ma(3)5 0 ECO"(Q), 


则 直接 看 出 P(x,&) ES*,，P(z, DD)=OpP(z,£)E YP", 任 给 WE 
F(0), | 
Plz, Du=)| Ps, sul) e's tdgds. GD 


2 ”考虑 以 4(0z, 拉 EC ( 吕 x 台 ) 为 核 的 积分 算 子 ; 
(Au) (2) = {A(z, uly)dy, UE Bd). (12) 


聪 TT(6) EF(R", T=0， jras=1, 则 {12) 可 挛 搁 成， 
(Au) (4) = rac u(yyayas 
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= Jats,y, Sy)e' ndyas, 

其 中 (x 9,6)=T(6)A(T, ge EES, 于 是 4= OpaEe 
六 -“， 反 之 ， 不 难 蛤 证 每 个 4€E 罗 一 必 可 写成 形 如 (12) 的 积分 
算 子 . 对 仔 给 4E€ 实 "“， 今 后 总 以 4(z, 四 记 4 的 楼 ， 

下 面 考 骞 (8)(10) 表 示 的 分 布 了 与 44 的 正则 性 . 

10.2.5 定理 1” 对 于 由 (8) 给 定 的 T 有 : 

singsuppT CB, = ‘x |3é: pz 人， (13) 

2” 设 4 由 (10) 给 定 ，P(z,y,5) 基 于 (2,5)、(#,) 及 (z， 
5)(z 二 《2,9)) 和 为 位 相 , 则 A4EZL(B(Q),F(0)), 且 4 可 
延 扫 为 连续 线性 复 于 4: 8 2) 六 BD); 仔 给 WE 8 ( 吕 )， 
singsuppAuC Se' (singsuppu), 其 中 S。= f(x,#) |3I6: Pelz, 
y,6) 一 0} 看 作 关 系 ， 记 号 依 1.1.1, 特别 若 4E 更 人) 
WAELCBIO), EANNTLI EQ) BR)), YuE EF '(Q), 
singsupp AuCsingsu pp . . 

证 1 易 见 如 一 1 是 开 集 ， 今 证 了 IR。EC*. 任 
缚 ToERp， 必 有 zo 的 有 界 银 域 YCO;: 在 Vx(R™、0) 上 
0， 过 察 10.2,2 之 证 明 关 出 当 pi70 寻 已 可 找 以 
> Es jE 从 而 二 不 含 b5， 于 是 对 任 给 4E 9(V)， 依 
(8) 有 

Tu) = [fer(a)uerrarae 一 [epuoaz， 


其 中 T(x)=|Litatr,e))eirnnde, zeV, (14) 


依 10,2.2 的 记号 与 证 法 推出 ZL'ta) ei-,*:， 国 工 可 取得 任意 
大 ,项 可 在 {14) 的 积分 号 下 微分 任意 次 (3,2.6), 这 几 明 了 了 (x) € 
0C~(V)， 从 而 人 |BR。E0". 

2” 在 所 给 条 件 下 ， 含 参数 > 的 振 沙 积 分 
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区 ?， Eu(y)e'r mdydt, 4 和 B00) (15) 


有 音义， 结合 (5)(9)(10) 看 出 (15) 凤 (Aw) (tx), 如同 还 1 一 
样 ， 通 过 积分 号 下 取 微 分 可 证 实 A4w€0”, 任 给 闯 类 上 ， 
KC EER) REN, 刻骨 (15} 可 推出 . 

人 Sa cconst|uds, se KEK,, lal <E, 
可 由 AEL{B(D), gCO) NS.6(1))。 同 理 4A'EL(B(M)， 
0) ,于 是 CAD'EL(E TD), 2 (0))， 任 给 2 多 ( 科 )， 
由 4! 之 定义 有 

<CAN EH, 0 = A =A, ty 

一 《天 ,Uy= Ra VW = <An, 4 , 

可 几 (4)' 是 4 的 延 折 ， 不妨 就 写作 4EL(8 (DD), 信访 ))， 
取 定 4E 以 )， 营 xo x supp#CR 二 { 闪 x 各) 小 访 。， 央 

fo x SPPIEV x UCHR,, 由 1 (1 Kz 代 全 )， KalR, EEO"™, 
任 痊 2E 多 (VF)， 


CA4,0)= ku, AW) = u(y), [aceon 


= Cat), Kae y) Dds, 


可 网 Au P=<uty)，K4lz,9)》EO”"， 由 此 推出 
singsupp uC es! (suppy), : {168) 
令 五 二 singsuppu, 任 给 下 的 紧 铭 城 玉 己 昌 , 取 介 上 从 属于 {KK 人 ， 
了 的 单位 分 解 1 8 仿生 0 二 12) , 则 < 多 (3)， 
4 EL"， 于 是 从 (16) 推 出 : 
singsupp Au Csingsupp A#, CT Ss! {suppt, ) CE It 许 }. 
因 于 可 任意 接近 起， 赦 必 singsuppAuC8aCKy.' 
“对 asDO 有 SA， 故 相应 的 绪 座 是 显然 的 : ” 口 
注 1 对 年 148) 表 示 的 全 ， 营 .2 各 近 总 。 时 io(z,5) 一 
0 ， 则 10.23.5 推 志 了 了 EC 车 4=Dpay (2z, 打 邻近 和 C 思 > 


| 


RCI rr 


全 时 a(z,y,6) 二 0， 则 下 ASC ， 从 而 4E ”参考 10.2,4 
之 2") .后 面 将 多 次 利用 这 一 事实 . 
2” 在 10.2.5 之 2" 的 条 件 下 ,显然 杰 有 4A', A*ELCZ()， 
(QDNNLCE (CR), Z(H)) WH 任 给 #0E BCR), 
{Au, ov) Ka ON = EA, HY 
=<AD, 证 > 一 《人 A*V)3 
前 面 已 看 到 《4u, 22 一 《420 , 这 就 吴 明 了 “ 转 置 ”与 相伴 ” 
的 意义 ， 
参考 文献 ，!J1]] ，118} ，[141] ，[60] ，[76]， [79]. 
习 题 
1。 设 ao€E Sa: bE St, ret, MMODa+beE Sis ap 和 有 有 498a E 
本 |。 - 
2， 设 feECm(I 人 xR*Y)， 当 0 与 ift| 分 大 轩 FE fr 了 (ri) ， 则 
ESTr， ， 
3 证 AE 则 AF' UD CC Fi) KaAE Cm Kttr WD 
Katysr), Kstry) =K Atys7),. 
4， 设 二 =Dps， #8E 名 {人 )， 则 
(An) (tx) = Jas [essprepere vo dy 


且 可 在 积分 号 下 求 导 . 


$3 过 拟 机 分 算 子 ，， ， ， 


在 PsDO 中 ， 存 在 一 一 类 既 特 殊 又 有 相当 代表 性 "的 算 
子 ， 即 所 请 送 拟 微 分 算 子 . : 、 了 

10.5,1 定义 . 设 BCQx9， 车 对 任 给 时 集 天 CCG， {Kx 
号 ) 门 妇 与 ( 怠 x 五 ) 门 召 篆 为 紧 集 , 则 称 如 为 沽 集 ， 若 4 到。。， 
supP 玉 4 为 送 集 ， 则 称 4 为 适 PsDO. 
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微分 算 子 P= Yo(%)D" 必 是 适 的 : 俯 92(11)， 


Fr= | Peer 二 = 507) D(z- 9), 


订 见 supPp 玉 p 二 仿 为 适 集 , 粗略 地 说 车 二 为 适 PspPO， 则 
suppK a “集中 在 对 角 线 和 A 争 近 ” 

10 .5.2 定理 设 4eE 玉 5,s( 和 名)， 则 以 下 条 件 瑟 四 等 价 ， 
(i) 4 是 适 的 ; (i 4, 4A:EL(B{ 和 9 《iii) 企 给 此 党 直 C8， 
存在 紧 集 KC8: AB(K})C2(KI), A'B(KIC .2Z(K); 
(iv}A, A'EL(E (RHR) (VA, A'EL(E SY)). 

证 (i) 之 (ii)， 设 中 =supp 玉 4 为 送 集 .和 任 给 4 名 ( 旭 )， 
VE 人 FONR-1(suppy))， 有 vuEg(R)， 了 从 而 《dy,2> 二 
0 ， 故 得 

suppAuCR-i(suppy), ue (2). (1) 
设 z:(2,9) rz2y 贡品 -CSUPPY) =2((Y x suppu) NR}. 于 
是 (1) 与 4EL(B(8)，F (名 )) 一 起 推出 AEL( 多 (加 )), 同 
理 4! 亦 如 此 ， 

(ifiiiy ， 这 是 1.9.4 的 推论 。 

Cii)=>(0), 设 AB(K)CB(ED), KoEK, KK,K, 
性 号 为 紧 集 ，、 呈 =supp 玉 4 今 证 (Bx KNMRCK xx 下 【由 
此 将 胜出 (iii)=>(D)， 任 给 WE (), VE BZ (Ki)， 有 
< VOD=<Ay,07=0， 于 是 从 9.2.4 推 出 (KYx 下 0) 门 
R= 从 而 (人 x KD 站 NRCK, x KK. 

(=>(ivy)}。 从 4 二 L(t 名 (如)) 推 出 4E€Z(B "(989))， 苍 对 
任 给 4E (CB)，AwE 多 (各 ) 有 定 浆 ， 任 给 有 界 开 集 VC8， 
邻 证 ( Au) IVFEC™, 设 A4'2B(V)CB(E), rE BQH): K-< 
+. 任 给 YE 多 (CV)， ， 

《生计 DO 一 《中 三 和 > 一 《是 A'VI = LALTE), 0, 
可 见 (AW) [FEO~、 车 在 8 (全 ) 中 如 -> 0 ， 贡 在 久 ( 龟 ) 中 Twp 王 
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日 -720， 这 表明 4 之 各 阶 导 数 在 上 一 臻 收 铸 于 
军 ， 由 下 之 任意 性 ， 必 有 ELC8 (0)), 同 理 4! 亦 是 如 此 ， 
且 显 然 有 (iv)=>Cv) 二 (i)， 套 定理 得 证 . [0] 

利用 10,3.2 可 以 推出 ， 若 4E€Y,,a( 台 ) 是 适 的 ， 则 关系 
singsuppsl#Csingsuppat10,2.5) 对 任何 EE 信和 尺 避 ) 成 立 ,， 将 关 
于 PsDO 的 结论 转移 到 适 PsDO 上 时， 往往 能 和 解除 在 8 中洲 虑 
的 限制 ， 这 是 生得 注意 的 ， 

10.5,5 定理 每 个 4E i, 如) 可 分 解 成 4=B+R， 其 
中 8E is 是 适 的 ，EW-*. 

证 眠 蚀 的 局 部 有 限 相 对 紧 开 崔 廊 i100 ; 又 取 ACRx0 
约 韦 域 F, 使 F =UUjyxUDVy, 作 7EQ0"(B x By FF 
二 p44， 信 吾 一 Dpra， 则 下 一 4 一 吾 丘 到 后 【《 乏 看 
10 ,2,5 后 而 的 注 1) ，supb 天 asC 王 是 适 集 ， - L | 

从 令 轩 5 十 5aA PE 则 10.3.3 表明 ,每 个 4E 风 7 必 
串 几 一 个 适 Pspo 米 代 表 ， - 

§2(11) 表 明 ， 微 分 算 子 已 (z 五) 有 有 不 含 y 的 振幅 己 (z ,<) 
纲 在 指明 任何 适 PsDO 些 是 如 此 ， 

10.35.4 定理 若 4E€;5,st 如 ) 是 适 的 ， al ee, 
-ec 则 44 二 Opo4a (有 了 肝 将 所 写作 4(#, DD))， 

证 依 2.4.7,10,38.2 有 04EOm(BxR')， 设 A4=Ong.- 
尾 给 xsE 低 (8) 依 台 (5)(8)( 用 那里 的 记号 } 用 


(Aw) (2) =lim| fr Cece, yaty) ey 
=lim [P,(z, 6)aCt)ae, . 
区 P55)= [sna Doeringydy 
=|[ritr,aer Jere-nigydy 、 
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! E N 充 分 大 如 则 证 10.2.3 一 样 可 用 控制 收敛 定理 ， 
C44)= [limp (2,6)a(8)ds 


= [Ae date)as= Ta{ r,t) eT 


这 正 表 明 4 二 Opo4. [| 
一 个 自然 的 问题 是 ， 如 何 从 适 PsDO 4 的 任 给 据 幅 a 求 得 
94? 和 解 此 问题 要 用 到 渐 近 展开 概念 ， 
10.3,5 定义 设 aE0"(QxR”), qj€ S81(0) (j=1， 


- tk 
2 7); Ty 一 co。 着 旨 - 2 ED fr 一 TaXr {£=]， 
i 了 是 


2 出 称 工 号 是 下 的 渐 还 展开 ， 记 作 25~ aj. 

直接 看 出 ， 关 系 ae 一 习 o 不 因 调 动 aj 的 次 序 或 合并 某 些 
qj 而 政变 ! 当 r 信 -oo 时 a€8p'3. 

10.5.6 定理 设 ayE S29)(j=1,2,…);， > -00. 
则 必 有 aE0*(9xR"); a~Zas b~Ea<>a- bES-. 

证 可 设 r 作 -co。 取 只 中 的 穷 章 紧 集 列 {及 ,; 取消 E 
0"(R")，B"(0,1) 1- 罗 《B"(0,2); 设 0Ke<3 . 客 易 看 出 ， 
有 与 2 元 甘 的 I 站 0， 司 当 十 有 十 (YE) 后 天 x 民 * 
时 ， 1 | 
Orog [Yled)az, 6)] [Os(1+ 后 | 7 和 8 te, 


Smin((20)v "nn, 人 
a= DE p(s)0s(2, 86), $i(8)= $82). (2 
当 四 十 避 tli, (3.2)E RixR’, hese| 下 <1 时 不 
趣 考 虑 ) 时 ， i i i 
19308 [$s (Sas(z, D0 (El 1 
< 于 | ie A ttiel, - (3) 
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(2) 局 部 地 为 有 限 和 ， 故 eaEC (Bx R")， 取 定 整 数 ,i 
0<E 如 当 (2,6) EE Kix R" NH, 


[os0s ate,5) - Sota,5)|| 


kk 


Iu.t+tigi+r 
00p -Dodi+ BD |00s(y,a)] 
了 = 了 一 着 十 
十 > dso,ya)| 一 二 Ta +1,. 
J 
由 (3)， 六 ECOnst(I 十 EI Jroti-piflrolel, (4) 


由 一 1E SRY) 及 jayES00 (jzk4+1)， 对 了, 1, 亦 有 

与 (4) 问 样 的 关 让 。 套 得 aa。 定理 的 后 一 结论 是 显然 

的 。 L] 
10.3.7 定理 设 4a&€85,5(8, 晶 )，4 二 Opa 是 适 的 ， 则 
oalz, 6) ~EE-or Des, y, 6) ye. (5) 


定理 的 证 明 较 长 ， 可 参看 [18] ， 直 接 看 出 (5) 的 通 项 属于 
S5goo1“s ， 可见 条 件 po>5 是 要 紧 的 ， 

结合 10.3.4 与 10.3.7 得 出 以 下 基本 结论 ; 映射 385 (时 )- 
六 ,a9)，aPpOpa 导出 一 线性 同 构 六 5 (局 ) 宕 多 5 号 ) (用 
0 记 其 递 ) ,其 中 Sis= 55,s/58-”, 当 EdE 下 5 ，6E 
(40 时， 称 a 为 4 的 象征 ， 也 记 作 os: 或 zk4)〔 因 此 ci 仅 
在 modS-” 的 意义 下 确定 ) .同时 引 人 另 一 辐 构 

ot al ps8 Bos, 

其 中 "=? -p+6, 0, 满 足 0(4+ 久 0s)=0(4)-+58W， 因 


此 or(4) 在 modSo's 的 意义 下 确定 ， 称 它 为 4 的 生 象 征 .… 
下 面 指出 ， 如 我 们 所 预期 的 ， 关 于 PsDO 的 某 些 运算 归结 
为 对 应 象征 〈 党 其 是 主 象 征 ) 的 运算 ， 


10.5,8 定理 任 给 适 的 4E 到 5a( 吕 ) ， 吾 反 玫 2 呈 )， 有 
426 


A)z, ~ DoDsoaz, -6) (6) 


Or A EI = 0 A CE, ~ £)s (7) 
oA 2 S) 一 瑟 98Dzoa(e 6 (3) 
OCA) SL, E) 一 Dr ADJC2 去 (9) 


OBANz,E) ~ E00 (eS) D0,); (10) 


Grr BA)= TB)o( A)=0,.s( 4AB). (11) 
证 可 设 4= Opo4s(z, 58), 十 是 4'= Opga(y, ~) 
(10.2.3)， 从 而 由 (5) 推 出 (6)(?)。 类 似 地 得 出 (8)(9)， 
,性 给 xE 二 (只 )， 利 用 4= 4 一 Op(o(4')(y, -45)) 得 


Caw)(z)= [fata cy, -u(y)e-irtersdydt, 
疝 (44)"(5)= Jecarjcs, De ~ 
于 是 (BAu) (2)= jos E)( Aw) "(EJ emide 


x* =ffosc,s)odad gecesiayde, 
令 4 一 oa(26)0040( -如 ), 则 aES2 和 ,于 是 BAEY ES 
由 10.3.2，B4 是 适 的 ， 因 此 依 (5) 有 ， 


Oras 6) ~ rofloate, 6) Dod Az, -£)] . (12) 


以 (6) 代 入 (12) 这 样 作 起 合理 的 》 得 ， 


WR ( 人 94 [afz， orp4mate &)] 
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= Ds EORtY Ditrg (ys, £) 


让 


sn 1] {7071} gaoobeDerag (13) 
a p21 站 和 


因 当 局 | 人 > 以 下 天语 时 ， 


5 1 一 -1 -1 {1-1)l*=0, 
yep Rp 站 
故 从 (13) 得 彝 410)， 而 (10) 显 然 推 出 (4117)， [1 


推论 车 4,B 如 10,3.8， 则 14, BI1 = AB - BAE 
tt ， 

注 1” 运算 4 出 ，4rbds 及 {B, 4 已 B4 以 自然 的 方 
式 推广 到 世 ws= 更 ws/ 一 U 风 5o 上 ;使 中 ws 成 为 一 个 带 有 


项 种 对 合 【 取 转 置 与 相伴 ) 的 代数 ， 称 之 为 PsDO 代数 ， 其 中 
的 运算 帆 结 为 “ 适 代 表 元 ”的 运算 ， 
2” 设 4EW5s(8)， BEPBs(8)， 由 10.3.2， 只 要 
由， 也 之 一 是 适 的 ， AB 就 有 意义 ， 可 以 证 明 48E 到 5 
戎 泛 文 献 ，[10;, Li, [18], [41]， [48] , [1604 > [76], [791. 
习 是 J, 
1。 Ep,a (0D) 是 道 的 < 一 > 性 给 紧 集 KK 们 从， 存在 紧 上 集 天 CC 六 
KECK 电 当 #| 攻 4- Dl 0， 
2 设 ov- 号 ci rR 三 OP 后 了 ~ 则 有 4 一 OpoE We, 
3。 名 加 ,请 如 19.3.2， 加 
0 0, -dso (BY. 


4， 设 P=- Da brT, 妹 oo (PQ', vtQP). 
1 各 人 


34 连续 性 与 紧 性 定理 


当 一 个 PsDpo 作 用 于 寂 尖 1 seER) 时 ， 


下 3 


对 共 连 续 性 与 蒜 性 能 作出 某 些 肯定 落 论 ， 

10.4.1 定理 设 4EYP5 (9)， 好 AEL(HNI(D), 
入 727( 昌 )); 车 4 还 是 适 的 ， 则 AELLH;(8),， HI 站 
LHiIo: Cm), His (Hm))., 

证 ”首先 设 4 是 通 的 ， 讶 4ELCHi(9), HE 人 "(2 人) 由 
标 为 loc 的 特 说 由 牟 偶 性 得 出 ) .为 此 只 要 证 ， 对 人 尾 给 紧 祭 
KCH, ueEgB(K), 有 lAu)s-r<const|uls(1.9.3}. 依 伍 ,7 
(6)， 这 又 归于 评 ， 

(Au, ov)| constluls el : (YE BICQ)). 0} 
设 AT(KICDK, }， 玉 , 世 K,CO, KK,,K, 为 紧 集 . 取 
1€ BQ): K-T, Sa: (a) olz, ETUC + El 2)-"?, 
则 gat2) 关 于 (, 丰 }) 必 于 访 ,;， 出 此 不 难看 出 ， 对 人 尾 给 >0， 
宇和 在 Ce>0; 
二 (| Cel RR", 


于 是 AW,v)| = [ffesce, syrce)o ts)acs) earde| 
= | ss aE) ge) -人 | : 
.=r st yinatey ge (5 -mo asar] 
” < ffar 寺 | 2377z2 于 二 二 十 鲁 站 和 Ha)909) asa 
.<0( (| 《十 站 1 生生 人 DE weag) 
x (fer a A z 


， 1 2 
x (1+ +) dedy ) Ord 


到 定 充分 大 的 上 ， 利 用 Peetre 不 等 式 (89.7(9)) 得 ， 


Ji<eonsi| | 1 二) C9 2C1 十 周二 中 2 和 1 


< 和 cotftstl 2 一。 
类 做 地 有 产 夭 constj ai， 从 而 (1 得 证 ， 
其 次 对 任 给 AE PSs 中)iEAEL(HI9), Hioe()). 
不 妨 设 4€ 罗 “， 要 证 者 ， 任 给 紧 集 KCQ, a€ 2(K), PpE 
多 (OQ), 有 Hp A41,-r<consthal,、 这 又 归于 证 明 ; 者 Atz,#) 人 
BO x 0), NAuks -<constluls (YsE BN)). fe 
(0), 


CAw°CE)= {|| acs, ya)e- rdrdydn 


=|Ats, — am) dy. 


A(5, 一 ) 闫 于 (5, 四) 加 降 ， 歼 对 充分 大 的 夺 >0 有 ，- 
[ACE, =n) const [C1 t [EI C+ |y [1-*, 

由 此 容易 推出 所 要 不 等 式 ， 口 

推论 1 若 4Ez( 0)， 则 48 人)CZ( 2) (参考 
8.7.6)。 

二 对 适 的 4E (人 )， 不 难 推出 4 罗 《 呈 )C 8( 纪 ). 

推论 2 ” 若 4E 到 2 of) K4 有 紧 支 集 , 则 4E (LD). 

事实 上 ， 没 supp 玫 AGE 玉 ) x KK ， 下 天 5i 二 已 为 里 集 ， 
则 48 (QICHE), ulk,=0=>Au=0, 取 TE ZB (Q): 下 :一 
r. 从 10.4.1 推 出 4EL(CL:(KG),L:( 下 ,)); "从 而 对 任 给 
WE 多 (9 人) 有 ， 

1 4 za 二 1 ACTH) rssCconst| rel scr constlul rs. 

下 面 考 虑 紧 性 . 首先 结合 9.7.7 与 10.4,1 得 出 ， 

10,4.2 定理 车 AEWs(), tf<8-7, 7?,8,tER， 则 
用 1) 和 1 .( 仙 ) 是 紧 算 子 : 特别 ， 若 4E-“()， 则 
对 任何 86,1ER，A: 囊 :( 晶 )> 瑞 1。.(9) 是 紧 算 于 . 
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为 证 基本 的 紧 性 定理 10.4,4， 需 要 以 下 引 理 ， 
10.4.5 引 理 设 4= A*EWS,sf99), 对 任 给 紧 集 CH 
lim inf Reo n(x,2)>0, (2) 
于 在 并 


1 一 


则 存在 道 的 下 扰 更 0 代号) 五" 五 A(mod …“), 

证 不 妨 设 4 是 适 的 ,车 有 适 的 BE 器}(j=0， 
1 Dj= Bot + BB,, 使 0j= DiDy~- 4 E pH!X377), 
则 有 适 和 的 BEF,e(9)， B=Opb(modF ), b~ EatB,) 
《10.3.6). 于 是 对 任何 了 有 

BB-(B- DI B+DI(B -D+DID, 
= A(modr 1°), 

因此 B*8= 4(mod 更 一 )， 下 面 妇 纳 地 作出 所 需 的 B,， 

首先 定义 B8，，。 取 从 上 的 单位 分 解 [4 ， 设 下 ;二 supp 和 1y 是 
紧 集 .由 (2)， 存 在 二 之 f; 之 …， 使 得 


di= inf 及 EC {tw 6) 30 j=1, 2 
-EFKr,. ltl (tr 


取 TE (RR"), B"(0,6) <r ABNO, dn)( ei, 2,…)， 令 
8 一 己 [1 ~ THA ls) Reoats, 0)， 


bo 二 V9 ( 广 春 .201)， 因 Imqs= 区 1 (0 -gE SS C 
S030(9)), 碟 Reo EE d,s, 由 此 遇见 [1 pre 三 给 紧 集 
着 所 旨 ， 公 有限 个 商 ) 9 有 碍 灾 ， 兰 - 忆 凶 

,| tn 了 时， ， 

latt, 6 = Reco a tr, >mindj>o， 《38) 

不 难 归 二 地 得 出 ， 
ga 2095 = SE constad "(oe oa) :0108 0), (4) 

其 中 s< la+ 有 , 重 指 标 a1,! 满 足 [ott t+ aselol, (P+ 
+B = 18|，(3) 与 (4) 一 起 推出 bE53,，,，。 取 适 的 Bo， B60 到 
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Opaotmod 严 “)3 令 Oo= 了 Bo -4 则 Co= (CE 古人 从 

而 Imoe(tCo) ES 由 $3(11)， 
Reo(C) a- Reoi(modSe,r). 

由 一 Re 一 之 [TXT 2) Ts(e) h(x Reoatz,e) ES ” 


推出 Reg(Co) E58， 从 而 CoEP$s. 
设 已 作 旱 人 澡 于 所 求 的 Bo,…'; Bs 大字 ]1)。 对 天 的 后 令 


b= -Reo(Or PIT(E) -1] hz), 
28, 


扩张 关 为 台 xR" 上 的 C” 国 数 . 直接 看 出 关 ESc -到 适 
的 Be; Bt==OpP(modY ); 记号 Cr,Ds 妇 前 述 ， 则 
CSU + BiBo + BB(modp +t1X3 7) ), 
Reg(OCr) Reo(Cr) +26be mod si )。 (5) 
四 Reo (Cr) tT 2bobr= Reo (Ce) PHOT ES™™, 


吉 (5) 与 人 二 Cs 太 归 纳 假 设想 推出 Ot EWW831Xi- 中 ， 因 此 


所 作 的 Bs 符合 预定 要 求 . Li 
10.4.4 定理 设 4€5,st9)， 对 任 结 紧 上 集 KC 昌 ， 
dim suplogtz,s)ol =0, (6) 


则 4: 万 (8)-> 互 55()(sER) 是 紧 算 子 ， 

证 由 10.4.2, 不 妨 霸 4 是 适 的 . 以 4, 记 寡 象征 1+ 
上 | "2 的 适 PEDO ( 它 与 917.4 中 的 生 模 亚 一 狂人 价 ) ， 则 
直 执 看 出 A54A 于 dpmod "AAsd ,=7T(mogy-“) 《此 处 
到 以 后 了 都 记 单 位 算 子 ) .全 有 一 4v4d44-， 册 二 二 4 再 
dtmodr  )， 故 只 要 证 刀 :， 有 2) 一 和 8?( 如 ) 是 紧 算 子 ， 为 
此 又 不 妨 一 开始 就 设 3=7 一 0， 对 任 给 紧 集 ,KR ' 呈 和 ，KRC 
到 '， 证 4 :2(K)>>L?*(KK') 为 紧 算 子 .车 能 求 得 4x E83, 
4- 击 EV, 在 ELK),L(K')) 中 4s>0， 则 所 要 结论 
从 1.6.7 与 10.4.2 推 出 ,下面 作 出 所 顺 的 届 ,不 妨 设 suppK ,过 
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qq 


Kx 在 人 x 人 内 的 紧 售 域 . 

取 zE YCR"Y) I T230，|rizydz=1， 可 设 0<f<1 ‘全 则 
以 T*F 人 TT) 。 令 TX) 一 87"T (218) (0<e<1)， 任 给 #E 
FE 人 TAR A- AEW™, 
下 而 取 定 4 人 (下)， 当 5 充分 小 时 EE T(EK,)， 依 工 * 范 数 
有 

Hel = a = = ui. 

可 设 supp94 咏 到! x R"， 因 上 由 (6) { 取 7=0) 推出 


lim sup [oatz, 1] == 


EL 


令 b=(E+t-*，P 一 PA4*4， 则 P=P*EW,s, ' 任 给 紧 
扩大 CC 吕 : 
lim inf Reogptw eB- lim Sup ji 2 > 0, 


“ 1s#i-em ITED 
俯 10..1.3， 存在 适 的 BEPY,,: RR*BAPEp-. 于 是 
上 一 wd 5 
— (pr +R BBYu,,u,) 


Pr Jaet {Buu)| (7) 
其 中 范 数 者 是 三 落 数 。 不妨 设 Rpgy) E 2K, x K1). 二 
(Bis)(#)= [Btz, guy) ay, 。 


' 1 - 


其 中 Rlz,9)= | LRCz,y) -Rr y+ten Tarn, (8) 


天 (Rao)| IR Aull |< HB, (9) 
1 中 Lf9 9) 范 束 ,由 (8) 看 组 和 Rj>6(r>0 (7) 与 


《9 去 师 ， 只 查 取 充分 小 的 ” ， 令 省 一 4 就 有 1 4sv1 所 二 Nal， 
这 冬 的 as 一 1,2,…) 即 个 预定 要 求 。， 一 
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推论 若 4EP8,s( 昌 ) 满 是 (6) (对 于 r=0) 、 直 4 有 紧 
支 集 ， 则 二 : 荆 0)>L"(Q) 是 紧 算 子 . 

孝 考 文献 : [11], 118], [411,160], [76], [79]. 
习 题 

车 .425 二 天 XK， 则 以 本 (Yr; 胡 为 楼 的 积分 第 子 4 上 2 (5 一 
二 4， .9) 是 紧 算 子 . 


$5 流 形 上 的 拟 微 分工 子 


首先 考虑 在 变量 代 窗 下 PsDO 的 变化 . 以 下 设 工 -Ps 
86 之， 和 任 给 EDIiff( 吕 二 WA 一 OPAE PS, )) 
令 
4 BBO) (RR), Hh A , (11) 


即 Aa) (2)= fac,y, Su hy) er eidyds 


= ez y, uy) MD EC 人 ) 一 而 《多 )) Say'de, 


. (2) 
其 中 如 = ,y= 和), 4 是 以 多 = (8 (2 一 及 )) 二 为 位 
要 的 FIDO， 下 面 的 一 般 定 理 将 推出 4 实际 二 是 一 个 PsDO， 

40.5.1 定理 设 4 是 以 4E 85s( 昌 ,日 ) 为 振幅 ，9(z， 
y) -6 为 位 相 的 FIO,pEC (Bx, BR ), mr) Oe -y, 
则 4EP;,s(D). , - 1 : 

证 到 ACQ x 9 的 充分 小 的 邻 城 | 厂 ,， 使 不, 迄 下 。 
下马 x 马 上 从 属于 {F， 到 号 的 单位 分 解 fla, 7 站， 则 依 a= 
hia+ aa 得 相应 的 分 解 4= 昌 + 请. 易 见 RET“， 故 只 需 证 
BE ;5,s， 为 有 此 又 只 需 在 suppg 亡 太 XR" 的 假定 下 证 AE 

P34， 太 (w= 二 0 推出 (9 十 多 六 人 二 0， 故 当 (z, 纪 邻近 从 
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对 P29) 人 EGL(n)， 注 音色 p(y, 站 二 0， 依 Taylor 公式 有 
oa DD= | sp tes yds- .Q(z, #)， 


+ 一 看 作 行 向 攻 ， 本 设 WEC CW,GL(n)). 令 9 二 (TD) 
< 册 


(da)(z) 一 | jacs, y, Euly)e'e dyde 


Jacs, 9,2) ldetP] uly ye ts—n'nd ydy, 
其 中 $= = (Pr), 令 z= 二 (2,#)， 下 面 证 下, 多 ) 王 全， 
$2 EES, x R"), 求 出 


98 _ da(z,6) O09(2,0) Os 
zs NN de: + 这 QE dz 8 


jp Oo 

by TE pe 
其 中 6 一 名 (2393， 利 用 以 上 两 式 不 难 时 纳 地 得 出 ，02088= 
T09014， 其 中 TE COC"(W)， 重 指标 ,4,4 准 足 

史上 + 和 la， 人 + 和 有， (3) 

当 z 属 某 个 紧 集 玉 己 印 时 ， 利 用 (3) 及 1- P<6 得 ， 

[redetal <const(1+ | 中 Jo 
由 此 推出 E85,,， 占 

10.5.2 定理 设 AEB5,s(B)，A4; 由 (1) 抬 定 . 出 A,E€ 

5,s( 如 ')) 若 4 是 适 的 ， 则 4 必 亦 是 ， 县 


rr( AV CE VEL oots, (Hv) Ym) Dsertn, 2, C4) 
四 el 


其 中 二 Rs) B= 有 9 一 Be) Rr) (ys) 
证 只 需 证 (4). 不 难 归纳 地 得 出 ， 
站 ge "一 Deonst(OFRb) yO08"E) merken, 
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其 中 重 指 栋 户 ,…,P* 满足 | 4+ = | 加 页， 
| 好 中 这 多 iel /2 个 之 2， 因而 Dye | yz 是 了 的 次 数 过 
Ial f2 的 多 项 式 。 从 csES5s 推出 aaaEScw ”'， 因此 


(4) 右 应 之 通 项 属于 8 全 和"! 从 1-p<6<p 推 出 p>>1/2， 
车 10i 之 oo 时 7-{p ~ 二 ) lal -oo,(4) 有 端 是 一 新 近 展 并 
式 . 
设 # 世 多 (如 依 (2) 及 10.,5,1 有 (用 前 面 的 记 苇 ): 
CA (z= 站 we ITO) uy er tay 
= /force yy eas, Sucy er ody' dy, 
其 距 二 Bz),， 一 有) 二 G1 (det . 依 8305)， 


das) DE OD , yots, SG) yr 


mm | py, 
eG yi Ds { }y Ds Gal r,s} ls "下 
= DA rNIOTT aA, PBL’, Fy), (5) 


其 中 G 及 全 与 4 无 共 ，G5 关 平 了 是 次 数 忆 laol /2 的 多 项 
式 . 考察 10.5.1 之 证 明 看 出 名 (2 2 一 (人 zy 为 确定 与 
4 开关 前 63， 取 4 一 PP DD 一 ,te 73D?， 则 (10.3.4) 


(人 《E ， De Ap )() 


| 

出 
】 
N 


“Pig, DyyexpliB(r) hr 2) Fh, 9) ) i) ss 


=P(y, Do le towet nl). 


i 


= ,Pv CH) De rls (0) 
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上 上 而 用 了 “站 义 Leibniz 公式 ”{( 读 者 不 淮 自行 验证 它 )， 
P(gy. Dav)= 卫 7 oPly, DYD"e， 


将 (5) 与 46 对照 确定 G3， 区 而 得 出 C)， [1 
{41 右 端 对 应 |al 一 0,1 的 项 分 别 为 z4(2， (8 (2)) 四 ) 与 0， 
部 
UAMCF ,DN) = At CA 和 Eset ? 
orf A r,s =o A CRCR)) yy). (7) 
10.5.3 定 尽 设 4EL(CB(MH), (HD)) (有 时 及 后 加 的 吾 , 下 
都 依 本 章 开 头 之 约定 )。 若 对 于 的 任何 图 (VU ,9 ), 4 的 转移 4, 二 
PnAPp* 局 于 杰 5 (1 -P66), 则 称 和 4 为 于 上 的 办 5p,s 类 
PsDO;， 当 和 钥 个 4。 为 适 PsDO 时 称 4 为 适 PsPO， 类 做 地 ， 考 
aE0O”(T*WH), 对 入 的 每 个 图 (如 ,9), 依 辣 构 了 "UgU x 及 "使 
站 对 应 Ti 万 访 5s (0)， 则 说 # 是 于 上 的 坊 5 溃 燃 象征 . 记号 
于 5 ) 靠 自 然 地 推广 到 雇 浇 代 愉 的 情 
疯 ， 藻 4EWso NM), aE Ss y(t MM), 对 如 的 任 给 图 (Wp)， 
er 是 4 的 主 象 秆 ， 则 称 & 为 4 的 主 象征 ， 记 作 4a=0.( A).,. 
约定 用 论 及 流 形 上 舶 PsBO 时 总 假定 1 一 po<pel 
-基于 10.5.2，10.5.3 中 基于 PsDO, . 适 PsBO 及 主 象征 的 
条 件 《大 沽 (7)) 只 要 对 某 个 图 册 进 行 验证 就 成 了 . 
流 形 下 的 PsDO 可 依 居 下 方式 局 部 地 给 定 . : 
10.5.4 定理 设 人 oo 是 开 的 一 个 局部 有 限 图 册 , 每 
个 5, 相对 紧 : 4 和 所 它 5 人 ,在 了 有 万 上 dd(modw™) 
( 干 面 以 “ 短 ” 记 “ 王 (mod 风 ”7)。 则 存在 4E 到 324)， 
使 得 Vi 4 UA 在 modr" nr 的 . 
证 取 虹 上 土 从 属于 雪上 的 单位 分 解 14 对 钴 个 二 取 T, 拓 
(lV supphi<Ti, 定义 4=3rzd2 即 
Au= oT A ht), .CM)， ， (8) 


其 4EL(ZBCM); 8 CM))， 取 定 下 栋 Yjt (ri- 1)4A14j€ 
罗 一 《【《 它 相当 于 岂 上 振幅 在 4 邻近 为 零 的 PsDO) ， 因 此 
AlVi= oAih, tr DA Ad, 
于 是 得 出 所 要 结论 ， 加 
今后 将 多 次 使 用 10.5.4 中 取 定 的 ! hr， 

关于 R" 上 的 PsDO 的 各 种 概念 与 结论 都 可 推广 村 流 形 上 
的 PsDO， 下 面 仅 作 一 简要 讨论 首先 ,对 每 个 4EY s,s( 开 )， 
转 置 4: 与 相伴 4” 的 意义 如 同 82 中 一 样 ， 只 需 用 测度 2U 赫 
换 g@z， 其 次 有 

10.5.5 定理 每 个 4 Ess( 天 ) 可 延 折 为 连续 线性 算 子 
(MB'(M), HH vue gg'(M), singsupp AuCsingsuppu 
《参照 10 .2,5). z 

注 ”通过 标 礁 的 撒 人 umwag, 可 以 认为 PCN)C 2"(M)， 
多 ( 划 )C8'(MM)， 后 面 总 作 此 理解 ( 基 考 9.9) . 

证 如 同 10.2.5 中 一 样 ， 从 4‘:EILCZBCMHY),g (WM)) 推 出 
AELLF (AM), P(NM)), iE FCM), uu 在 tu€ENWMH 驾 提 
为 C7 函数 ， 今 证 44 亦 然 . 对 每 个 *， 取 x 的 邻 域 V 与 
suppaix 的 邻 城 机 ,， 使 开 人 Ti A VEC", HAO=V,U 
WW 可 通过 一 微分 辐 且 扩 肌 到 R* 的 开 子 集 上 ， 知 评 ，=9| 
Wy 则 448 O00) = 和 A mC 101) 在 了 上 是 0" 的 
因 4= 吕 4in 实际 上 为 有 限 和 ， 故 得 所 要 证 . 口 

10.5.6 定理 . 若 4EW5,s(M) 是 适 的 , 则 4EL(Z(M)) 
NL(CB'(NM)), singsupp A Csingsuppu (ue 2 (MY)) 每 个 4E 
ba( 伐 ) 与 茶 个 适 PsDO 模 轨 “等 价 ( 基 有 昭 10.,3.2,10.3.3). 

证 只 证 后 一 结论 ， 设 {1} 如 10.5,4， 令 
. B=T {A Ad, lsupphs NsuppAyx 2) ， 

则 如是 适 PsDO (参考 10.3.5) ， 而 (参照 10.5.4 之 证 明 ) 
-8=2 44; supphif) suppd ,= EE ", 已 
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任 给 4E ;so(NH)，45; 的 主 象 征 诱导 出 一 个 1 EE 
Sratti), {PA 如 10.5.4., (7) 推 出 在 nV 上 三 


qmod S84) ,7 二 + - 2p 十 1， 于 是 不 难 验 证 避 hiqt 是 4 的 主 
象征 。 如同 $3 中 一 样 ， 我 们 有 同 构 ， 


ar: MP (MSS M) /Sp NM). 

10.5.7 定理 设 4€ 罗 5,s(M) 与 BEY;,s( 导 ) 是 适 的 ， 
则 A4+，A4*， 恕 4 为 适 PsDO， 其 主人 象征 满足 9307)(9)(11). 

证 只 考虑 B4. 任 给 zE 时 ， 取 z 的 小 邻 域 忆 及 4,7E 
多 (05)， 使 supp4 环 fr， 则 

ABA= ABTAAB(I -TA (BICTA). 
将 §83(11) 用 到 (248)(T4) (在 局 部 使 用 是 不 成 问题 的 ) 得 
ACH ora BAYES)=ACT) OH( BE So A 2,5), 


由 此 推出 95r..(BA4)=0(B)ar( 4), [| 

为 了 将 PsDo 概念 进一步 推广 到 向 有 量 处， 需要 "矩阵 导 
PsDO” 概念 ， 设 4 更 0 区 妇 ](TiS 17 区) 令 

和 

则 矶 ELCt 多 (mm)， 攻 (加 ,了 ))， 称 并 为 于 5,s 类 的 PSsDO， 写 
必用 二 CA 站 于 55( 昌 ,型 bm) 车 41 一 OQp4s+， 则 可 认为 4= 
Op y), . 

10.5.8 定义 设 4EZE(S(B)，8(P))， 任 给 型 的 
《8 及 四 ,不 的 向 量 点 图 (7 六) 区)， 妈 透 导 .出 算 子 
VP) 《参考 虽 X1)) ， 者 4aev 恒 属于 
到 os， 则 称 4 为 灾 ss 类 的 PapDD， 记 人 4EEp5 以 且 , 二 )- 

前 述 的 关于 Pspo 的 种 种 概念 与 结果 在 向 车 从 上 都 有 适当 
的 推广 ， 兹 不 细 述 . 我 们 只 指出 ，AE sot 如, 了 了) 的 主人 象 入 
0 以 4) 是 一 向 量 从 辣 态 ， x* 术 之 xz*P (记号 依 10.1.3). 当 4 
是 微分 莫 子 时 ，0- 4) 与 人 中 的 规定 一 致 ， 
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参考 文献 ，5111, i187 , [417 ,1601, [67], 176], 179]. 
习 十 : 
1 P(xD) (nv) = 守 O8P(terDuDev， P47, 如 是 5 的 多 项 式 ， 


2。 性 篇 we 名 (TT) 雪 Ptu= Df (kh) er ret th 了 仇 8.4.1) ， 则 P+E 
woTYeT= 51)., 


$6 流 形 上 的 Sobolev 空间 


如 另 想 象 到 的 ， 襟 闻 呈 joe( 昌 )(sER) 到 各 ;oe( 用) 的 过 流 
基 十 卉 joc( 昌 ) 在 变量 代 杭 下 的 “不 变性 ”. 

10.6.1 引 理 HO)= {Eg 人 '(R)Y AE PA(R) ,AE 
也 Tocf tH )}, 

证 设 直 E99), 车 EHI(B), dEP(D), MI0.,.4.1 
推出 -teE HY 二 Liocf 9). 反之 ， 营 Y AEW:( D9), AuE 
Lioe( 加 )，As 如 10,4.,4 之 证 明 中 所 述 ， 则 依 10.4.1 有 

u=A_sdsdt 4 
EA HAROI HO RICHI( DD), 时 

10.6.2 定理 设 wpEDiff(Q,0”)， 则 vz 导出 线性 和合 移 
pa: HOSHIQNS pHio OHIo( 0 '), | 

证 只 考 虚 第 一 个 同 父 (通过 取 对 偶 即 过 潍 到 第 二 个 辐 
构 ) 。 住 给 WE 82)， 依 10.6.1 有 ; 

uEH:(O) E>Y AEVAO),: As=gprA puEL ol) 
有 
>puEH (DN). 门 

10.6.3 定义 ”空间 己 io( 于 ?由 如 下 的 2 六 人 用) 组 成 : 
对 型 上 前 任 给 图 (区 ,2)， 有 sa)E 条 ioo(pU)， 任 给 紧 集 
KEM, 人 SHRK)= IuE HI M)l suppu CRY HM)= 
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人 门 昌 Toe( 寻 ) 昔 区 为 紧 访 形 ， 则 令 妞 "CD) 一 吾 弛 村 一 
Hiowl 型 )， 

由 10.6.2，10.6.3 中 基于 waE feet) 的 条 件 上 只 需 对 形 
芍 某 个 图 册 验 证 就 行 了 《参照 10.5.37。 在 总 feet 三 ) 中 可 用 两 
种 (实质 上 等 价 的 ) 方 式 导 人 了 -空间 结构 。 尾 给 形 的 图 (7 六)， 
同 攀 钊 s 和 oo( 口 ) 玉 是 ioc(90) 在 Hioo(V) 中 诱导 出 一 个 LCS 
拓扑 ; 在 吾 ioct 有 WH}) 中 到 最 小 的 LCGS 拓扑 ， 使 得 每 个 . “限制 映 
射 ”ioo (HD) 一 foe (V0), ur>alU 连续 (这 相当 于 要 求 
提 joe( 奸 ) 中 的 序列 救 钱 是 “局 部 玉生 政 雍 ”, 和 参照 §9,9 中 空间 
3 (8) 的 定义 } . 其 次 是 整体 的 导 人 法， 设 避 1,Pi 机 各 
10.5,4， 括 给 4€ ioc( 并 ) ，TE .BCUM)， 令 


lu] = (Ep hv) 7, (1) 


旭 半 范 族 {wi YE 多 (让 )) 定义 如 ioc( MM) 为 -个 -空间 ( 参 
照 89.7 中 吾 foo(0) 的 定义 } ， 其 拓 搜 与 Vs,9 1 和 } 的 入 到 无 
关 . 在 及 对) 中 采用 自然 的 归纳 极限 拓扑 ， 若 垩 是 紧 的 ， 则 
"MM] 明 有 一 个 Hilbert 空间 结构 。 
对 瑟 区 开 ) 与 吾 joeCat) 亦 可 给 出 类 似 于 10 .6 .1 的 整体 赣 
， 设 4 如 10.4,4， 将 /A 通过 9: 转移 到 也， 上 后 记 作 4,， 做 
10 og, 4, 存在 适 的 4EW "(用 )，4|V;= 4,《mod 四 -”)， 不 妨 仍 将 
二 记 作 必 ， 魏 验 证 如 此 定义 的 4 * 亦 请 足 直 re 关 人 全 (mod 一 加 
4A Tmody™®) (可 见 1, 是 髓 贺 滤 子 ， 全 :是 4 的 拟 邀 ， 
详 见 下 市 ) . 任 给 4E HioeC 和 MD) 从 .4 的 构成 及 10. 6 .推出 
AuE Lio M), 反之 ， 车 &E 9'(MM), 4orEzioe()， 则 
u= A A t+ (I - Ad_,As)d | 
‘EdsL os M) O°) CHAI M). z 
熹 有 ioe(M)={wE @'(M)| Asu€ Li MY) (3) 
结合 (2) 与 10.6.1 大 出 ， 


dd 


HI(MN)= fueE gg '(M) yAEW(N),:, AuE Lio M)} 《37 
注 ”Soboley 空间 与 PsDo 的 联系 是 很 自然 的 ， 事 实 上 ， 
89.7(3) 可 写成 ，H = faE 2 4 工人 红 . 
进而 可 将 Sebelev 空间 概念 拓 广 到 向 量 作 上 而 得 到 空间 
好 jioc( 加 ) 与 娓 地 下)。 旭 同 吾 ioo( 村 ) 一 样 有 两 种 导入 革 . 其 一 


类 位 于 10.6,3， 只 需 将 10.6.3 中 的 召 joo(mD) 换 成 “向 旺 值 


分 布 的 ” 瑞 ioe(pV,m)， 而 将 89.7 的 内 容 扩 张 针 向量 值 范 时 
巧 不 成 间 题 的 。 另 一 个 是 “整体 的 * 导入 法 ， 首先 定义 算 子 
.EPR BEB) (4B (MN 定义 几乎 一 样 ) ， 败 后 仿照 
(2) 定 闵 
Hio(lB)={uE DB) AMELIL(E)s (4) 
Hi(EY=~— FE HBH, . (EB); 
HK,B)= IuE Hio(B8) lsuppuC K}, 
其 中 下 己 耻 . 当 NY 是 紧 流 形 时, 令 了 HB)= 16,(B)= 百 :( 盏 )， 
当权 明确 指出 底 世 形 型 时， 也 用 记 号 Hioo( ,BB)，H:(M， 
召 )。 豆 iosf 召 ) 中 的 -空间 结构 及 万 ;() 中 的 LF 空间 结构 的 
定 尺 是 明显 的 ， 其 细节 不 再 详 述 ， 
关于 Sobolev 空间 的 几 个 基本 定理 可 推广 到 流 形 卡 . 首 
先 ，10.4.1 现 在 推广 成 
10.6.4 定理 设 AEw;,s(8, FF) 则 AE LCH:(B), 
HisttF));y 若 4 是 适 和 的， 则 AELtHi(E), Hs:-"(F)YN 
(HIo(B), Hisr(F)). 特别 ， 若 A€E 3,,(E, FF)， 形 是 紧 
的 ， 别 4 亏 (L*(B)，ZL2(F)) {大 绍 10 ,4.1 推论 2 ) ， 

证 明 的 基本 想法 是 将 问题 “局 部 化 ”，4 王 Yi4Mi(mod， 
(mh 如 10.5,.4) ， 而 对 每 一 项 ri444 可 以 运用 10.4.1 
(实际 上 是 用 10,4.1 在 “向 量 值 ” 形式 下 的 推广 ， 这 种 推广 

是 不 困难 的 ， 下面 引用 9.7.5 一 9.7 .7 时 亦 作 此 理解 ) ， 我 们 
不 再 罕 出 证 明细 节 。 
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二 -Ni 


其 次 推广 关于 紧 性 的 9.7.7 与 10.4.2. 

10.6.5 定理 设 7,6,fER. (i) 若 s<r， 则 上 世 含 映射 
HB)CHIOB)S HIB)CHTIo( BB) 各 为 紫 算 子 : (ii) 若 
AEWS, (BF), i<5 -7?, 则 :i:(B)Hioo() 是 紧 算 
子 ; 当 AE “( 玉 , 了 ) 时 对 任 给 8,iER, AtH:(B)> HiolF) 
是 紧 算 子 ， 

证 类 似 于 10.4,.2，(ii) 可 从 (让 与 10.6.4 推 出 . 对 于 
Gy， 如同 9.7.7 一样 ， 只 和 需 证 也 含 映 身 H"(K,B)CH:(E， 
歹 ) 是 紧 算 子 ， 五 竹 形 是 任 一 紧 集 ，s<7、 任 到 有 界 序列 fat 
HE BF)， 设 让 CUIUyG 如 10.5.4) ， 则 对 每 个 < 
4，Hl9.7.7 可 得 出 fa | 在 囊 iootDUy, 召 ) 中 的 收 襄 子 列 . 于 是 
以 显然 的 方式 得 出 for} 在 五 (下, 吾 ) 中 的 收 证 子 列 . 口 

最 后 是 极 重 缕 的 9,7.5 的 推广 


10.6.6 嵌入 定理 车 8> tr 3ER, rEN, 则 有 过 


续 和 的 世 含 映射 HY? 了 ol)C"( 玉 )， 
证 直接 了 从 9.7.5 推 出 HjioctB)C8"(E) , 今 设 在 五 ioo( 吾 》 
中 0(E>00), 刚 在 及 ioo(U4, 百 ) 中 >0(E>o9,U4, 和 如 - 
10.5.4)， 于 是 从 9.7.5 推出 让 gg" (0, 琴 ) 中 A404 一 0， 市 这 推 
出 在 8) 中 一 0. D 
推论 2 (B)~ 从 Hioe(B)) P(E)= (| HB). 


这 恰好 对 应 9.7.6 之 1" .不 难看 出 8'(8) = YH:(8), 


于 是 从 以 上 推论 及 10 .6.4 拓 出， 若 AE-“(B,F), 则 Ag '(B) 
Ce(F); 者 生 E 到 (加 下) 是 适 的 ， 则 可 直接 证 明 4 多 (有 加) 
CoCF). 


大 考 文 献 ， [11] ，[601] ，f79] ， 
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习 是 、 
1。 万 寺 (对 ) 与 五- ( 册 ) 直 为 对 但。 


TDe 


2， 设 AE CAD， 任 肯 紧 据 正二 1 上 到 sup la, 二 
Ho 则 及 : 玉 s OOM) -TT( 寻 ) 是 紧 算 子 (10.4.4 的 推广 )。 


$7 术 国 瘟 子 


PsDO 理论 中 最 优美 且 最 有 应 用 价值 的 部 分 无 疑 是 网 圆 算 
学 的 理论 ， 
10.7.1 定义 车 4EE5a(M)， 对 任 给 紧 集 五 C 
Bm inf lorC4)(2 全 >0 (1 


(基于 S| 人 参看 有 (11)》， 则 说 4 是 椭圆 的 。 
注 1” 从 85(7) 看 出 ， 可 在 局 部 坐标 下 验证 条 件 (1) . 因 
此 可 以 阅 ，4E 到 5 开 ) 是 棋 贺 的 二 > 对 开 的 每 个 图 (0D, 0、， 
4 的 转移 de 是 构 圆 的 . 车 型 = 只 ， 出 (1) 中 的 0.(4) 显 然 可 
代 以 oA), 
2” 车 ar(4)fz， 5 关于 二 是 ?次 正 齐 光 的 ， 则 (1 相当 于 
要 求 gu A < 天 0 天 0)， 
3” 由 83(7)(9)，4 是 轿 国 的 全 .4545 是 棋 圈 的 。 
“ 椭 轿 神 ” 可 启 划 为 一 定 意义 下 的 “可 道 性 ”. 
10.7.2 定理 设 4E ;i,s(WM)， 则 4 是 要 圆 的 二 > 4(= 
4 人 (和)) 在 代数 站 ,sl 了 ) 中 是 可 逆 的 ， 即 存在 适 的 BE 
(TM)，4B=B4=1 {本 节 中 一 表示 模 罗 等 价 ) ， 称 B 
为 的 所 进度 所 基 本 局 
证 1 首先 设 Y 二 ,不 妙 设 4 是 适 的 . 车 4 是 椭圆 
敬 ， 则 有 5Cz,5)EC~QxR")， 对 大 的 是 有 8=1/0(4)， 
利用 (1) 并 用 类 似 于 10.4.3 中 证 8。 e353, 的 方法 可 指明 bE 
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S75。 取 征 的 PEYBRi(0): OP 令 六 一 忆 4-7， 则 只 
oA(P)oitA) -TES}Y 推出 BREE 职 朋 的 人 EE, 4， 
使 0o~ 训 (一 08)1， 仿 B= YP, 网 从 

BA=0(T+R)=I- (RTIO- Z-RO +R) 
君 出 BA4-1EPRE "， 因 台 可 尾 意 大 ， 故 B14 三 1， 类 杠 凤 站 
求 出 B,，AB, 二 7， 于 是 4B= 4ABAB, = 4B, = 了 

反之， 车 4 有 拟 逆 BEYW5iC0 人 )， 风 必定 0 A)0.(B) 守 
ImodSt 2)。 人 性 给 紧 集 无 性 品 ， 当 1 充分 大 时 对 XE 一致 
地 有 |cfd1fze)o_r pzs) 1| <172， 因 此 


> lo ANCr, Eo_.(B) (x, EY 


<const Io (CAYCE SN (+ |él 7?, 
由 此 推出 人 1) . 四 
2” 设 4E 罗 5,s( 以 ) 是 适 畏 加 算 子 ，{U1,ge, 2 如 10.5.1 
(下 面 将 不 青 声明 ) ， 取 4 |P; 的 适 拟 逆 Bj， 令 
Bu= SahBalU), EH(M), +: (2) 

则 BEB54l 有 M). 易 见 BA=1， 另 一 方面 ， 在 UV: 上 

= AB + AN(B,- Bi) 

8+ AL DB. 


因 在 UU 上 Bi= 8B,, 且 仅 有 限 个 supp2 与 相交 ， 故 在 
P: 上 4 号 到 了， 和 因此 吾 是 4 的 氢 赣 . 
及 之 ， 著 4 七 史 5,s( 民 ) 有 和 所 道 ， 则 4 局 部 地 亦 有 报道 ， 于 
是 从 已 证 的 1" 推出 4 是 椭 固 的 .~ [|! 
从 10,7.2 特别 推出 ， 在 PspOo 的 框架 内 可 对 夭 陪 疝 分 算 子 
《如 Laplace 算 子 ) 施行 求 道 运算 .这 是 导 人 PspoO 概念 的 主 
要 理由 之 一 . ， 
10.7.5 定理 (Weyl-Schwartz) 设 4E 罗 (于 ) 是 { 适 1 


A445 


椭圆 算 子 ，xwEEzMMD)[yE BCM)]， 则 (i) siagsupp4dw 一 
singsuppz 《有 此 性 颖 的 4 称 为 亚 椭 于 的 ， 因 此 定理 指出 椭 轿 


性 推出 亚 桶 圆 性 》，，(ii) 当 Au€E 有 fo.CM)， #=|"+s- 达 | - 


0 卫生 全 CCM) 桂 别 涩 4zE 所 ?oof 形 )， 4 一 | - | ~130 


时 uwEC*(M), 
证 设 wE28"( 寻 )，B 是 4 的 适 拟 逆 ， 则 (I -BA)uE 
0 ( 见 上 节 末 之 说 明 ) 。 于 是 依 10.5.6 有 
singsuppuC singsuppB AuC singsupp da ， 


这 与 10.5.5 一 起 推出 (i) . 若 Aw€E Hioe(MM)， t+ 


-12>0, 则 由 10.6.4,10,6,.6 有 2&=BAu+ (1- BAyueE CrtCM)， 
者 4 是 适 的 ， 以 上 论证 亦 适 用 于 waE CM )， 已 | 

推论 者 4EE5a(2) 是 [ 适 ] 棋 圆 算 子 ，xrE "MD) inE 
多 《MD)]， 则 duE C=>wE0"， 特别 Ker 4CO™， 

这 就 十 关 于 烽 加 算 子 的 著名 的 “正则 性 定理 ”， 它 指明 了 
右 端 充分 光滑 的 椭 硬 型 方程 Pu= 了 即使 在 广义 函数 的 范围 内 。 
也 只 有 光滑 的 解 ， 另 一 方面 ， 亦 可 利用 拟 道 来 解决 局 部 存在 性 
问题 . 

10.7.4 定理 设 P 是 如 内 的 r 阶 椭 葬 微分 算 子 ; 了 E 
Hi (0), seni2., 则 对 芷 给 xz0E 昌 ， 存 在 zy 的 邻 域 U，#E 
oA0D) Pu=f 因此 P40. 局 部 地 有 0” 解 ， 

证 设 ETT"() 是 了 的 适 拟 道 4 =PYO-T.. 则 有 z， 


的 邻 域 VCD，Yee 9(B)，jBopl 区 二 ol 否 出 ， ' 必 有 
VE DP" (011E)), |R*o0rl > 3 vs k=1,2,..), 售 二 
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wlvrd， 取 St， 不 妨 设 在 五: 中 和 ak9.7 .7)， 
所 woERICOM9.7.5)，suppPWo 己 {zo} ， 玖 必 灿 下 0， 这 与 
limg Rrwl. = 上 al172 巴 盾 。 这样, 对 任 给 bE 全 (DU) 有 


Ea 
=eonstl PH: 十 一 2 lw,, 


于 基 中 1 <const| "| 。 因 此 存在 4 有 工 ( 瑟 全 五")， 使 得 
AP* (U0) 一 J， 若 了 是 Pr 全 (V) 在 旦 ?中 的 正 奖 补 ， 则 
IF=0, 设 4* ， 殖 -一 五 是 4 的 相伴 【注意 五 * 与 及 ~* 互 
为 对 侦 , 套 看 9.7.1), 令 4=(4*1) 7， 则 xsE 严 Ti)， 
YHE EU) 
Pu,o>=(PA*f,5)=(f, AP*9) =xf,v), 
见 Px=f， 结合 10.7.3 得 出 定理 后 一 结论 . [ 
亦 林 以 在 向 量 从 上 讨论 酉 男 PapDD， 若 -44E 到 和 (县 , 王 ) ， 
则 crf4)(z,e) 可 看 作 一 “和 矩 拱 值 " 国 数 ， 用 类 似 于 (1) 的 式 子 来 
刻 世 枉 男 性 就 有 所 不 便 . 为 简单 起 见 ， 下 面 仅 考虑 一 种 特殊 情 
沈 ， 即 4E 昂 (加 ,四 )Orf4)z 5 关于 必 是 了 次 正章 次 的 . 当 
Or 及 ) tx" 天 XR" 下 为 向 量 从 同 构 时 ， 说 4 是 椭 辆 和 的 若 4 是 
7 阶 微分 算 子 或 4 扎 守 CH) 以 上 规定 分 别人 台 于 10.1.3 与 
10.7 .1. 设 A€E¥" (如 ,下 ) 是 树 辆 的 ，a(x,6)=o,(A)(z， 06): 
令 5o (x,6) =(a(z, 台 )-!， 由 公式 | 


80 一 一 “ 瑟 lorawt) Db in 生生) 


i=silel<si Ol 


妇 纳 地 决定 5; (j= 二 1,2.…)， 则 如 (w,5) 关 于 5 是 一 +-j 了 次 正 
齐 次 的 。 设 2 一 巴 b，B 志 Op5， 则 可 验证 48=71. 以 上 程序 
至 少 在 局 部 是 可 施行 的 ， 然 后 依照 部 知 的 方法 即 可 整体 地 构成 
4 的 “ 拟 赣 ”， 一旦 衫 立 了 拟 逆 存在 ,推广 10.,7.3 就 是 平 几 
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的 . 现 将 结论 概述 如 下 : ” - * 
10.7.5 定 想 设 4E 到 "(, 了 ) 是 [ 进 ] 权 圆 算 子 ， 则 (全 存 

在 4 的 适 拟 道 互生 时 一"( 丙 .加 ) AB=a1，BA=J， 《 计 ) 任 给 WE 

FBIuE BB)|: sing SU 上 站 4 = sing suppuy (iii) 若 并 


z (BiC MB Aue Hi h), p=|r+s- ”| -to 


RIaEe TB) (iv) EE 8 (BuE BBE, AuE TR), 
We TE): KerACT(E). 
甘于 酉 圆 算 子 的 前 述 结果 只 是 定性 的 . 另 一 一 党 条 件 导致 某 
种 定 晤 结果 ， 若 4EF;,s( 2M) 满 足 . 
im inf Reg.( A)(x,&) {1 -rm 0 (3) 


朵 称 4 为 强 撞 加 的 。 时 然 驶 梢 加 算 子 是 本 国 的 ， 紧 旋 形 上 的 自 
作 靖 阿 算 子 是 强 梢 圆 的 ， 

10.7.6 Garding 不 等 式 设 cwi CD) 是 强 机 国 的 ， 如 | 
存在 >>0， 对 任 给 紧 集 下 二 日 ，s ER， 存 在 中 >>n0， 使 得 

Rel Au,u) =Plul?,, 一 全 上 (YUE 要 (天 ))， (4) 
其 中 |wf, 这 万 * 中 的 范 数 . . : 

证 设 A4 如 10.4.4, 令 B=4*,v 4 ; 则 BEDS,s， 
R=4-AY Bd EP 以 28 记 (3) 的 左边 (以 介 找 :于 ),: 
令 P~ (B+B")- pl 财产 =- PEPS,s, 0 on(P)=RegotB)~ 


BA) iReg.(A)-p, 与 (5) 对 昭 看 则 P 注 是 10 4.3 
之 条 件 ， 于 是 有 适 的 E89); B= 二 9*9 -PEP-”. 联 
定 肝 龟 员 瑟 忆 ，E 久 ( 下 )， 尽 怀 一 A 出 | 
Re Au .1) =Rect{t A BRA, + Ryn,n) 
=Re{(Bv,s) + (Re,u)) 


(去 (B+ B*)v,v) + Re(Ru,u) 


(PY RV VY Rel Re, i) 
>Blvlfs rr FOr ~ |(Row, uy)! 
PIA ui — |(Ru,u)| , ， 5) 
其 中 RR, 二 二 (RT+R") - 4? /RAr EE 罗 -”， 不 妨 在 9.7.4 的 
意 艾 下 理解 4 2， 从 而 上 oh zs 二 上 rv。 由 紫 引 起 的 误差 
放 和 后面 的 项 ， 只 需 侯 改 一 下 器。 即 可 ) . 因 &# 有 紧 支 集 ， 不 
妨 设 R(x 六 EBSCO x 于 是 《利用 8.5,:0) 
(Raw) = | || RCo, atajuly drdy 


= 让 PR, (CE ACE A( 一 ndedn| 
<|| (RR, (Ey) I+ IY 371 | "dy 


| 人 守候 “dia 


-O° ‘6) 
常数 >0 与 4 基 关 ,结合 (5)(6) 得 出 (4)、。: 六 
参考 文献 ，[11] , [181, H41] , [571, [67] , [761, 179] . 
习 是 和 


1。 44E 下 5 基 薄 融 的 失 => 存 在 对 上 的 正 固 二 国 数 交 kr) gtzr) ,使 得 当 
0 a Ie, 
闫 AEY 5s (09) 是 精 因 的 ， 风 当 1 全 完 分 藉 对 有 fs88c /5 ye 
Sr + 


1 R 2) 是 稍 旺 的 而 非 弧 新 国 的 


8 Fredholm 胃 子 与 de 这 定理 


10.8.1 定 尺 设 X， 了 为 LCS,， LE L(Y; ¥.) 车 dimker de 
ce, dim coker A<oo, 财 称 4 为 Fredholim 息 和 耶 ， 称 Ind4= 
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dimKerA -dimcokerA 为 4 的 指标 ， 下 面 分 别 以 素 (站 ,了 ) 与 
KK( 革 ,了 ) 记 从 下 到 了 的 Fredholm 算 子 与 紧 算 子 之 全 体 . 

车 4EL( 五 ,了 ) 可 道 ， 则 屎 然 4E FW( 人 ,YY) 且 Ind4=0. 
在 某 种 意义 上 Fredholm 算 子 楼 近 于 可 道 算 子 ， 而 Ind4 则 基 
底 了 4 对 可 送 算 子 的 偏离 .对 于 4EF(A ,7 了 ),， 令 


=,PRerA, Y=ImADY,, (1) 
其 中 芋 | 兰 下 /7 攻 ed ， 了 了 兰 cokert4d。 据 人 1) 可 将 4 分 解 为 ; 
则 | 大 
A: TEYEY, ~ ImAcY. (2) 


若 AE P(ER,F), BER(Y, 2), A EF(AI,Y,): 则 不 难得 
出 : 


Ind(tBA)=IndB +IndA; (C3) 
Ind( Ax 4.)=IndA+IndA (4) 
KerA’=cokerA, KerA=cokerd' {5) 


{参考 1.8.10, 1.8.11)，(5) 推 出 InG4'=-Ind4. 由 此 推 
出 ， 若 4 二 A*EF(H, 训 ), 可 为 Hilbert 空 间 ， 则 Ind4A=0. 
10.8.2 定理 若 革 ,了 是 所 -空间 ，AEF(XA,Y),， 则 ImA4 
是 了 的 闲 子 空间 ， 
证 依 人 1) 的 记号 ， 定 义 
TREDY YF, (sy AY+y, 


朵 了 是 一 连续 饭 性 荆 射 ， 因 此 为 开 上 映射 (1.6.1 之 推论 1)， 于 
是 Im4d= 了 \ZI(C( XI 中 FUNE) 是 闲 的 . 口 

因 系 算 子 是 已 得 到 充分 研究 的 算 子 ， 故 当 4- BE K( 蔷 ， 
让 时 ， 在 一 定 意 交 上 可 以 认为 4 ，B8 能 相互 雹 换 。 因 此 如 同 定 
文 业 5,s 一样， 引进 高 上 (XX, 了) 一 LCX, 了 )/(X,Y); 当天 
为 请 ~ 空间 时 上 ( 臣 , 怨 ) 是 一 ~ 代数 ， 称 为 Calkin 代数 . 约 
定 : 下 面 以 A=B 记 4=B(modK (X,Y)), 

10.8.5 定理 设 X 是 8- 空间 ，RE 所 (对 ,下 ). 岗 4= 


a5n 


TT- REFC(E, XY: BdimImR< oo IndA -=0, 

证 由 4,8.6，dimKerAi<oo; 由 4.8,5，Im4 是 闭 的 ， 由 
§1.8(6) 及 RR' 的 紧 性 ，dim cokerA4<oo， 于 是 4EF( 四 ,下 ). 
因 4(ImR)CImR， 此 4 导出 4EL(K 有 /ImR, 及 /ImR), 使 得 
4(4 十 ImR) 一 4z+Im 玉 ， 了 显然 为 双 射 ， 于 是 当 dim Im8< 一 


so 时 由 (4) 有 
Ind4=IndA+Ind(A |IImR)=0+0=0, Li 


10.8.4 定理 设 闵 ,了 是 B~ 空 间 . (i) 任 给 AE LL(X， 
Y), AEF(R,T)<-> IBEL(Y ,1): 4ABeI,， BA=I,， 或 
说 4 有 一 执着 B; 《ii) FC 六 ,了 ) 在 (XY) 中 是 开 的 : Ind 在 
8 7) 上 局 部 为 常数 (人 iii) 若 4EF( 于 ,PF)，B 是 4 的 拟 
逆 ，4s 4 ， 则 Ind4, =lnd4= -IndB; (ivy 共 4EF( 琅 ， 
了 )， 则 Ind4==0<=>3 9 RE Kl,Y}， 4 十 右 可 道 ， 

证 〈 动 谈 4EF(tA, 了 )，dimY 了 | ==23{( 依 (1)}。 因 Kerd'= 
(ImA) 宇 了 i (1.8.11)， 故 有 fiEKerd’, yjEY¥, f(y)) = 
B44(1<ij<R). 令 

Py=¥— Ef yyy, yeEY, 
PELCY), ImPC {fi fs} ~ (KerA)t =ImA(10.8.2, 
1.8.10),，PA4==4. 由 (2) 及 1.6.1 推论 1 ,4 |i 久 , :区 ,>1m4 
是 拓 扩 同 构 。 令 B=(41 玉 -oP， 草 BEL(Y, XX),Im(BA- 
DCKerA, Im(4B- 中 Cy, yy 是 { 纪 ,…:ys) 生成 的 向 量具 
间 ， 国 此 AB=Ii, BA=I.， - | 

反之 ， 若 4 有 拟 道 巨 ， 则 4B 与 总 4 和 为 Eredholm 算 子 
《10.8.3)， 于 是 从 Ker4CKerB4d 及 ImA 二 1mAB. 推出 4E€ 
F(X,Y). . 

(ii) 取 定 EF(A,Y), 取 44 的 氢 邀 如 > 由 (之 证 明 ， 
不 妨 设 4B~1 与 B4-] 为 有 限 秩 算 子 , 设 REeL(X,Y)， 
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| 下 令 BI=B(O+RB) (={T+ BR) :B}, 则 | 
(A+R)B,=I+(AB-I)(I+RB)-!=I, 

同 理 B,(4+ 呐 ) 二 1， 可 风 + REF(X,F),， 月 依 10.8.3 有 
Ind( A+ R)= -IndB= ~- 1ndB=Ind4, 

(iii) 设 4 =4+R,， REK(X,Y), 则 AB= AB=1, 
B44, 二 BA=7, 可 见 41 EF( 是 ,了 ). 因 4+#R(EER) 与 4 属 同 
一 分 支 ， 套 Ind4=Ind4, ， 这 又 推出 [ndA4+IndB==IndAB= 
Indi =0. 

(tiv) 若 Indd4d=0， 则 有 同 构 是 : Ker4 二 了 ，( 依 (1)).、 
举 及 扩张 到 上 ， 使 得 请 |X,， =0， 册 RE K(X,Y)，A4 十 及 可 

， 逆 命题 是 显然 的 ， . 口 

现在 将 以 上 结果 用 到 椭 男 算 子 .于 ,加 ， FF 的 意义 依然 如 8， 
凡是 限定 于 为 紧 无 边 流 形 . 

10.8.5 定理 设 4E 罗 "(EE,) 是 一 椭 加 算 子 ，4, 记 4: 
HEB) "FF)(SER) .MD) 4A, 是 Predholm 算 子 , IndA, 与 
3 无 甘 ; 游 4 二 PlmodP)，t<r， 则 Ind4=IndP (ii) 车 
E=F, Tr20， 4 二 A*,， 4,. 记 41T(B)>L2(E)， 则 有 正 交 


分 解 
T(EB)=ImA 中 Ker4， . (6) 


其 中 Ker4。, 是 有 限 维 的 ， . . 

证 (i 取 4 的 拟 共 本 解 B,;/ 则 AB- 7: 百 生 (下 ) 全 
HR) 与 BA4-T HB)H A(B) 是 紧 算 子 (10.6,5)， 于 
是 4, 是 Fredholm 算 子 .由 10.6,5，4~P:H"(E)> 有 ~"(F| 髓 
紧 算 子 ， 因 因此 Ind4, 一 ad。 《10 .8 .4). 全 给 ‘ER 

i: Hi'(EY = H'(E)AS Hn) S HFY. 
与 4 借 加 "等 府 ， 由 已 证 时 人 论 得 IndA,=Indo 一 Ind4-， 

(ii) A :有 MB)wLMAB) 是 Fredhoim 算 子 ， 赦 im4d 在 

五 (五 ) 中 是 朵 的 ，dim.Ker 4 <eo， KerA. =KerA.(10,.7.5}. 


和 52 


上 


将 4 看 作 从 二 2:( 吾 ) 的 稠密 子 空间 吾 "( 召 ) 到 工 5( 吾 ) 的 算 子 时 ， 
有 4+=A,;， 因 此 (ImA1)+ 一 KerA+ 二 KerA,， 于 是 依 1.10.2 有 
L2(B)=ImA.DKerA.. (7) 
再 由 10.7 .5， 厂 (如 ) 门 im4d Clmnd， 于 是 从 (7) 推 出 (6)， | 
如 同 §9.9 中 一 样 ， 以 Ep (HY) 记 民 上 的 “ 复 8- 形式 ”之 
全 位 ，2Fz( 开 ) 上 有 一 -个 由 Riemann 度量 g 诱导 的 内 各， 
(u,b) = [人 半 和 如 | (8) 


(参看 人 及 86.6) . 当 有 ,6, 太 限制 在 8 pC 开 HU) 上 时 分 别 记 从 
dp,Gp:Aapf0Ossgs ay 下面 沿用 第 六 章 的 记号 ， 

10.8.6 定理 SSn 是 日 伴 的 3 阶 权 闻 铀 分 算 子 ; 
KerAp = Kerd,f) Kerd,, 

证 由 86.6(17)， 在 局 部 坐标 下 A 可 天 成 : 

(A@)r= -VIY ,mt ~ gO Oi+ 

其 中 了 = 车 ,ip ， 省 略 的 项 不 含 or 的 2 阶 信 导数. 由 此 可 
见 ar 是 2 阶 微 分 算 子 ， 其 主 象征 可 表 为 -9237rey 其 中 5E 
TM, e 一 过 ， 这 了 就 得 出 4 的 椭圆 性 。 

任 给 %E gi(M), gE g pn(MM)， 由 6.6(9)(11) 得 出 

dm = 十 { -1)rw/N\d 中 人 
=d@/ 人 \ oo- oN do, 


鼓 ， (0,0) ~ (0,60)= |a(0N 0) =0, 


可 部 二 yr1s 由 此 推出 及 3 一 入 pn。 最 然 Kerdp 门 Kerds CC 
KerAp。 田 一 方向 ,从 (A@,@0)= dol + iwl?(mG 2 CM), 
laol* =(dw, dw)) 推 出 KerAspCKerd,) Kerd,. | 
.在 (7) 中 令 4.=Ap 得 到 2 CM) 一 lm 和 A 中 KerAys 将 此 分 
解 式 限制 到 42( 好 上 ， 苑 得 到 著名 的 
10.8.7 Hodge 定理 4 开 ) 有 如 下 正 变 分 解 ， 
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A?(M)=AACM)IDE? . 
一 EL MIDG A (MIDP?, 9) 


其 中 庆 ?= 二 A?(M) 门 KerAp (或 写作 必 ?(M)),， dimP?<e0. 

可 以 说 每 个 bE ?是 “Laplace 方程 Aua=0 的 解 ”， 虐 
而 称 为 调和 形式 . Hodge 定理 有 一 些 重要 的 拓扑 推论 ， 

10.8.8 定理 HH?CM) 二 ?CN), dimH?(M) < (0 
PER), 

证 车 w=da+6p + yEZICON), ypEE?， 则 从 do 二 
468 二 0 推出 16847 = 二 (868,P)=0， 因 此 yE fol， 若 另 有 meE 
[oN ?MNy -0o=ap,1y- ol:= (p60 -0))=0, 从 而 一 . 
9， 由 此 可 见 ，Y?" 和 ?CH)， yD [是 一 线性 同 构 . 口 
10.8 .9 Poine&ré 对 担 定 旭 BB""?(M) 守 (H?(CM)) "(0 
PN). . 

证 只 需 证 Wf(P?7)*。 人 尾 给 0EPE"-?， 令 (wm)== 
[oArloe 2?), 和 央 O 和 EPE), oD #0) = o> 
0， 可 网 or-20 为 线性 单 射 ， 因 此 dim ?<cdim 杀 2?、 同 理 
dim% ?dimY*-?， 苑 必 第 "一 ?之 ( 弟 ?)*， oh 一， 五 

sl 车 六 连通 ， 则 五 "(NH) 二 R. 

泽 合 6.9.6 与 10,8,9 得 出 : 若 开 是 = 维 定向 紧 无 边 
流下， WC 开放 ) 记 六 的 实 
系数 奇异 同调 群 (6.9.5)， 

设 Ritr 如 86:5(12)。 称 及 一 站 和 为 Rieei 张 量 ， 可 证 
明 它 是 对 称 的 { [1 对 )。Rij 可 提供 某 些 拖拉 信息 . 

10.8.10 定理 车 (8) 是 正定 的 ， 则 厂区 太 ) 宇 1 

证 任 取 wE 守 1, 今 证 w=0. 利用 及 ,60t5)016)， 从 
do=0， dwm=0 扒 出 Vi@;=Yo Y' Vol 0，。 坊 0; 二 
wv or 出， 
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0= (Gd1.0) 一 0149) 一 bd 
=-[yiavroom=jyervaoa 
=jierv,yie 十 (7 人 (一 加 区 人] 有 下 
lo (VV VVvioda 


=|[R8,0'o0dp>0, 


Cn 十 9~ 体 积 元 )， 因 此 二 0. 0] 
注 ”车 *#zz2， 内 有 正常 数 “Gauss 曲 素 ”下 (参看 [12])， 
由 可 和 证明 癌 y 一 ( 呈 ~1) 天 97， 因而 10.8.10 之 结论 成 立 . 
参考 文献 : [2], [7],[11], [12], [16], [41] , [60] ，{161] ， 
[671, [79], [831 . 


习 亚 
设 帮 EEr(tEE,E} 有 主 象 外 ocr,51， 了 记 匠 上 的 单位 受 射 ， 若 efzy 引 疯 
于 二 是 r 次 卉 次 的 且 无 处 为 党 的 实 函 数 ， 则 Ind.4 *0. 


$9 微 局 部 分 析 


如 在 器 ,5 中 看 到 的 ，w(z)E 85 8 的 正 出 性 与 8Ke) 的 增 
.长 有 窜 切 联系 . 不 难 设想 ， 对 于 w(x) 的 正则 性 (或 琳 性 ) 的 
全 面 了 解 有 束 于 在 (x,#) 空 间 ( 即 ?7*0) 的 各 个 局 部 进行 分 析 ， 
一 般 地 对 一 个 与 余 切 从 了 有 关 的 对 象 《如 对 上 的 分 布 与 
fsDO)， 可 同时 将 ze El) 限 制 在 局 部 落 虚 ， 这 样 
的 研究 方法 称 作 和 后 局 可 分 析 ， 它 对 分 布 与 PsDO 两 者 《它们 彼 . 
此 密切 相关 都 引出 了 精细 的 结果 
记号 ”了 ?MM 记 投影 、 称 广 己 T* 有 HY 为 维 娘 ， 若 《#， 
ET>YE>D0: (zt) ET 若 丰 CCT*O 是 一 开 锥 集 ,a(x， 
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EEO" 站) 当 wEKCAT (rE 人 矿 时 82(3) 满 足 ， 草 写 
和 作 aESs,s( 站 )s | 任 给 EE R™、0， 


#0, 称 广 (5,e) 一 人 EReNNO | 外 全 < 为 < 的 s- 锥 邻 
域 . 


让 


10.9.1 定 光 设 2E 有 人 人) ，AEW5o( 和 和}, 筑 定 4 的 
波 前 集 WF(G4) [4 的 微 支 集 HsuppA41l 是 了 'Q 除 掉 如 下 的 点 
(xo,60) 后 的 余 集 ， 存在 PE 多 (0)，s>0，p 在 xo 名 近 等 于 
1， (P28)” 在 六 (60，83) 内 速 降 ， 即 YE>0， [gD*(5) 起 
const(1 + 81)-*, EET (G0 ep(z)osr, HIER "(NO x 
站 (5&012))1. 车 了 CT'ONWF(W)[CT'QNL9UppA]， 则 
说 4141 在 广内 是 正则 的 ， 

直接 看 出 WF(#) 与 ksupp4 是 闭 锥 集 ， 因 而 它们 在 到 吕 中 
的 补 起 开 锥 集 。 任 给 锥 集 矿 CT'0， 每 点 (7,8)E 厂 总 可 用 点 
(z,61 1 ) 来 代表 5 因此 可 以 认为 WF(2) 与 Lsupp 和 4 福 于 名 的 
余 球 面 内 《 参 绍 10.1.3) 。 

在 某 种 意 交 上， 让 前 集 与 徽 支 集 可 相 石刻 划 . 

10.9.2 定理 设 #€ 久 ")，(z0,60) ET 了 "2， 则 以 下 条 
件 互 相等 价 ; (i (zo,E0)EEWF(4); (让 存在 适 的 AEYHQ)， 
4uaE Bt 在 (zo,60) 的 共和 锥 名 域 荆 中 04 三 1(mod8~"); 
《iii) ' 存 在 (x6,650) 的 锥 邻 域 丫 ， 和 全 何人 HsuppBCO 
TN 时 Bue or™. 

证 人 >i), 设 g，a 如 10.9,.1。 取 gEC“(8o 1)， 
tse (不 妨 设 二 o| 二 1) 邻近 为 1，supp 含 于 上 的 z 一 邻 
域 ; 职 TiEC {RD (017 五 "0，171237 令 
TA) =T1 (56)8(06/151), 取 YE Bt0): yp 在 xzo 名 近 玫 1， 
suppyYE p71). 令 a=¥r) pTE), 4=0p9, 则 AE YN OD) 
县 适 的 ， 从 (3(5)) 


4356 


os)~D a Ys)D" pr) "7s) 


看 出 ， 在 (xo,E0) 的 村 锥 邻 域 三 中 94 三 1(mod5“); 而 
CAn Cz) = p00) | fr Ep erry 


= pz) { Tp)erdse gn). 
TtEose) 
(ii) 坊 (iii)。 设 和 4, 丁 如 (让 ,hsuppBC 导 厂 ， 则 从 分 解 Bi 二 


B+ BOT A)w 及 对 B, 4 的 假定 推出 如 EC 

(iii)=>0i), 假定 tiii), 类 似 于 证 明 第 一 自作 To)E 
如 (Ra TD xsupprC，T 在 so 邻近 为 工人 人 >172 时 
TT 对 是 0 沈 齐 次 的 。 任 取 9, 了 多 (CTT)， 使 8 在 zo 邻近 
为 1. 令 B=OpT(5)， 则 hsupp(¥$B9)CIT， 从 而 Bp#E 
0". 由 之 任意 性 ， 必 BpueE 0"。 邻 证 对 任 给 EN" 及 充分 
大 的 上 ， 有 可 ?0BpuEL" (这 将 推 术 (Bp) 二 f (pe 
多， 从 而 《92 “在 5 的 某 锥 驾 域 内 速 降 )， 将 3” 并 人 五， 
利用 9.3.1， 不 妨 设 2=puE CAR")， Bopbley eer). 
当 开 >>0，。 [zi 充分 大 时 由 分 部 积分 有 


Can || epee -sad| 


=||fatscs) 69) te -gl were: | 


<const lsl 一 全 ， - 国 | 
从 10.9.2 的 证 明 看 出 ， 任 给 wE 2B'9》， 有 
WFEFCD= NN (TO NAPppA), {1) 
其 中 4 到 遍 所 有 使 A4E CO” 的 4EW%R). 在 另 一 方向 有 ， 
10.8 .3 定理 任 给 适 的 422 有) 有 


Hsupp4A= UH WEFCAuY,: 和 (有 
直人 


A457 


证 著 (zo;ao)Ehsupp4， 则 4 在 (zo;so) 的 某 锥 邻 域 志 
中 是 正则 的 . 设 萎 ,Bw 如 10.9,2 十 明之 最后 一 + 段 ， = 
By ， 如 AEV"， 任 给 WEB'(D)， QAueE0" 由 10 .9.2 
(总 相 当 于 10.9.2 中 的 起 )》，(wo,50) EWFCAY). 

其 次 ， 若 {x6 ,50) 不 属于 (2) 之 右边 ， 则 有 (zx6,50) 的 锥 钢 
域 厂 ，Y 8 多 人 2)，dz 在 厂 内 正则 . 车 B 类 似 于 上 面 的 8， 
则 妾 4uEC”, 即 号 4 是 一 正则 算 子 〈 例 如 参 者 [60j ) ,由 此 可 推 
出 4 在 (2o:so) 的 某 锥 邻 域 内 正则 ， 从 而 (ze ,6o) 它 Rsupp4.D 

从 10.5.2 看 出 ，10.9.2 之 条 件 (i 让 在 变量 代 换 下 不 变 ， 
因此 ， 若 BEDIfCD ,0 人 0')， UE 多 0)， 则 | 

WFE(h,u) = WECWY), (3) 
右 过 的 和 记 志 导出 的 余 切 从 同 构 训 : T*Q 二 T*Q!'，(3) 与 
(2) 结 合 又 得 到 ， 对 任何 适 的 4E 罗 5,s( 介 ) 有 | 
Lsupp ds = LsuppA, (4) 
基于 (3)(4)， 可 特 WF(4) 与 Lsupp4 推广 到 流 形 上 ， 

10.9.4 定义 设 WE 多 (有 YH)，4AEW ;$s 对 ) 是 适 和 的 ， 出 
规定 4 的 波 前 集 WF(4)| 4 的 微 支 集 HsuppAj 为 如 下 的 (x,2)e 
了 ' 了 之 全 体 ， 任 给 含 + 的 图 (V ,9), 有 PEEWF(9s1) [pe 
HsuppAp]. 

已 证 的 10.9.2 与 10.9 .3 在 流 形 上 有 适当 的 推广 ， 

WP(#) 自 热 包含 了 由 singsuppt 提供 的 爹 部 信息 . 

10.9.5 定理 TWF(w) 一 singsuppu(a€E 8 (MY)). 

证 只 需 就 于 = 2 的 情况 证 明 。 若 wo EE 介入 singsupps， 
则 有 PE 多 (CO gpg 在 $。 合 近 为 1 ,pi 多 (), 于 是 (PE 
而 Yo 二 WE(W)。 反之 ， 若 w ER NAWEC), 则 从 
10.9,2 的 证 明 看 出 【利用 5"! 的 紧 性 》， 存 在 有 限 个 类 位 于 
10,9,2() 中 的 4 交 4jyEBNO)，AjyuEC", 在 xo 的 基 硫 域 玉 

内 之 47 误 7(mod 凤 “)。 于 是 
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# |F = (Sd) IF+ (fi- BA) Veo™, 


可 见 we Esingsuppe. 1 | 
10,3.6 定理 设 #EDB'(M)，4EP;sl 时 ) 是 适 的 ， 则 
WFCAICWECOIN usuppA,. (5) 


证 (2)〈( 它 亦 适用 于 流 形 ) 推出 WE(AW)cpsupp4， 设 
(2z:2) 人 WEFCG， 取 (z 5) 的 锥 邻 域 太 六 六 区 大 利用 
10.9.2 的 证 法 可 将 4 分 解 为 4=B+R， 使 得 hsuppB 忆 厂 '， 
而 R 在 广内 是 正则 的 . 由 10,9,2，BuE 0"; 而 WF(Ry)C 必 
HsuppB 推出 (x,6) 蕊 WF(CRau)， 因 此 (,5)EWF(A4). Li 

现在 考 虚 搬 贺 性 给 念 和 的 微 局 部 化 、 

10.9.7 定义 设 AEW5elM)， 夏 忆 T'M 是 一 并 锥 党 . 
车 对 性 合 紧 集 KCA 丰 ， $7(1) 限 制 在 (x,6)€ 矿 时 成 立 ， 则 说 
4 在 广内 是 靖 轩 的 . 

将 条 中 使 用 的 那 种 构造 程序 限制 在 开 锥 集 内 施行 ,并 运用 
10.,9.2 的 证 类 加 以 修正 ， 即 往 到 10.7.2 的 以 下 推广 {证 明细 
节 参 考 [601) ， 

10.9.8 定理 设 4€ 罗 5,s(JM)， 小 CTI'M 是 .-- 开 锥 集 ， 

则 和 4 在 六 内 是 椭 图 的 专 过 人 在 给 开 锥 集 厂 全 厂 ,， x 古 ' 紧 ， 存 在 
BEPorA(MY 4B-1 与 B4~1 在 广内 是 正则 的 . 

以 下 结果 可 看 作 蚌 10.7.3 的 拱 局 部 形式 . 

10.9.9 定 纤 ” 设 适 PaDO4E 色 0o(E) 在 开 锥 集 产 二 人 于 
内 是 托 圆 的 ，xzE BN) 则 WFCAWDN T=WEF(GWN IT. 

证 只 要 证 到 E(OD 有 产生 WPFC4 门 产 . 设 大 吾 如 
10.9.8， 出 

WEFCOWDMNI = WFCBAWINT CWEFCAWTN I 
所 要 结论 由 站’ 的 任意 性 推出 ，。 口 

设 AEP 5 如)，o(A)(4,5) 对 #8 是 7 次 讲 次 的 ， 令 
CharA= to ETM oA) (+,6) =0} (4 的 特征 筑 ) ， 三 
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4 在 江 难 集 厂 = 了 YAVChard 内 是 棋 贺 的 . 于 是 10.9.9 推 
出 共 4EB HH), A4E0", 则 WF(Ww)CChard4， 这 就 为 线性 
偏向 分 方程 Pu 一 f(f EC0") 的 解 4 的 次 性 提 供 了 精确 的 信息 : 
# 的 “间断 ”集中 在 特征 集 CharP 上 ， 这 与 通常 数学 物理 方 
程 《如 波动 方程 ) 的 部 知 经 典 结 果 是 一 致 的 ， 
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让 4 三 证 ， 家 含 觅 射 ， 

rr 内 加 算 子 . 

了 1 了 的 Jacibi 行列 成 

Kerf， 同 太 了 的 按 ， 

I 个 要 = 局 郭 蜂 [attsdnrff 叶 全 ， 

LF 3 = 启事 由 霸 辣 ， 

Tietey，Lie 群 他 的 Lis 并 豆 - 

1 到 二 的 关注 可 大 确 教 兴 问 。 
Lo. 局 部 二 ”函数 穹 间 ， 


" 有 颇 却 焦 的 ?项 闪 窑 章 。. 


的 连续 二 恰 半 性 访 千 空 洁 . 
个 本 > . 和 
-一 一 

了 对 了 


时 


Ly 和 本 ie 学 数 ， 


计数 测度 . 
| Ap(MY = {APCT MY ACM) = BA OM). 
otf 守 平 敌 z 一 ox。 " 
Mn = 了 En Ky K=R 或 0. - 
Maun = 上 
村 CFE 生 上 的 卢 直 (正果 ?测度 空间 机 (1 = 1 人 rr)， 
| Ms 村 在 的 切 空间 ， 
N=z{0, tf 2 1 


dT 


Bs 


Opas 以 a 淮 振 幅 的 人 sDO。. 
Ps DO = 拱 微 分 算 子 。 
Vs tM) 夺 上 的 Vs 于 已 < 及 口 , 关 全 干 。 
rankitryYs 了 在 了 的 筷 .。 
Po 右 平 移 z 上 一 za。 
Sr= rc RR ir =, 
{RR4 所) 瑟 情 速 降 国 数 嫩 章 - 
S183UBE/: I 的 毒 支 沁 、 
suppfr 了 的 支 集 . 
oftz)i 工 的 峙 ， 
< = TA 必 的 家 征 ， (4); .的 主 象征 。 


下 好 村 的 切 上 外。 
T* 财 ， 好 的 全 切 拓 人 时 = 了 时 9。 
了 多 天 上 上 .97 芥 江 量 之 全 体 ! TY 上 TA, 


Po 了 了 
人 3( 歼 )， 疝 量 愉 号 上 的 {p,9) 阶 米 是 处。 
TsM= TTM), 
TYS = 拓扑 向 量 空 间 。 
FIM) = TS MY, YM) DF PM. 


汪 '，XX 的 折 扑 对 人 惕 于 *， 夺 的 代数 对 个 。 
站 (= 上 wf 了 漳 外 之 方向 导数 - 
eM = Th), 

ZZ ， 整 数 湾 。 

a!1，a 的 转 蛋 a": “的 共 因 斩 竖 ， 


= 21 三 * ts 
(9) -peep ;EN ;上 


0 ， 数 二 ,党 元 ， 堂 国 数 ， 堆 空间， 车 嘿 ， 具 体 售 义 由 上 下文 确定 ， 
Dn，R"* 的 零 元 . | 
ss， 丫 构 ， 阿 且 ， 徽 分 占星 ， 拓 扑 悦 构 ， 等 等 ， 具 体会 多 出 上 下 文 确定 。 
兰 : 问 伦 等 价 。 

几乎 处 处 相 旁 ! 所 仿 此 . 

二 {modw) 异 m 等 价 . 

€E! AEB<> ACB'. 
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后， 低 人 。 
有 ir) = . 
—*: A BI ECX, TO, Df| A Cenppf@e Bl, 4, 吾 寺 天 


仿 ， 在 天 上 一致 收 总 。 


一 ， 使 澳 度 靖 收 总 一 ， 呢 收 就 . 

A1 划 去 ， 加 abe = 站 

WY 反射 ， 邵 六 xz] = 了 一 iT)。 

上 Tw 上 上 确 界 范 数 ， 即 下 。 =sup fte),. 
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